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Verschiedene  Bemerkungen. 

Von 

Herrn  Professor  und  Director  JF.  Strehlke 
in  Dan  c i g. 


1. 


Anflüsung  der  Gleichungen 
a:*  = «,  x*y  + = 6. 

(Siehe  dieses  Archiv  Theil  47.  Heftl.) 


Wenn  man  die  ztveite  Gleichung  mit  3 multiplicirt  und  zur 
ersten  addirt,  so  erhält  man  den  vollständigen  Cubus  von 
folglich ; 

3 

x + y = V 0 + 36. 

Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält 
man : 


woraus: 
folglich : 


x*{x—y)  —y*(x—y)  = a—b, 
(x— y)*.(a:+y)  = a — b. 


x-y  = 


• a — b 
jb 


Theil  XLVIII. 
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Daraus  ergeben  sich  die  Werthe: 


2a;  = V^a  + 3/>  + 


2y  = •V^  fl  + 36  -T 


V a — b 
V^r+36 
Va  — b 
^ä~^b 


X 

F'ür  xy,  x^—y^,  a:*  + y®,  «*— .V®  ergeben  sich,  eben  falls 
einfache  Ausdrücke.  •<  , ■ 

Als  Erweiterung  der  obigen  Aufgabe  ist  die  folgende  anzn- 
seben: 

+y®  + z®  , = a, 
xy^  + ya:®  -f-  za:®  = b , 
a:z*  I-  f/z®  + zy"^  = c. 


Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Hofrath  ür. 
Oettinger  über  die  Nährungsn  crthe  periodischer  Ket- 
ten brüche. 

(^Siehc  dieses  Arehiv  Th  eil  43.  S.  304  und  S.  305.) 

Es  heisst  dort: 

„Hieran  knüpft  Herr  Director  und  Professor  Dr.  Strehlke 
im  3.  Hefte  8.343.  des  42.  Bandes  dieses  Archivs  die  Bemerkung, 
dass  er  schon  „vor  längerer  Zeit“  einen  anderen  Ausdruck  für  den 
einperiodischen  Kettenbruch  No.  I.  und  einen  zweiten  für  den 
zweiten  Partialbruch  des  zweigliedrigen  periodischen  Kettenbruchs 
No.  2.  gefunden  habe,  und  giebt  beide  an.  Daltei  ist  jedoch  eine 
Lücke  gelassen,  denn  es  fehlt  der  .‘\nsdruck  für  den  (2r  — l)ten 
Partialbriich  dieses  Kettenbruchs,  der  oben  angegeben  ist.  Diese 
Lücke  findet  sich  gleichfalls  ausgefüllt  in  meiner  Abhandlung  über 
Kettenbrüche  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die  Berechnung  der 
Quadratwurzeln  und  diophantischen  Gleichungen,  welche  im  49. 
Bande  von  Grell e’s  Journal  schon  im  Jahre  1855  erschienen 
jst,  und  die  der  Herr  Prof.  Strehlke  nicht  gekannt  zu  haben 
scheint.“ 

„Von  einem  Prioritätsstreite  kann  im  vorliegenden  Falle  wohl 
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nicht  die  Rede  sein,  da  die  Sache  h< ' dem  vorhandenen  Thatbe- 
stande  sich  von  selbst  entscheidet.  Wenn  aber  ihirch  die  Worte 
„Vor  längerer  Zeit‘‘  ein  Prioritätsrecht  meiner  Abhandlung  gegen- 
über in  Anspruch  genommen  iverden  sollte,  so  dürfte  eine  Wahrung 
dagegen  um  so  gerechtfertigter  erscheinen,  da  der  Druck  meiner 
Abhandlung  durch  ein  besonderes  Missgeschick  (das  eingesendetc 
Mannscript  galt  für  verloren)  durch  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
verzögert  wurde.“  So  weit  Herr  Oettinger. 

leh  habe  ^hierauf  zu  erwiedern.  Seit  mehr  als  25  Jahren 
habe  ich  keine  Gelegenheit  gehabt  Crelle's  Journal  zu  benutzen, 
ich  kenne  also  Herrn  Oettinger’s  Aufsatz  vom  Jahre  1855  nicht. 
Dass  ich  für  mich  den  Ausdruck  „vor  längerer  Zeit“  in  Anspruch 
nehme,  bat  seine  guten  Gründe.  Denn  es  handelt  sich  um  das 
Jahr  1820,  als  ich  ein  Jahr  Besscl’s  Vorlesungen  besucht  batte. 
In  meinem  mathematischen  Tagebuche  aus  jener  Zeit,  das  ich 
jedem  Unbefangenen  und  Befangenen  vorlegen  kann,  finden  sich 
folgende  Angaben; 


Der  nte  Näherungswerth  des  Kettenbruchs 1 


ist 


X 
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Ett^a  um  dieselbe  Zeit  fand  ich  die  Darstellung  von 


durch  den  zweigliedrigen  periodischen  Kettenbruch 


a±T, 


*Jnrn  ~r  ■= — 


2a± 


Ohne  dem  Gegenstände  selbst  gerade  eine  grosse  Bedeutung 
beizulegen,  schien  es  doch  unnöthig,  das  Recht  der  wahren  Pri- 
orität ohne  Weiteres  aufzugeben. 


3. 


Einfacher  Beweis  des  Lambert’schen  Tbeorem’s  vom 
parabolischen  Sector.*) 

In  einer  Parabel  seien  zwei  Punkte,  deren  Entfernung  von 
einander  = s,  durch  die  auf  einander  senkrechten  Coordinaten 
X und  y = yf'Ipx,  x'  und  y'  = ^f'lpx'  bestimmt;  die  Radien 
Vectoren  von  diesen  Punkten  nach  dem  Brennpunkte  seien  r und 
/,  der  von  r,  r'  und  dem  zur  Sehne  s gehörenden  parabolischen 
Bogen  eingeschlossene  Sector  sei  = F,  so  ist  der  Lambert'sche 
Ausdruck  für; 

6F  /r -fr' + 4''\*  _ /r-f  r' — 

~ V ^ ^ V ^ ) ’ 

je  nachdem  der  von  den  Radien  Vectoren  auf  der  Seite  des 
Scheitelpunktes  gebildete  Winkel  oder  > ISO®. 


Beweis. 

Zunächst  ist  die  Fläche  des  Sectors  zwischen  und  r immer 
— ixyF\yi.ip — x)  = \xyFxPy3  folglich  der  von  r und  r'  ein- 
gcschiossene  Sector  = \x'y'  — IxyFip-iy' — y),  oder  = l.T'y'  + 
lxyFip.(y'Fy),  je  nachdem  der  von  r und  r'  gebildete  Winkel 
< oder  >•  180“. 


*)  Lambert:  Inaignioree  orbitae  cniDetarum  proprietate«,  pag.  40. 
Bo  b nenberger:  Astronomie  S.  336  und  327. 

Gauss:  Theoria  motua  corporuoi  coelestiuna,  pag.  119.  seq.,  wo  die 
Priorität  Eulern  zugesprochen  wird. 
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Für  den  ersten  Fall  ist  sonach  die  Fläche 
Abscissen  und  den  Parameter  ausgedrückt; 


yf  2p 


durch 


die 


= x'l — xi-ipl{Vx' — Vx)  = {Vx'  — Vx)(x'  + x-i-\^  x'x-{-lp); 

allein  durch  p und  y bestimmt  ist: 

l2.F.p  = iy' —y)(y'^Fy^+y'y+^P^)' 

Da 

Vx' — Vx  = + x'  — 2Vx’x , 

so  ist  auch:  < 

— ^ X \ x'  — 2v x' X ,{x'  \ x \ V x'x-\-mP) 

V 2p 

— r'  — p — 2Vx'x.{r-\-r'-{-^{p-\-2Sf  x'x)). 

Wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  ist  aber: 


(p+2V^  x'x)^  = (r'  +r)® — r®, 

denn 

(r'  + r)®— ;s®  = {x  +*'  +p)®  — {y'  — y)®  — (x'  — a:)* 

= (x  + x')®  + 2p  (x  + x')  + p®  — (x'  — x)®  — 2p  (x'  +x  — 2 x'x) 
= 4x'x+p®  + 4p.V^x'x 
= (p  + 2V  x'x)®. 


Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

r'Fr-'rS 

‘2 

r'  + r — i 


= L®  , 
= /U®; 


so  bat  man: 


folglich: 


r'+r  = L»  + ^®, 

* = L»-itf®; 
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= Vi*  + iU*  - ‘2/,  .«.(L*  f ;wa  + L ;»/) 

V2/> 

= (L—M)  (L*  + + L ;W) 

= L»  - ilf » 

Für  den  zweiten  Fall,  wenn  der  von  r und  r'  gehildete  Winkel 
> 180",  ist; 

F=  \{x'y'^rxy)  f ip(y'+»). 

= {Vx’  \Vx){x'  ■^-x—yfjTxF^p) 

= ^r'  + r +‘iV^  ar'a:  — ;j.(r  + r' — i(2\^  x'x — p)). 

Hier  ist: 

**  = (/+y)*  + (ar'  — J?)* 

and: 

(r'  + r)*  - i*  = (2  — />)••«, 

folglich  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungen: 

6F 

^ = (L  + M)  (L*  + ;W»  - L.W) 

= L»+itf3 

=(— 


Bemerkung  des  Herausgebers. 

Ich  darf  mir  wohl  erlauben,  hier  aueh  auf  meine  drei  Abhandlungen 
über  die  Quadratur  parabolischer  und  elliptischer  Sectoren  im  Archiv.  Thl. 
SVL.  No.XXXrX.  S.  439.  — Thl.  XVn.  No.  XL.  S.  313.  — Thl.  XX. 
So-XL.  S.  207.  ZU  verweisen. 
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II. 


Zwei  wichtige  chronologische  Regeln. 

Von 

Herrn  Professor  F.  Maercker 
in  Meiningen. 


1 


Man  küninit  oft  in  den  Fall,  für  ein  vergangenes  oder  zu- 
künftiges Datum  den  Wochentag  wissen  zu  müssen.  Die  hierfür 
bekannten  Regeln  sind  meist  etwas  weitläuftig  und  für  die  Rech- 
nung beschwerlich.  Es  wird  daher  eine  mit  grosser  Leichtigkeit 
anzuwendende,  die  genannte  Aufgabe  schnell  lösende  Regel,  sowie 
auch  eine  sehr  leicht  zu  gebrauchende  Regel  zur  Berechnung  des 
Osterfestes  für  eine  beliebig  gegebene  Jahrzahl,  vielleicht  Man- 
chem willkommen  sein. 

1.  Berechnung  des  Wochentags  für  ein  gegebenes  Datum. 

a)  Für  den  Gregorianischen  Kalender. 

§.  1.  Ist  18  die  Zahl  der  Jahrhunderte  bei  der  gegebenen 
Jabrzahl,  so  dividire  man  in  die  zwei  letzten  Ziffern  derselben  mit 
4,  addire  den  Quotienten  mit  Vernachlässigung  des  Restes  zum 
Dividenden  und  dividire  mit  7.  Der  Rest  gibt  den  Wochentag 
des  1.  März  und  des  1.  November  an,  indem  1 Sonntag,  2 Mon- 
tag, 3 Dienstag  u.  s.  w.,  0 aber  (eigentlich  7)  Sonnabend  bedeutet. 
Um  den  Wochentag  eines  anderen,  beliebigen  Datums  aus  der 
für  den  1.  März  gefundenen  Zahl,  welche  wir  die  Normalzahl  des 
Jahres  nennen  wollen,  zu  bestimmen,  merke  man  für  jeden  Monat 
die  hier  dabei  stehende  Zabl: 
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Januar 

4, 

im  Schaltjahr  3. 

Februar 

0, 

9i 

..  6. 

März 

0, 

ebenso 

im  Schaltjab 

April 

3. 

>> 

ff  ff 

Mai 

5, 

ft  ff 

Juni 

I, 

ff  ft 

Juli 

3, 

• * 

ft  ff 

August 

6, 

ff  ff 

September 

2. 

>> 

ft  ff 

October 

4. 

ft  ft 

November 

0, 

ff 

ff  ft 

Deceraber 

o 

ff 

ff  ff 

Diese  Zahlen  nennen  wir  Monatszahlen. 

Zur  Bestiininung  des  Wochentags  eines  Datums  addire  man 
zur  Normalzahl  des  Jahres  die  Monatszahl  und  die  uni  1 vermin- 
derte Zahl  des  Datums;  dann  erhält  man  durch  Division  mit  7 in 
dem  Reste  die  Zahl  des  Wochentags.  Es  sei  z.  B.  der  Wochen- 
tag des  18.  October  1813  zu  bestimmen: 

4 in  13  geht  3mal;  13f3  = 16,  was  mit  7 dividirt  2 zum 
Rest  lässt  als  Normalzahl  des  Jahres  1813.  Die  Monatszahl  des 
October  4 und  dann  noch  18  — 1 = 17  zu  2 addirt  gibt  23,  was 
mit  7 dividirt  2 zum  Rest  lässt.  Also  war  der  18.  October  1813 
ein  Montag. 

Ganz  ebenso  verfährt  man  für  die  Jahrzahlen  derjenigen  an- 
deren Jahrhunderte,  deren  beide  ersten  Ziffern  v>'ie  bei  18  mit  4 
dividirt  2 zum  Rest  lassen,  also  fiir  die  mit  22,  26,  30,  34  anfan- 
genden  vierzifferigen  Jahrzahlen*).  Bleibt  bei  der  Division  mit  4 
in  die  zwei  ersten  Ziffern  der  Jahrzahl  eine  andere  Zahl  als  2 
übrig,  so  hat  man  vor  der  Division  mit  7,  bei  welcher  der  Rest 
die  Normalzahl  des  Jahres  ist,  erst  noch  eine  Zahl  zu  addiren, 
übrigens  aber  ganz  ebenso  wie  gezeigt  wurde  zu  verfahren.  Bleibt 
nämlich  bei  der  Division  mit  4 in  die  zwei  ersten  Ziffern  der  .lahr- 
zahl nichts  übrig,  wie  bei  den  mit  16,  20,  24,  28,  32  anfangenden 
Jahrzahlen,  so  hat  man  4,  bleibt  1 übrig,  wie  bei  den  mit  17,21, 


*)  Da  beim  Gregorianiaolien  Kalender  keine  niedrigeren  al«  vier- 
zifferige  Jahrzahlen  Vorkommen,  und  nanh  ungefähr  3600  Jahren,  von  1582 
au,  unaere  Regel  eine  in  dieaer  Abhandlung  nicht  zu  erörternde  Aenderung 
erleidet,  so  ist  hier  immer  nur  von  vierzifferigen  Jabrzahlen  die  Rede. 


Digilized  by  Google 


10 


MnercUei:  Zwei  tvicAtiijc  cIi!  onokgische  Regeln. 


'25,  *29,  33  anfangenden,  so  hat  man  2,  hieiht  3 übrig,  wie  bei  den 
mit  15,  19,  23,  27,  31,  35  anfangenden,  so  hat  man  5 zu  addireu. 

Es  sei  z.  ß.  der  Wochentag  des  15,  Februar  1763  zu  berechnen; 

4 in  63  geht  15mal ; 63+15  >2  = 80,  was  mit  7 dividirt  3 
zum  Rest  lässt.  Hierzu  die  Alnnatszahl  0 und  dann  noch  14 
addirt*)  gibt  17,  was  mit  7 dividirt  den  Rest  3 lässt.  Also  ein 
Dienstag. 

Ferner  berechnen  wir  den  Wochentag  für  den  lO.  November  1959: 

4 in  59  geht  14raal;  59+  14  + 5 = 78,  was  mit  7 dividirt  1 
zum  Rest  lässt.  Hierzu  die  Monatszahl  0 und  noch  9 addirt  gibt 
10,  was  mit  7 dividirt  3 übrig  lässt.  Also  Dienstag. 

Ferner  den  Wochentag  des  31.  October  2517:  4 in  17  geht 
4mal;  17  + 4 + 2 = 2-1,  was  mit  7 dividirt  2 übrig  lässt.  Die 
Monatszahl  4 und  noch  30  addirt  gibt  36,  was  mit  7 dividirt  I 
übrig  lässt.  Also  Sonntag. 

§.  2.  Der  beweis  für  die  gegebene  Regel  ist  folgender: 

Der  1.  März  des  Jahres  1800  war  ein  Sonnabend.  Da  nun 
das  gemeine  Jahr  52  Wochen  und  1 Tag  hat,  so  ist  der  Wochen- 
tag des  1.  März  in  jedem  gemeinen  Jahr  um  1 Tag,  in  jedem 
Schaltjahre  um  2 Tage  gegen  das  vorhergehende  Jahr  fortgerückt. 
Die  zwei  letzten  Ziffern  jeder  nicht  mit  2 Nullen  endigenden 
Jahrzahl  unseres  Jahrhunderts  geben  also  an,  um  wieviel  Tage 
der  Wochentag  des  1.  März  seit  1800  fortgerückt  sein  würde, 
wenn  alle  Jahre  gemeine  gewesen  wären.  Durch  Division  mit  4 
in  die  zwei  letzten  Ziffern  findet  man  die  Zahl  der  seit  1800  ein- 
getretenen Schaltjahre.  Addirt  man  also  den  Quotienten  mit  Ver- 
nachlässigung des*  Restes  zu  den  zwei  letzten  Ziffern  der  Jahr- 
zahl, so  findet  man,  um  wieviel  Tage  wirklich  der  Wochentag 
fortgerückt  ist.  Statt  der  erhaltenen  Zahl  nimmt  man  aber,  weil 
nach  je  7 Tagen  wieder  derselbe  Wochentag  ist,  den  bei  der 
Division  mit  7 bleibenden  Rest,  welcher,  da  für  1800  der  1.  März 
ein  Sonnabend,  also  die  Normalzahl  0 ist,  die  gesuchte  Normal- 
zahl für  das  in  Rechnung  genommene  Jahr  sein  muss. 


*)  Es  versteht  sich  von  seihst,  dass  man  diese  1+  überhau|it  jede 
mit  7 theilbare  Zahl,  vor  der  Division  mit  7 bei  der  Addition  weglassen 
und  statt  irgend  einer  zu  addirenden  Zahl  den  bei  ihrer  Division  mit  7 
. hleihciiden  Rest  nehmen  darf.  Doch  haben  wir  dies  nirgends  gethan, 
\sii|  cler  dadurch  erlangte  Vortheil,  den  Jeder,  wenn  er  will,  selbstständig 
wenden  wissen  wird,  nur  gering  ist. 
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Vom  I.  März  1800  bis  1.  März  1900  werden  100  Jahre  ver- 
flossen sein,  die  24  Schalttage  enthalten,  weil  1900  kein  Schalt- 
jahr ist.  Also  rückt  der  Wochentag  des  1.  März  in  dieser  Zeit 
oiQ  124  Tage,  oder,  da  diese  Zahl  mit  7 dividirt  5 zum  Rest  lässt, 
um  5 Tage  fort.  Die  Norraalzahl  des  Jahres  1900  ist  demnach 
5,  und  man  muss  für  jede  mit  19  anfangende  Jahrzahi  bei  übri- 
gens gleichem  Verfahren  vor  der  Division  mit  7,  deren  Rest  die 
.\ormalzahl  des  Jahres  ist,  noch  li  addiren. 

Vom  1.  März  1800  bis  1.  März  20Ö0  verlliessen  200  Jahre 
mit  49  Schalttagen,  da  1900  kein  Schaltjahr,  aber  2000  ein  sol- 
ches ist  Also  rückt  in  der  genannten  Zeit  der  Wochentag  des 
I.  März  um  249  Tage,  oder,  da  diese  Zahl  mit  7 dividirt  4 zum 
Kest  lässt,  um  4 Tage  vor.  Man  hat  daher  bei  den  mit  20  an- 
tangenden  Jahrzahleii,  ehe  man  durch  Division  mit  7 die  Normal- 
zahl Gndet,  noch  4 zu  addiren. 

Vom  1.  März  1800  bis  1.  März  2100  verlliessen  300  Jahre  mit 
*3  Schalttagen  (von  75  fallen  2,  nämlich  in  1900  und  2100  weg); 
also  rückt  der  Wochentag  des  1.  März  um  373  Tage,  oder,  da 
bei  der  Division  mit  7 der  Rest  2 bleibt,  um  2 Tage  fort.  Man 
hat  also  bei  den  mit  21  anfangenden  Jahrzahlen  vor  der  Division 
mit  7,  welche  die  Normalzahl  gibt,  2 zu  addiren. 

Verlliessen  genau  400  Jahre  vom  1.  März  eines  Jahres  au, 
so  fallen  von  100  Schalttagen  3 weg;  also  rückt  der  Wochentag 
um  497  Tage,  oder,  da  hierin  die  7 aufgeht,  um  0 Tage  fort,  d.  h. 
«s  ist  nach  genau  400  Jahren  der  Wochentag  wieder 
derselbe.  Diejenigen  Jahrzahleii  also,  bei  denen  die  Zahl  der 
Jahrhunderte  mit  4 dividirt  den  nämlichen  Rest  lässt,  haben,  wenn 
sie  in  der  Zahl  der  Zehner  und  Einer  fibereinstimmen,  die- 
selbe Normalzahl.  Es  ist  also  vor  derjenigen  Division  mit  7,  deren 
Kest  die  Normalzahl  ist,  zu  addiren: 

a)  Wenn  in  der  Zahl  der  Jahrhunderte  die  4aiifgeht,  wie 
bei  den  Jahrzahlen,  die  mit  10,  20,  24,  28,  32  anfangen,  die 
Zahl : 4 

ß)  Wenn  bei  der  Division  mit  4 in  die  Zahl  der  Jahr- 
hunderte 1 übrig  bleibt,  wie  bei  den  Jahrzahlen,  die  mit  17, 

•I,  25,  29,  33  anfangen : 2 

y)  Wenn  bei  genannter  Division  2 übrig  bleibt,  wie  bei 
den  mit  18,  22,  26,  30,  34  anfangenden  Jahrzahlen:  0 

d)  Wenn  3 bei  jener  Division  übrig  bleibt,  wie  bei  den 
mit  15,  19,  23,  27,  31,  35  anfangenden  Jahrzahlen:  5. 
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Um  zu  zeigen,  dass  auf  die  oben  angegebene  Weise  der 
Wochentag  für  ein  beliebiges  Datum  aus  der  Normalzabl  richtig 
gefunden  wird,  wollen  wir  die  Monatszahlen , d.  b.  die  Zahlen, 
welche  für  jeden  IVIoiiat  zur  Normalzahl  des  Jahres  addirt  werden 
müssen,  um  nach  fSubtraction  von  7,  wenn  wenigstens  7 heraus- 
gekommen  ist,  den  Wochentag  für  den  ersten  Tag  des  Monats 
zu  finden,  nach  einander  berechnen : 

Da  der  März  ,31  l'age  hat,  welche  Zahl  mit  7 dividirt  3 zum 
Rest  lässt,  so  erhält  man  den  Wochentag  des  1.  April,  wenn  man 
zur  Normalzahl  des  Jahres  3 addirt.  Den  Wochentag  des  1.  Mai 
erhält  man,  weil  der  April  30  Tage  hat,  welche  Zahl  mit  7 dividirt 
‘2 zum  Rest  lässt,  wenn  man  3 und  2,  also  5,  zur  Normalzahl  ad- 
dirt. Hierzu  kommen  zur  Bestimmung  des  1.  Juni  noch  3,  da  der 
Mai  31  = ‘28-f-3  Tage  hat.  Also  ist  5 + 3 — 7 = 1 die  Monatszahl 
des  Juni.  Für  den  Juli  ist  die  Moiiatszahl  1+2  = 3,  da  der  Juni 
30  = 28  + 2 Tage  hat.  Für  den  August  ist  3 + 3 = 0 die  Monats- 
zahl, da  der  Juli  31  = 28+3  Tage  hat.  Für  den  September  ist 
6 + 3 — 7 = 2 die  Monatszahl,  da  der  August  31  =28  + 3 Tage 
hat.  Für  den  Octoher  ist  es  2+2  = 4,  da  im  September  die 
Zahl  der  Tage  30  = 28  + 2 ist.  Für  den  November  ist  es  4+3 
— 7 = 0,  weil  im  Octoher  31  =28  + 3 Tage  sind.  Für  den  Decem- 
her  ist  die  Monatszahl  0 + 2 = 2,  da  die  Zahl  der  Tage  des 
November  30  = 28  + 2 ist.  Der  1.  Februar  fällt  im  gemeinen 
Jahre  immer  auf  denselben  Wochentag  wie  der  1.  März,  also  ist 
für  Februar  wie  für  März  0 die  Monatszahl.  Im  Schaltjahre  aber 
ist  der  Wochentag  des  1.  F'ebruar  uni  29,  oder  da  dies  =28  + 1 
ist,  um  1 Tag  gegen  den  des  1.  März  zurück,  also  ist  von  7,  was 
wir,  um  suhtrahiren  zu  können,  statt  0 setzen,  1 abzuziehen,  was 
6 als  Monatszahl  des  Februar  für  Schaltjahre  gibt.  Der  Wochen- 
tag des  1.  Januar  ist  um  31  = 28 +.3,  also  um  3 Tage  gegen 
den  des  1.  Februar  zurück.  Wir  erhalten,  wenn  3 von  7 (statt  0) 
abgezogen  wird,  4 als  Monatszabl  des  Januar  für  gemeine  Jahre, 
und  wenn  3 von  6 abgezogen  wird,  3 als  Monatszahl  des  Januar 
für  die  Schaltjahre.  Die  oben  angegebenen  Monatszahlen  sind 
also  richtig. 

Jedes  beliebige  Datum  fällt  so  viel  Tage  nach  dem  ersten 
Tag  desselben  Monats  als  die  um  1 verminderte  Zahl  des  Datums 
angibt  (z.  B.  der  18.  October  fällt  17  Tage  nach  dem  ersten).  Mao 
muss  demnach,  um  den  Wochentag  eines  bestimmten  Datums  zu 
erhalten,  zur  Zahl  des  Wochentags,  auf  den  der  erste  des  Monats 
fällt,  d.  h.  zur  Somme  der  Normalzahl  und  der  Monatszahl , die 
um  1 verminderte  Zahl  des  Datums  addiren,  und  so  vielmal  7 als 
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angeht  von  der  Summe  »veglassen,  d.  h.  die  Summe  mit  7 divi- 
dircn  und  den  Rest  als  die  Zahl  für  den  gesuchten  Wochentag 
liehallen. 


h)  Für  den  Julianiseben  Kalender. 

$.  3.  Man  dividirt  die  znei  letzten  ZiflTern  der  .lahrzahl  mit 
4,  addirt  den  Quotienten  mit  VernachLissigiing  des  Restes  zum 
Dividenden,  addirt  noch  2,  subtrahirt  die  Zahl  der  in  der  Jahrzahl 
enthaltenen  Hunderte,  also  die  zwei  ersten  Ziffern,  oder  die  erste 
Ziffer,  oder  nichts,  je  nachdem  die  Jahrzahl  vierziffrig,  oder  drei- 
dffrig,  oder  noch  kleiner  ist  (vor  welcher  Suhtraction , wenn  der 
Minuend  zu  klein,  so  viel  mal  7 als  riiithig  i'^t  addirt  wird),  divi- 
dirt mit  7 und  behalt  den  Rest  als  Nornialzahl  de.s  Jahres,  d.  h. 
als  Zahl  de.s  Wochentags  für  den  ersten  Älarz.  Hieraus  findet 
man  den  Wochentag  eines  beliebigen  Uatums  wie  beim  Gregori- 
anischen Kalender,  indem  man  die  Monatszahl  und  die  um  ] ver- 
ringerte Zahl  des  Datums  zur  Norraalzahl  addirt  und  mit  7 divi- 
dirt. Der  Rest  gibt  den  verlangten  Wochentag. 

Es  sei  z.  B.  der  Wochentag  des  10.  November  1483  zu 
finden : 

4 io  83  geht  20mal;  83+20  + 2 — 14  = 91.  Dies  lä.sst  bei 
Division  mit  7 den  Rest  0.  Hierzu  0 (Monatszahl  des  November) 
und  9 addirt  gibt  9,  was  mit  7 dividirt  den  Rest  2 lässt.  Also 
fiel  der  10.  November  1483  auf  einen  Montag. 

Der  Wochentag  des  25.  December  800  sei  zu  bestimmen: 

0 + 0+ 2 + 7 — 8=1  (Normalzahl  für  800).  Nun  ist  1+2+24 
= 27,  was  mit  7 dividirt  6 zum  Rest  lässt.  Also  Freitag. 

Der  Wochentag  des  5.  April  33  sei  zu  bestimmen: 

4 in  33  geht  8mal;  33  + 8 + 2 — 0 = 43,  was  mit  7 dividirt  den 
Rest  1 lässt;  1+3+ 4 = 8,  was  wieder  bei  Division  mit  7 den 
Rest  1 lässt.  Also  Sonntag. 

Der  Beweis  für  diese  Regel  ist  folgender; 

Nach  dem  Julianischen  Kalender  fällt  bekanntlich  der  1.  März 
jrder  mit  18  anfangenden  vierziffrigeii  Jahrzahl  12  Tage  später 

nach  dem  Gregorianischen  Kalender.  Also  hat  man  zur  Zahl 
des  Wochentags  des  1.  März  einer  nach  dem  Gregorianischen 
Kalender  in  Rechnung  genommenen  Jahrzahl  der  genannten  Art 
uoeb  12  zu  addiren,  um  den  Wochentag  des  1.  März  desselben 
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Jahres  Ifir  den  Jiilianischen  Kalender  zu  finden.  Statt  12  zu  ad- 
diren,  kann  man  auch,  weil  12  = 28  + 2 — 18  ist,  2 addiren  und 
18  subtrahiren.  Also  hat  man  in  die  zwei  letzten  Ziffern  der  Jahr- 
zahl mit  4 zu  dividiren,  den  Quotienten  {mit  Vernachlässigung 
des  Restes)  und  noch  2 zum  Dividenden  zu  addiren,  18,  welches 
die  Zahl  der  in  der  Jahrzalil  enthaltenen  Hunderte  ist,  zu  sub- 
trahiren, zuletzt  mit  7 zu  dividiren,  w orauf  der  Rest  den  Wochen- 
tag des  1.  Wärz,  die  Normalzahl,  angibl. 

In  100  Jahren  gibt  es  nach  dem  Julianischen  Kalender  immer 
25  Schaltjahre.  Also  rückt  in  100  Jahren  der  Wochentag  um 
125  Tage,  oder,  weil  125  =17.7  + 6 ist,  um  6 Tage  fort,  wofür 
man  auch  sagen  kann:  der  Wochentag  geht  um  1 Tag  zurück. 
Es  ist  also  für  vierziffrige  Jahrzahlen,  die  mit  19  anfangen,  in 
unserer  Berechnung  alles  ebenso  wie  bei  den  mit  18  anfangen- 
den; nur  muss  man  1 mehr,  als«  19  statt  18,  abziehen.  Bei  den 
mit  20  anfangenden  ist  20  abzuziehen  u.  s.  w.  Ebenso  muss  man 
für  die  mit  17  anfangenden  vierziffrigen  Jahrzahlen  1 weniger  als 
für  die  mit  18  anfangenden,  d.  h.  17,  für  die  mit  16  anfangenden 
16  u.  s.  w. , überhaupt  immer  die  Zahl  der  in  der  Jahrzahl  ent- 
haltenen Hunderte,  nachdem  man  zu  den  zwei  letzten  Ziffern  den 
bei  der  Division  mit  4 berauskommenden  Quotienten  und  noch  2 
addirt  hat,  abziehen,  wobei,  wenn  der  Minuend  zu  klein  sein 
sollte,  vorher  noch  so  viel  mal  7 als  nötbig  ist  addirt  wird. 
Dividirt  man  zuletzt  noch  mit  7,  so  muss  der  Rest  den  verlangten 
Wochentag  des  1.  März  oder  die  Normalzahl  des  Jahres  geben. 

Dass  dann  aus  der  Normalzahl  der  Wochentag  für  jedes  an- 
dere Datum  des  Jahres  ebenso  wie  beim  Gregorianischen  Kalen- 
der sich  ergibt,  wird  ebenso  wie  dort  bewiesen. 

§.  4.  Es  lassen  sich  auch  vermitteLst  der  zur  Berechnung  der 
Wochentage  für  beide  Kalender  gegebenen  Regeln  sehr  rasch  die 
Sonntage  oder  andere  be.stimmte  Wochentage,  die  ein  in  irgend 
einem  .fahr  gegebener  Monat  enthält,  finden.  Man  braucht  nur 
die  für  den  ersten  des  Monats  gefundene  Zahl  des  Wochentags 
von  30  abzuziehen,  um  ein  Sonntagsdatum  zu  erhalten. 

Ist  z.  B.  der  erste  des  Monats  ein  Mittwoch  (4),  so  ist  der 
26.  des  Monats  (30  — 4)  ein  Sonntag.  Der  29.  des  Monats  fällt 
nämlich  auf  denselben  Wochentag  »vie  der  erste.  Die  Zahl  des 
Wochentags  für  den  30.  ist  daher  1 mehr  als  für  den  ersten. 
Rechnet  man  also  vom  30.  so  viel  Tage  zurück  als  die  Zahl  des 
Wochentags  für  den  ersten  beträgt,  so  erhält  man  1 als  Zahl 
des  Wochentags.  Das  heisst,  man  erhält  immer  ein  Sonntags- 
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datum  in  einem  beliebigen  Monat,  wenn  man  von  30  die  Zahl 
des  Wochentags,  auf  »vtdcben  der  erste  des  ISIonats  fallt,  abzieht. 

Ebenso  leicht  wie  für  den  Sonntag  lassen  sich  Regeln  für 
andere  Wochentage  aufstellen.  Doch  beschränken  wir  uns  jetzt 
auf  den  Sonntag.  Es  ist  nämlich  für  die  nun  abzuhandelnde  Oster* 
herecbnupg  von  Wichtigkeit,  schnell  die  Sonntage  des  März  und 
April  eines  gegebenen  Jahres  überblicken  zu  können.  Älan  braucht 
zu  diesem  Zweck  nur  die  Zahl  für  den  Wnrbentag  des  1.  März, 
also  die  Normalzahl  des  Jahres,  von  tSO  abzuzieheii,  um  ein  Sonn- 
liesdatum  im  März,  oder  von  20  abzuziehen,  um  ein  solches  im 
.tpril  zu  erhalten,  «eil  der  20.  April  mit  dem  30  März  immer 
auf  denselben  Wochentag  (gerade  3 Wochen  später)  fällt.  Ist 
i.  B.  die  Normalzahl  5,  so  erkennt  man  augenblicklich  den  25. 
März,  den  15.,  8.  und  I.  .April  als  Sonntage. 

II.  Berechnung  des  Osterfestes  für  eine  gegebene  Jahrzahl. 
a)  Für  den  Gregorianischen  Kalender. 

f.  5.  Fängt  die  gegebene  Jahrzahl  mit  18  an,  so  addire  man 
14  (welche  Zahl  »vir  mit  n bezeichnen)  zu  den  zwei  letzten  Zit- 
lero  der  Jahrzahl,  dividire  mit  19,  niultiplicire  den  Rest  mit  20, 
statt  welche.s  Reste.«  man  hier  (aber  nicht  im  sogleich  Folgenden) 
auch  die  Zahl  nehmen  darf,  die  bei  seiner  Division  mit  3 übrig 
lileibt,  addire  noch  so  viel  als  dem  erstgenannten  Rest  an  23 
(irelcfae  Zahl  wir  mit  b bezeichnen)  fehlt,  dividire  mit  30  und 
addire  den  neuen  Rest  zu  21.  Man  erhält  hierdurch  zunächst 
den  Tag  im  Rlärz  oder  nach  Abzug  von  31  den  im  April,  auf  wel- 
chen der  Oslervollmond  fällt. 

Kürzer  nach  dem  Wortlaut,  aber  nicht  in  der  Ausführung,  ist 
für  die  Berechnung  des  Ostervollnionds  die  folgende  Regel,  aus 
»elcber  die  angegebene  abgeleitet  ist; 

Man  dividirt  die  Jahrzahl  mit  19,  multiplicirt  den  Rest  mit 
19,  addirt  23  (=ß),  dividirt  mit  30  und  addirt  den  neuen  Rest 

2U  21. 

Hat  man  den  Ostervollmond,  so  berechnet  man  (nach  §.  l), 
die  Normalzabl  des  Jahres,  zieht  diese  von  30  oder  von  20  ab, 
*i»lurch  man  im  ersteren  Fall  ein  Sonntagsdatuni  im  März,  im 
Jiideren  ein  solches  im  .April  bekömmt  (§.  4).  Nun  übersiehtman 
^chr  leicht  die  hier  in  Betracht  kommenden  Sonntage  im  März 
oder  im  April,  von  denen  der  auf  den  Ostervollmond  zunächst 
l'>lgende  das  Osterfest  sein  muss. 
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Es  sei  das  Osterfest  für  1869  zu  berechnen: 

0v»4-14  = 83,  was  mit  19  dividirt  7 übrig  lässt;  wird  7 mit 
3 dividirt,  so  bleibt  der  Rest  1.  Dies  mit  20  multiplicirt  und  16 
addirt,  weil  so  viel  der  7 an  23  fehlt,  gibt  36,  was  mit  30  dividirt 
6 übrig  lässt;  21+6  = 27.  Also  ist  der  27.  März  der  Ostervoll- 
roond. 

4 in  69  geht  I7mal;  69  + 17  = 86,  was  mit  7 dividirt  2 zum 
Rest  lässt  als  Normalzahl  des  Jahres  1869.  Zieht  man  2 von  30 
ab,  so  erhält  man  den  28.  März  als  Soiintagsdatuni  und  zugleich 
als  das  Osterfest,  weil  es  der  nächste  auf  den  Ostervollmond 
folgende  Sonntag  ist. 

Es  sei  ferner  für  1818  das  Osterfest  zu  berechnen: 

18  + 14  = 32,  was  mit  19  dividirt  den  Rest  13  lässt.  Dividirt 
man  dies  mit  3,  so  bleibt  1 übrig.  Wird  zu  20.1  = 20  noch  10 
addirt,  weil  der  13  an  23  noch  10  fehlt,  so  erhält  man  30,  was 
mit  30  dividirt  0 zum  Rest  lässt.  Also  ist  der  21.  März  der 
Ostervollmond. 

4 in  18  geht  4mal;  18-}  4 = 22,  was  mit  7 dividirt  den  Rest 

1 lässt  als  Normalzahl  von  1818.  Da  30 — I =29,  so  ist  der 
29.  März  und  eine  Woche  früher  der  22.  März  Sonntag,  und  weil 
er  der  nächste  Sonntag  nach  dem  Ostervollniond  ist,  das  Oster- 
fest*). 

Um  das  Osterfest  des  Jahres  1886  zu  berechen,  haben  wir ; 

86+  14=  100,  was  mit  19  dividirt  5 zum  Rest  lässt;  dies 
mit  3 dividirt  lässt  2 übrig.  Dann  wird  zu  20.2  = 40  noch  18 
addirt,  weil  so  viel  der  5 an  23  fehlt.  Dividirt  man  40  + 18  = 58 
mit  30,  so  bleibt  28,  und  da  21+28 — 31  = 18  ist,  so  ist  der  18. 
April  der  Ostervollmond. 

4 geht2Inial  in  86.  Da  86  + 21  = 107  mit  7 dividirt  den  Rest 

2 als  Normalzabl  gibt,  und  20 — 2 = 18  ist,  so  ist  der  18.  April 
Sonntag,  und  eine  Woche  später  der  25.  April  das  Osterfest, 
welches  nur  dies  eine  mal  in  unserem  Jahrhundert  so  spät  fällt. 

Die  Berechnung  des  Osterfestes  für  andere  Jahrhunderte 
geschieht  ebenso;  nur  erhalten  a und  b meist  andere  Zahlen- 


*)  Der  Fall,  dass  Oatero  so  früh  wie  möglich,  nämlich  den  22.  März, 
fällt,  fand  vor  dem  Jahre  1818  zuletzt  1761  statt,  und  wird  dann  erat 
467  Jahre  nach  1818,  im  Jahre  228.'»,  wieder  eintreten. 
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nrrtbe  als  ]4  und  23.  Die  Zahl  a,  welche  der  liest  ist,  der 
bleibt,  wenn  man  an  die  2 ersten  Ziffern  der  Jahrzahl  2 Nullen 
hängt  und  mit  19  diridirt  (z.  B.  1800  durch  19  dividirt  lässt 
n = 14  zum  liest),  dient  bloss  zur  Erleichterung  der  Division  mit 
19  in  die  Jahrzahl,  welche  Division  natürlich  denselben  liest  gibt 
als  wenn  a zu  den  zwei  letzten  Ziffern  der  Jahrzahl  addirt,  und 
die  Summe  dann  mit  19  dividirt  wird.  Schnell  wird  a berechnet, 
indem  man  die  Zahl  der  Jahrhunderte  (oder  den  nach  Subtractioii 
von  19  bleibenden  Rest)  mit  5 niultiplicirt  (weil  5 bei  Division 
mit  19  in  100  übrig  bleibt)  und  das  Produkt  mit  19  dividirt.  Z.  B. 
für  die  mit  17  anfangenden  Jahrzahlen  ist  a = 9,  weil  5. 17  = 85 
mit  19  dividirt  den  Rest  9 lässt.  Also  ist  für  die  Jabrzahleu, 


die  mit 

15  anfangen, 

a = 

18 

»9 

16 

99 

a = 

4 

jy 

99 

17 

99 

a = 

9 

„ 

99 

18 

99 

a = 

14 

99 

19 

99 

a = 

0 

91 

99 

20 

99 

a = 

5 

3> 

99 

21 

99 

a = 

10 

99 

99 

22 

99 

a = 

15 

J9 

99 

23 

99 

a = 

1 

» 

99 

24 

99 

a ~ 

6 

99 

99 

25 

99 

a — 

11 

9» 

99 

26 

99 

n = 

16 

99 

99 

27 

99 

a = 

2 

*9 

9* 

28 

99 

a = 

7 

9* 

99 

29 

99 

(t  = 

12 

99 

99 

30 

99 

a = 

17 

99 

99 

31 

99 

a = 

3 

99 

99 

32 

99 

a = 

8 

99 

99 

33 

99 

a = 

13 

99 

99 

34 

99 

n = 

18 

99 

99 

35 

99 

a = 

4. 

Die  Zahl  b bekommt  man  folgendcrmassen : Man  zieht  von 
lin  Zahl  der  Jahrhunderte  15  ab,  zieht  von  dem  Reste,  den  wir  r 
nennen,  die  beiden  Quotienten  mit  Vernachlässigung  der  zu  ihnen 
gehörigen  Reste  ab,  die  man  bekommt,  wenn  man  erstens  den 
nni  3 vermehrten  Rest  r mit  4 und  zweitens  den  Rest  r selbst 
mit  3 dividirt ; zuletzt  addirt  man  die  so  erhaltene  Zahl  zu  22. 

lli.il  XLVIII.  2 
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Für  die  mit  15  begiimetideii  Jalirzitiilen  ist  6 = 2'2,  weil  zu 
‘22  hier  nichts  zu  uddireii  ist.  Es  ist  nämlich  r = 0 und  die  Quo- 
7*  -f-  -1  T 

tienten  — j — und  ö , von  denen  bloss  die  darin  enthaltenen  Gan- 
4 o 

zen  gelten,  ebenfalls  0.  Für  die  mit  16  beginnenden  Jahrzatileii 
haben  wir:  r=  16—15=1.  Nun  gibt  4 in  ]-{-3  = 4 dividirt  1 
und  3 in  1 dividirt  0 zuni  Quotienten  (da  der  Ke.st  vernachlässigt 
wird).  Du  nun  J-fO=l  von  r=zl  abgezogen  0 gibt,  so  ist 
jetzt  ebenfalls  b =22.  Für  17  . . haben  wir  r = 17 — 15  =2,  Da 
4 in  2-f  3 = 5 dividirt  Iinal  und  3 in  2 dividirt  Onial  gebt,  l-fO=l 
aber  von  r =2  abgezogen  1 gibt,  so  ist  22 1 = 23  der  Werth 
von  b.  Für  18  ..  haben  wir,  wie  schon  gesagt  wurde,  6=23,  was 
auch  nach  der  jetzigen  Regel  sich  iindet.  Denn  r = 18  — 15  = 3. 
Nun  geht  4 in  3 4-3  = 6 dividirt  Imal  und  3 in  3 ebenfalls  Inial. 
Da  nun  l4-l  = 2 von  r = 3 abgezogen  1 gibt,  so  ist  auch  hier 
6 = 224-1  = 23.  Für  19  . . haben  »vir  r = 19 — 15  = 4.  Nun  geht 
4 in  4-|-3  = 7 dividirt  Imal  und  3 in  4 dividirt  ebenfalls  Imal. 
Da  nun  I4-I  = 2 von  4 abgezogen  2 gibt,  so  ist  6 = 22-4-2  = ‘24. 
Nach  der  auf  diese  Weise  ausgefübrten  Rechnung  ist: 


Für  15.  . 

bis  16.  . 

. incl. 

6 = 22 

„ 17. . 

18.. 

ft 

6 = 23 

..  19. . 

21.. 

ft 

6 = 24 

,.  22. . 

IM 

II 

23. . 

6 = 26 

24. . 

6 = 25 

26. . 

6 = 26 

.,  26. . 

bis  28. . 

incl. 

M 

II 

.,  29. . 

,,  30. . 

ff 

ö = m 

„ 31. . 

„ 33.. 

ft 

6 = 29 

„34.. 

11 

.,  35. . 

6 = 31. 

Noch  ist  für  unsere  Regel  zu  bemerken,  dass,  wenn  bei  der 
Division  mit  30  der  Rest  29  bleibt,  und  man  folglich,  da21-f29  — 
31  = 19,  den  19.  April  als  Tag  des  Ostervollmouds  bekommen 
würde,  man  dafür  den  18.  April  zu  nehmen  hat. 

Es  sei  das  Osterfest  des  Jahres  1784  zu  berechnen.  Hier 
ist  a =■  9 und  6 = 23.  Wir  haben : 84-|-9  = 93,  was  mit  19  divi- 
dirt 17  übrig  lässt.  Dividirt  man  dies  mit  3,  so  bleibt  2.  Zu 
20.2  = 40  noch  Oaddirt,  weil  der  17  noch  6 an  23^feblt,  gibt  4G, 
was  mit  30  dividirt  16  übrig  lässt.  Nun  ist  21  + 16 — 31  = 6,  also 
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der  6.  April  der  Ostervollmond.  4 in  S4  dividirt  gibt  21;  84  + 
21+2  =:  107,  was  mit  7 diridirt  den  Rest  2 als  NornialzaLI  gibt. 
Dies  von  '20  abgezogen  gil)t  18.  Es  t'  areu  demnach  der  18.  und 
11.  April  äonutage,  und  der  letztgenannte  als  der  nächste  nach 
dem  Ostervollmond  das  Osterfest. 

Nun  wollen  v^ir  das  Osterfest  des  Jahres  •Jdi’S  berechnen. 
Hier  ist  a = 6 und  6 = 25.  Also:  '23  + ö = '29,  was  mit  19  divi- 
dirt den  Rest  10  lässt.  Dividirt  man  dies  mit  3,  so  bleibt  1.  Zu 
20.1  = 20  noch  15  addirt,  weil  der  10  an  25  = 6 noch  15  fehlt, 
gibt  33,  was  mit  30  dividirt  5 übrig  lässt.  Es  ist  21  }-5  = '26, 
also  der  26.  3!ärz  der  Ostervollmond.  4 in  23  geht  5mal;  'ü  + 
ä+4  = 32,  was  mit  7 dividirt  den  Rest  4 als  Aormalzahl  gibt. 
Dies  von  20  abgezogen  gibt  den  10.  .\pril  als  Sonntagsdatum. 
Es  ist  2 Wochen  früher  der  2-  .4pril  der  auf  den  Ostervollmond 
folgende  Sonntag,  d.  b.  Ostern. 

§.  6.  Um  diese  Regel  zu  beweisen,  müssen  wir  von  der  mitt- 
leren Länge  des  synudischen  Monat.s; 

29  Tage  12  Stunden  44  3Iinuten  3 Secundeii, 

oder: 

•29,5305CO-2»  Tage 

aasgehen.  12  solcher  Monate  geben; 

354,36708336  Tage, 

so  dass  am  Juiiaoischen  .Jahre,  oder  an  365,25  Tagen  noch 
10,88291664  Tage 

fehlen.  Wir  müssen  jetzt  die  Länge  des  Juiiaoischen  Jahres, 
nicht  die  des  mittleren  tropischen  Sonnenjahres,  dessha'b  nehmen, 
weil  innerhalb  eines  jeden  Jahrhunderts  auch  der  Gregorianische 
Kalender  nach  Julianlschen  Jahren  rechnet,  und  die  .Ausgleichung 
immer  erst  im  letzten  Jahre  de.s  Jahrhunderts  bewirkt  wird.  Nach 
19  solchen  Jahren  sind  verflossen: 

6939,75  Tage, 

and  nach  '235  synodischen  Monaten 

6939,688716  Tage, 

wovon  der  Unterschied  bloss:  , 

0,061284  Tage, 

oder  : 

2* 
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.1,470810  Stunden 

beträgt.  Diese  lOjährige  IMondporiode  (die  Mefonsche  genannt 
von  dem  Entdecker  Meton  im  5.  Jahrhundert  vor  Chr.  Geb.) 
bildet  die  Grundlage  für  die  Osterberechnung.  Hat  man  nun  den 
Ostervollmond  irgend  eines  Jahres,  so  hat  man  nach  dem  Obi- 
gen 11  (eigentlich  10,882916....)  Tage  zurück,  oder  »venn  man 
hierdurch  auf  einen  Tag  vor  dem  21.  März  kommen  würde,  19 
(eigentlich  18,647073  ....  nämlich  29,530590....— 10,882916....)  Tage 
vorwärts  zu  zählen,  um  den  Ostervollmotid  des  folgenden  Jahres 
zu  erhalten.  Denn,  hat  man  12  synodische  Monate  vom  letzten 
Ostervollmond  an  vorwärts  gezählt,  so  fehlen  noch  11  Tage  bis 
das  Jahr  voll  ist,  also  fällt  der  nächste  Ostervollmond  11  Tage 
früher.  Wenn  man  aber  hierbei  auf  ein  Datum  vor  dem  21.  März 
kommen  würde,  welcher  als  der  für  die  Osterberechnung  festge- 
stellte Frühlingsanfang  das  frühste  Datum  des  Ostervollmonds  ist, 
so  muss  man  einen  dreizehnten  Monat  hinzunehmen , also,  nach- 
dem 11  rückwärts  gezählt  ist,  30  vorwärts  zählen,  oder,  wenn 
man  nicht  erst  rückwärts  zählen  will,  gleich  19  vorwärts  zählen. 

Man  denke  sich  nun  die  30  Tage  vom  21.  März  bis  19.  April 
incl.  in  einen  Kreis  (siehe  die  hierzu  gehörende  Figur)  geschrie- 
ben und  die  Zahlen  von  1 bis  30  der  Reihe  nach  hinzugesetzt. 

* Zählt  man  nun  von  irgend  einem  dieser  30  Data,  auf  welches  der 
erste  Ostervollraond  der  Mondperiode  fällt,  ohne  dass  in  diesem 
Datum,  wie  gezeigt  werden  wird,  im  Laufe  des  nämlichen  Jahr- 
hunderts (ausgenommen  ist  nur  das  letzte  aut  2 Nullen  sich  endi- 
gende Jahr)  eTne  Aenderung  eintreten  kann,  zählt  man  z.  B.  vom 
13.  April  an,  auf  welches  Datum  in  diesem  Jahrhundert  der  erste 
Ostervollmond  der  Periode  jedesmal  fällt,  19  vorwärts  oder  11 
rückwärts,  ohne  jenes  Datum  mitzuzählen,  so  erhält  man  den 
zweiten  Ostervollmond  der  Periode,  hier  den  2.  April,  zählt  man 
von  hier  aus  wieder  19  vorwärts  oder  ll  rückwärts,  so  erhält  man 
den  dritten  Ostervollm'ond,  hier  den  22.  März  u.  s.  w.  Beschrän- 
ken wir  jenes  Vorwärt.szählen  von  19,  oder  Kikkwärtszählen  von 
11,  welches  immer  beides  dasselbe  Resultat  gibt,  durch  die  Be- 
stimmung, dass  man  nicht  über  die  Gränzei.  1 und  30,  d.  h.  den 
21.  März  und  19.  April  hinweg  zählen  darf,  welche  Gränzen  der 
Ostervollmond  nicht  überschreiten  kann,  so  muss  man  immer  auf 
ein  einmaliges  Vorwärtszählen  von  19  ein  Rückwärtszählen  von  11, 
meist  aber  ein  zweimaliges  Rückwärtszählen  von  11  folgen  lassen. 
Damit  dies  ganz  deutlich  werde,  wollen  wir,  beim  13.  April  an- 
fangend, die  Ostervollmonde  der  Reihe  nach  hinseteen  und  dabei 
bemerken,  oh  vorwärts  oder  rückwärts  gezählt  wird,  um  den 
nächstfolgenden  Ostervollmond  zu  erhalten: 
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1.  Ostervollmond 

13.  April  rückwärts 

2, 

M 

2.  April  rückwärts 

3. 

>» 

22.  März  vorwärts 

4. 

I) 

10.  April  rückwärts 

5. 

30.  März  vorwärts 

6. 

18.  April  rückwärts 

7. 

7.  April  rückwärts 

8. 

«» 

27.  März  vorwärts 

9. 

13.  April  rückwärts 

10. 

I) 

4.  April  rückwärts 

11. 

>1 

24.  März  vorwärts 

12. 

»» 

12.  April  rückwärts 

13. 

• > 

1.  April  rückwärts 

14. 

21.  März  vorwärts 

13. 

>> 

9.  April  rückwärts 

16. 

>1 

29.  März  vorwärts 

17. 

17.  April  rückwärts 

18. 

»J 

6.  April  rückwärts 

19. 

26.  März  vorwärts. 

Es  trird  7raal  vorwärts  und  12mal  rückwärts  gezählt.  Bei 
jedem  Vorwärtszähleii  nimmt  man  19  statt  18,647673,  also  ü,352326 
zuviel;  jetzt  also  7mal  0,352326  oder  2,466284*)  Tage  zu  viel; 
bei  jedem  Rückwärtszähien  aber  nimmt  man  11  statt  10,882916, 
»Iso  0,117083  zu  viel;  jetzt  also  12mal  0,117083  oder  1,403000 
Tage  zu  viel.  Daher  hat  man  2,466284 — 1,403000=  1,061284, 
d.  h.  etwas  über  1 Tag  zu  viel  vorwärts  gezählt.  Wenn  man 
demnach  diesen  Tag  weglässt,  d.  h.  die  Ostervollnionde  der  neuen 
Periode  wieder  ebenso  nimmt  wie  in  der  abgelaulenen  (hier  statt 
des  14.  April,  den  man,  vom  26.  März  vorw'ärts  zählend,  als 
Ostervollmond  der  neuen  Periode  erhalten  würde,  den  13.  April 
nimmt),  so  beträgt  der  Fehler  bloss  0,061284  Tage  für  eine  Mond- 
periode  (welche  nämliche  Grösse  wir  bereits  oben  als  den  Unter* 
schied  zwischen  19  .lulianischen  Jahren  und  235  synodischen 
Monaten  fanden),  folglich  in  einem  Jahrhundert,  welches  37's- Mend- 
perioden  enthält,  0,322349  Tage,  also  noch  keinen  Drittel-Tag. 


*)  Dass  hier  4 statt  2 in  der  tetzten  Dcciiualslelte  stellt,  kommt 
daher,  weil  bei  der  Multi|>lii'.atinn  auch  die  weggclassenen  Ueciinaten 
l'crücksichtigt  sind.  Ebenso  auch  iiii  Folgenden. 
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Dass  mail  bei  unfresliirtem  Fortziiblen  in  die  neue  Periode 
für  den  ersten  Ostervollinond  derselben,  und  darum  auch  für  alle 
übrigen  Ostervnllmnndc,  Data  erhallen  ivürde,  die  um  je  einen 
Tag  7,11  spät  sind  (den  14.  .April  statt  des  13.  Ajiril  ii.s.  «•.),  zeigt 
sich  auch  auf  folgende  Welse:  Man  kann  jeden  Ostervollinond, 
statt  abivecbselnd  vor-  und  rückivärts  zu  zahlen,  auch  immer  so 
aus  dem  vorhergehenden  berechnen,  dass  man  stets  19  Tage  ad-  ' 
dirt  und  so  oft  dadurch  ein  die  (Ifänze  des  19.  April  oder  die 
Zahl  30  überschreitendes  Datum  herauskommt,  30  Tage  subtra- 
hirt.  Man  hälic  deninach,  um  aus  dem  1.  Ostervollmond  der 
Periode  das  Datum  iles  1.  Oslervollmonds  der  folgenden  Periode 
zu  berechnen,  19  mal  19  d.  b.  301  zu  addiren  und  30  so  oft  cs 
angeht,  also  12mal,  abziizlehen.  Da  nun  12.30  = 360  und  361-^ 

360  = 1 ist,  so  u'ürde  auf  diese  Weise  der  erste  Ostervollmond 
der  folgenden  Periode  um  1 'Tag  zu  spat  gefunden  iverden.  Das- 
selbe Uesultat  erhält  man,  wenn  man  wie  oben  7inal  19  Tage 
vorwärts  und  r2nial  11  Tage  rückwärts  zählt;  denn  7.19 — 12.11  = 

133  — 132  = 1.  Es  ist  demnach  dies  Resultat,  wie  die  vorige  ^ 
Betrachtung  zeigt,  die  auf  die  Gleichung  19. 19  — 12.30  = 1 führt, 
von  dem  Datum  des  ersten  üstervollmonds  der  Mondperiode  ganz 
unabhängig,  die  Zahlen  7 und  12,  die  sich  aus  den  Gleichungen: 

19a;  — 11^  = 1 und  ;r  -f  = 19, 

als  x = l und  .7  = 12  mit  Nothwendigkeit  ergeben,  gelten  für 
alle  Mondperioden,  und  das  über  die  Hcrechnnug  der  Ostervoll- 
monde vorher  Bewiesene  hat  desshalb  allgemeine  Gültigkeit. 

Ans  demGesngten  geht  hervor,  dass  man  die  Zahl  hei  einem 
beliebigen  Ostervollmonde  der  Periode,  wenn  sie  ganz  in  dasselbe 
Jahrhundert  fällt,  nährend  welcher  Zelt,  mit  Ausnahme  des  letz- 
ten auf  2 Nullen  sich  endigenden  Jahres,  die  Ostervollmonde  aller 
Perioden  dieselben  bleiben,  dadurch  Gndeu  kann,  dass  man  zur 
Zahl,  die  beim  ersten  0.slervnllmond  steht,  so  viel  mal  19  addirt 
als  die  um  1 verminderte  Zahl,  welche  angibt,  der  wievielte 
Ostervollmond  es  i.«t,  beträgt,  und  so  viel  mal  30  als  es  angeht 
subtrahirt.  Der  Rest  ist  die  Zahl,  die  heim  gesucliten  Datimi 
steht.  Z.  B.  üudet  man  den  8.  Ostervollmond , indem  man  1 von  8 
ahzieht,  was  7 gibt,  «ariu  7.19  = 133  zu  24,  der  Zahl  des  13.  April, 
addirt,  was  157  gibt,  und  5. ,30  = 150  subtrahirt,  wobei  der  Rest 

7,  die  Zahl  des  27,  März,  bleibt,  auf  welches  Datum  wirklich  der 

8.  Ostervollmond  lallt. 

Um  dies  für  unseren  Zweck  gebrauchen  zu  können,  muss 
noch  vorher  gezeigt  werden,  wie  man  aus  einer  gegebenen  Jahr- 
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*ahl  berechnet,  der  i^ievielte  Ostereollmond  der  Periode  der  zu 
jener  Jahrzahl  f^ehiirige  ist.  Man  kliiinfe  niimlich  eicentlich  die 
Mondperiode  mit  jedem  heliehigeii  Jahre  he"iniien.  Doch  ist  esiihlich 
f;eirorden,  das  erste  Jalir  unserer  Zeilrechniins»,  das  Jahr  1 nach 
Clir.  Geh.,  als  das  zweite  der  Mondperiode  zu  betrachten.  Also 
ist  das  .labr  2 das  dritte,  das  Jahr  3 das  vierte  u.  s.  w.  So  ist 
das  Jahr  89  eigentlich  das  neunzigste,  aber  da  90  = 4.19  + 14 
ist,  so  ist  es  das  vierzehnte  der  IMondporiode,  welche  14  der  Rest 
ist,  den  man  erh.ält,  wenn  man  die  um  1 vermehrte  Zahl  89,  als_o 
90,  mit  19  dividirt.  Wenn  daher  eine  heliehige  .lahrzahl  um  1 
vermehrt  und  dann  mit  19  dividirt  wird,  so  gibt  der  Rest  an,  das 
ivierielfe  .lahr  der  Mondjreriode  man  hat.  Man  nennt  dies©  Zahl 
die  güldene  Zahl. 

Nach  dem  Vorigen  findet  man  die  Zahl,  die  heim  Osfervoll* 
raond  eines  bestimmten  .Jahres  steht,  indem  man  von  der  gülde- 
nen Zahl  1 abzieht,  den  Rest  mit  19  mnltiplicirf,  das  Produkt  zur 
Zahl,  die  heim  ersten  Ostervoilmond  der  Periode  steht,  hier  zu 
24,  addirt,  und  so  oft  es  geht  30  subtrahirt.  Um  also  den  Oster- 
rollmond eines  bestimmten  Jahres  zu  finden,  dividirt  man  die  Jahr- 
zahl mit  19,  mültiplicirt  den  um  1 vermehrten  (oh  man  die  Jahrz.ahl 
selbst  oder  den  Rest  um  1 vermehrt,  ist  einerlei)  und  auch  wieder 
«m  1 verminderten  Rest,  d.h.  den  Rest  selbst,  mit  10  (denn  der  um 
I vermehrte  Rest,  die  giihlene  Zahl,  gü>t  an,  das  wievielte  .lahr 
der  Mondperlode  man  hat),  addirt  das  Produkt  zu  der  Zahl  (24), 
die  dem  ersten  Ostervoilmond  der  Periode  zugehört,  und  dividirt 
mit  30,  vpobei  der  Rest  die  zum  gesuchten  Ostervoilmond  gehörlgo 
Zahl  ist.  Diese  Zahl  wird,  um  das  Datum  des  Ostervollmonds 
za  linden,  um  1 vermindert  und  zu  21  addirt,  well  beim  21.  M.ärz 
die  Zahl  1 steht,  alle  folgenden  Ostervollmondsdata  so  wie  die 
dabei  stehenden  Zahlen  immer  um  I zunehmen,  und  man  folglich 
das  Datum  jedes  Ostervollmonds  aus  der  dabei  stehenden  Zahl 
dadurch  finden  muss,  dass  man  von  dieser  1 ahzieht  und  dann 
21  dazu  addirt,  wobei,  wenn  über  31  herauskömmt,  noch  31  sub- 
trahirt wird,  um  das  dem  April  zugehörende  richtige  Datum  zu 
erhalten. 

Für  1864  z.  B.  bleibt  hei  der  Division  mit  19  der  Rest  2. 
Dies  19mal  genommen  gibt  38;  hierzu  24  addirt  gibt  62,  mit  .30 
dividirt,  gibt  2 als  Rest.  Hiervon  1 abgezogen  bleibt  1,  was  zu 
21  .addirt  den  22.  M.arz  als  den  Ostervoilmond  des  Jahres  1864 
gibt. 

Dasselbe  Resultat  erh.Hlt  man,  wenn  man  23  statt  24  nimmt, 
und  dann  so  viel  Tage  als  der  hei  der  Division  mit  30  erhaltene 
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Rest  angibt,  der  nun  um  1 kleiner  ist,  also  nicht  mehr  um  1 ver- 
mindert zu  werden  braucht,  zuni  2J.  März  hinzu  zählt. 

Also  erhält  man  das  Datum  des  Ostervollmonds,  wenn  man 
in  die  Jahrzahl  mit  19 'dividirt,  den  Rest  19mal  nimmt,  23  addirt, 
mit  30  dividirt  und  so  viel  Tage  als  der  Rest  angibt  zum  21.  Alärz 
hinzufügt. 

Hieraus  wird  die  Richtigkeit  unserer  Regel  wenigstens  für 
die  mit  18  anfaiigenden  Jahrzahlen  klar.  Statt  nun  aber  in  die 
Jahrzahl  mit  19  zu  dividiren,  zählen  wir  nach  dem  für  das  Kopf- 
rechnen erleichterten  Verfahren  14  (=o),  was  bei  der  Division 
mit  19  in  1800  übrig  bleibt,  zu  den  zwei  letzten  Zill'erri,  und  divi- 
diren die  Summe  mit  19;  statt  den  Rest  mit  19  zu  multipliciren  und 
23  (=  6)  zu  addiren,  multipliciren  wir  den  Rest  mit  20  und  ad- 
diren  so  viel  hinzu  als  dem  Rest  noch  an  23  fehlt  (d.  h.  wir 
addiren  23  und  sulitrahiren  den  Rest,  da  wir  ihn  einmal  zu  viel, 
20  mal  statt  19  mal,  genommen  haben),  worauf  die  Division  mit 
30  den  nunmehrigen  Rest  als  die  Zahl  gibt,  die  man  zu  21  ad- 
diren  muss,  um  den  Tag  im  März,  oder  nach  Subtractioii  von  31 
den  im  April  zu  erhalten,  auf  welchen  der  Ostervollmond  fällt. 
Das  Verfahren  wird  für  das  Kopfrechnen  dadurch  noch  bedeu- 
tend erleichtert,  dass  man  statt  des  bei  der  Division  mit  19  blei- 
benden Restes  die  Zahl , welche  derselbe  mit  3 dividirt  übrig 
lässt,  20nial  nimmt.  Denn  das  weggelassene  Vielfache  von  3 
gibt  mit  20  multiplicirt  und  dann  mit  30  dividirt  immer  eine  ganze 
Zahl,  auf  die,  weil  bei  der  Division  mit  30  nur  der  Rest  gilt, 
nichts  ankoramt. 

In  diesem  Jahrhundert  begann  zuerst  mit  1805  eine  neue 
iVlondperiode,  und  der  Ostervollniond  fiel  damals  auf  den  13.  April. 

^ Man  findet  daher  von  1800  bis  1899  incl.  den  Ostervollniond,  in- 
dem man  genau,  wie  angegeben  wurde,  verfährt. 

Für  andere  Jahrhunderte  geschieht  die  Berechnung  des  Oster- 
vollmonds ebenso  wie  für  dieses,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass 
die  Zahlenwerthe  von  a und  h andere  sind.  Der  Werth  von  « 
wird,  wie  schon  gesagt  wurde,  gefunden,  indem  man  die  zw'ei 
ersten  Ziflfern  der  Jahrzahl  oder  den  bei  ihrer  Division  mit  19 
bleibenden  Rest  mit  5 multiplicirt  und  das  Produkt  mit  19  divi- 
dirt. Denn  5 bleibt  bei  der  Division  mit  19  in  100  übrig;  also 
hat  man,  um  den  Rest  a zu  erfahren,  der  bei  Division  der  Jahr- 
hunderte mit  19  übrig  bleibt,  so  viel  mal  5 zu  nehmen  als  100  in 
der  Jahrzahl  enthalten  ist  und  mit  19  zu  dividiren,  wobei,  wenn 
die  Zahl  der  Jahrhunderte  19  oder  über  19  ist,  diese  Zahl  vor 
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der  Maltiplicalion  mit  5 abgezogen  werden  darf.  Addirt  man  dann 
den  Rest  a zu  den  zwei  letzten  Ziffern,  so  muss  bei  der  Division 
mit  19  derselbe  Rest  bleiben  wie  bei  der  Division  der  Jalirzahl 
mit  19. 

Die  Zahl  6 wird,  sobald  die  zweite  Ziffer  der  Jahrzahlen  um 
1 wächst,  eutrveder  auch  um  1 vermehrt  oder  sie  bleibt  unver- 
ändert, oder  sie  wird  um  1 verringert.  Es  ist  nämlich  klar,  dass 
die  Vermehrung  oder  Verminderung  der  Zahl  6 um  1 gleichbe- 
deutend Ist  mit  dem  Fortrückeii  oder  Zurückgehen  sämmtlicher 
Data  der  Ostervollmohde  um  1 Tug.  Wenn  nun  eine  mit  zwei 
Mailen  endigende  Jahrzahl  wie  1700,  1800,  1900  keinem  Schalt- 
jahr zugehurt,  so  wird  durch  das  Ausfallen  des  29.  Februar,  der 
sonst  den  Jahrzahlen,  in  denen  4 aufgeht,  eigenthümlich  ist,  die 
Datumszahl  des  Ostervollmonds  dieses  Jahres,  und  darum  auch 
aller  anderen  mit  denselben  zwei  Ziffern  beginnenden  Jahre,  um 

1 vermehrt,  also  6 um  1 grösser.  Dagegen  wird  6 alle  dreihun- 
dert Jahre  dadurch  um  1 kleiner,  dass,  wie  wir  oben  sahen,  19 
Julianische  Jahre  um  0,061284  Tage  grösser  als  235  synodische 
Monate  sind,  was  in  ungefähr  310  Jahren  einen  ganzen  Tag  gibt, 
um  weichen  das  Datum  des  richtigen  Ostervollmonds  hinter  dem 
nach  der  Regel  berechneten  Datum  zurück  geblieben  ist.  Wir 
haben  nämlich  anzusetzen: 

0,061284  Tage  ; 1 Tag  = 19  Jahre  : o; Jahren, 

'vas  durch  Division  mit  0,061284  in  19  gibt:  a:  = 310,03.  Man 
muss  daher  nach  je  dreihundert  Jahren  (eigentlich  nach  je  310 
Jahren),  nämlich  dann,  wenn  in  den  beiden  ersten  Ziffern  der  auf 

2 \ullen  endigenden  Jahrzabl  die  3 aufgeht,  das  Datum  der  Oster- 
vollmonde um  1 Tag  zurücksteilen,  d.  h.  1 von  dem  6,  welches 
vorher  gültig  war,  abziehen.  Da  man  300  statt  310  nimmt,-  so 
würde  später  wieder  eine  Correction  nöthig  sein,  vielleicht,  wie 
vonLilius  vorgeschlagen  worden  ist,  darin  bestehend,  dass  nach 
Tmaligem  Zurückstellen  des  Ostervollmonds  um  1 Tag,  also  nach 
2100  Jahren,  man  400  statt  300  Jahre  damit  wartet,  so  dass  in 
2300  Jahren  der  Ostervollmoud  um  8 Tage  zurück  gestellt  wird. 
Wartete  man  nach  Ümaligem  Zurückstellen,  also  nach  2700  Jahren 
100  Jahre,  so  dass  in  3100  Jahren  das  Zurückstellen  lOnial  ge- 
schähe, so  würde  dies  wohl  der  Wahrheit  nach  näher  kommen. 
Doch  wollen  wir  unsere  Berechnung  nicht  so  weit  ausdehnen, 
sondern  nur  bis  zum  Jahre  3599. 

Zum  ersten  mal  ist  das  Zurückstellen  des  Ostervollmoiids 
um  1 Tag  im  Jahr  1800  geschehen.  Da  b hierdurch  um  1 kleiner. 
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aber  tve^en  des  aiisfallcnden  Schalttags  in  diesem  Jahre  auch  um 
1 grösser  werden  miisste,  so  ist  es  nnveräiidert  geblieben,  und 
es  hat  also  b für  die  mit  17  anlangenden  Jahrzahlen  denselben 
Werth  wie  für  die  mit  18  anCangenden , nämlich  23.  Im  Jahre 
1700  uurdc  es  wegen  Ausfallens  des  Schalttags  um  1 vermehrt, 
ist  also  für  die  mit  16  anfangenden  Jahrzahlen  22.  Ebenso  für 
die  mit  15  anfangenden,  weil  im  Jahre  IßüO  weder  der  Schalttag 
ausliel,  noch  auch  das  Zurückstellen  der  Ostervollmonde  um  1 Tag 
statt  fand. 


Gehen  wir  von  dem  Werthe  22  aus,  den  b für  die  mit  l.ö  an- 
fangenden Jahrzahlen  hat,  so  würde  b alle  hundert  Jahre  durch 
Ausfallen  eines  Schalttags  um  1 wachsen,  wenn  bei  jeder  mit  2 
Nulten  endigenden  Jahrzahl  der  Schalttag  ausfiele.  Zunächst  al.«» 
würde  zu  22  die  Zahl  r zu  addiren  sein,  welche  übrig  bleibt, 
wenn  15  von  den  zwei  ersten  Ziffern  der  in  Rede  stehenden 
Jahrzahl  abgezogen  wird.  Da  nun  aber  die  Jahre  1600  , 20U0, 
2400  u.  s.  w.  Schaltjahre  sind,  so  dividirt  man  das  um  3 ver- 
mehrte r mit  4,  und  subtrahirt,  um  zu  erfahren,  um  wieviel  b 
w’ächst,  von  r den  erhaltenen  Quotienten  (mit  Vernachlässigung 
des  Restes)  als  die  Zahl,  die  angibt,  wie  viel  solche  mit  2 Nullen 
endigende  Jahre,  in  deren  zwei  ersten  Ziffern  die  4 aiifgeht,  von 
1582  bis  zu  dem  in  Rede  stehenden  Jahre  eintreten.  Man  muss 
vor  der  Division  mit  4 desshalb  erst  3 zu  r addiren,  weil  man, 
da  4.  in  12  aufgeht,  eigentlich  von  1200  an  die  Zahl  der  mit  2 
Nullen  endigenden  Jahre,  in  deren  zwei  ersten  Ziffern  4 aufgeht, 
zu  berechen  hat.  und  zwar  so,  dass  man  12  von  den  zwei  ersten 
Ziffern  der  .Tahrzahl  abzieht  und  mit  4 dividirt.  Da  man  aber  15 
statt  12  von  den  zwei  ersten  Ziffern  der  Jahrzahl  abzieht,  so  wird 
der  Rest  um  3 u klein,  wesshalb  erst  3 zu  r,  ehe  man  mit  4 
dividirt,  addirt  m e den  muss.  Z.  B.  für  1600  ist  r = 16 — 15  = 1 ; 


auch 


. . r + 3 
ist  — i — 
4 


1+3 


= 1.  Da  nun  r — 1 = 1 — 1=0  ist,  so 


wird  b nicht  vermehrt.  Derselbe  Quotient  1 für  die  Division  mit 
4 in  r + 3 wird  hei  Vernachlässigung  des  Restes  auch  für  1700, 
1800,  1900  erhalten,  indem  r die  Werthe  2,  3,  4 hat.  Bei  2000 

5+3 

aber  ist  r = 5,  und  wir  haben  ^ = 2,welcberQuotient  auch  für 

2100,  2200,  2300  gilt.  Für  2400,  2500,  2600,  2700  ist  3 der  Quo- 
tient u.  s.  w.,  für  je  4 folgende  Jahre  1 mehr.  Man  hat  also, 

nachdem  r zu  6 addirt  ist,  mit  Vernachlässigung  des  Restes 

abzuziehen.  Nun  ist  aber  anch  noch  die  Zahl  abzuziehen,  welche 
angibt,  wieviel  seit  1582  Jahrhunderte,  in  deren  zwei  ersten 
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Ziffern  die  3 auf^elit,  eingetreten  sind;  also  hat  man  nonh  jj  mit 
Vernaclilässiguiig  des  Restes  zu  siibtraliiren.  Für  16  . . und  17.  . 
ist  r<3,  alsn^vl.  aber  für  18  . wo  zuerst  das  Datum  des 
Osteri'nlliiiunds  um  1 Tag  zurückgestellt  wird,  ist  r = 18 — 1.'5=3 
und  ;j  = I,  für  21  . . ist  r ==  21  — 15  = 6 und  ^ = 2 u.  s.  w.  Es 
ist  demnach : 


b = 22 + r — 


4 


r 

3’ 


»eiche  Formel  aber  nicht  im  streng  arithmetischen  Sinn,  sondern 
so  zu  verstehen  ist,  dass  die  bei  den  Divisionen  mit  4 und  3 
lileiliendeii  Reste  geradezu  weafallen. 

Für  die  am  Schlüsse  unserer  Regel  hinzugefügte  Bemerkung, 
dass  man  statt  des  19.  .April,  wenn  dieser  Tag  als  Ostervollmond 
^ernnden  wird,  den  18.  April  zu  nehmen  habe,  können  wir  dess- 
halb  keinen  Beweis  geben,  weil  diese  Bestimmung  auf  reiner 
IVillkübr  der  Kalendermacher,  nämlich  darauf  beruht,  dass  man 
statt  des  26.  April  den  25.  als  spätestes  Datum  des  Osterfestes 
angenommen  hat.  Ist  n.ämlich  der  18.  April  als  Ostervollmond 
ein  Sonntag,  so  ist  der  25.  das  Osterfe.st,  und  es  würde,  wenn 
man  den  19.  April  als  möglichen  Tag  des  Ostervnllmonds  statuirte, 
wie  wir  oben  zum  Beweise  unserer  Regel  schon  thun  mussten, 
dann,  wenn  dieser  Tag  als  Ostervollmond  ein  Sonntag  ist,  das- 
Osterfest  am  26.  April  zu  feiern  sein.  Dass  man  dies  nicht  zu- 
lä.Mt,  ist,  wie  wir  kurz  nach  weisen  wollen,  nicht  nur  nach  astro- 
nomischer, sondern  auch  nach  cyklischer  Berechnung  ganz  in- 
consequent. 

Die  alte  Regel , welche  für  die  Osterberechnung  noch 
immer  gültig  ist,  lautet,  dass  das  h’est  immer  am  ersten  Sonn- 
tag nach  dem  ersten  Vollmond  im  Frühling,  das  heisst  nach 
dem  vom  21.  IMärz  an  zuerst  eintretenden  Vollmond  gefeiert 
werden  .soll.  Hlnziigefügt  winl  die  ausdrückliche  Bestimmung, 
die  eigentlich  in  jener  Kogel  schon  enthalten  ist,  dass,  wenn 
der  erste  Frühllngsvollmond  auf  einen  Sonntag  fällt,  das  Oster- 
fest am  nächstfolgenden  Sonntag  gefeiert  werden  muss.  Also 
folgt  hieraus  ganz  entschieden,  dass,  wenn  der  erste  Früh- 
lingsvollmond  auf  den  19.  April  fällt,  und  dieser  ein  Sonntag  ist, 
Ostern  am  26.  April  gefeiert  werden  muss.  Dass  dieser  Fall 
nach  astronomischer  Rechnung  eintreten  kann,  ist  klar.  Ist  nära- 


Digitized  by  Google 


28  Maercker:  ’/.teei  wicfttiye  c/tronoliiglsche  Regeln. 

lieh  am  20.  Mürz  Abends  Vollmond,  so  sind  von  da  au  »erechiiet 
am  J8.  April  Abends  erst  29  Ta^e  verflossen.  Also  kann,  da  der 
mittlere  synodische  Monat  noch  über  einen  halben  Ta»  län^'er 
dauert,  leicht  der  erste  Frühlingsvollmund  auf  den  19.  April,  und 
wenn  dieser  ein  Sonntag  ist,  Ostern  auf  den  20.  April  fallen. 
Dasselbe  gilt  von  der  cyklischen  Berechnung,  nach  deren  für 
den  Gregorianischen  Kalender  allgemein  anerkannten  Principien 
unsere  Kegel  gebildet  ist.  Wenn  nämlicb  bei  der  Division  mit 
30  der  Rest  29  bleibt,  so  gibt  derselbe  zum  21.  IMarz  binzuge- 
fügt  (21+29  — 31  = 19)  den  19.  April  als  Ostervollmond,  und 
wenn  dieser  ein  Sonntag  ist,  den  20.  April  als  das  Osterfest. 
Da  bei  der  früheren  Kalendereinricbtung,  der  Julianischen,  die 
Ostervollmonde  durch  alle  Jahrhunderte  hindurch  in  gleicher, 
durch  die  neunzehnjährige  Periode  geregelter  Ordnung  wieder- 
kehrten, so  gab  es  statt  30  bloss  19  Data,  auf  welche  die  Oster- 
vollnionde  fallen  konnten,  und  unter  diesen  befand  sich  der  19. 
April  nicht.  Es  konnte  folglich  das  Osterfest  nie  auf  den  20.  April 
fallen,  und  es  setzte  sich  als  natürliche  Folge  hiervon  die  Meinung 
fest,  dass  der  25.  April  das  späteste  Datura  sei,  auf  welches  das 
Fest  fallen  könne  und  dürfe.  Wahrscheinlich  wagte  Lilius, 
der  eigentliche  Urheber  des  Gregorianischen  Kalenders,  nicht, 
jener  an  sich  unschädlichen  Meinung  entgegen  zu  treten,  und 
accoromodirte  derselben  auch  seine  Epaktenrechnung,  bei  wel- 
cher, wie  die  folgende  Tabelle  zeigt,  jedem  Datum,  auf  das  der 
Ostervollmond  fallen  kann,  eine  bestimmte  Epakte,  dem  18.  April 
aber  2 Epakten  (XXIV  und  XXV),  von  denen  die  eine  (XXIV) 
eigentlich  dem  19.  .\pril  gehört,  zuertbeilt  sind : 


Epakte 

Ostervollmond. 

Epakte 

Ostervollmond. 

*(Null  od.XXX)  13.  April 

XV 

29.  März 

1 

12.  April 

XVI 

28.  März 

11 

11.  April 

XVII 

27.  März 

III 

10.  April 

XVIII 

20.  März 

IV 

9.  April 

.XIX 

25.  .März 

V 

S.  April 

XX 

24.  März 

VI 

7.  April 

XXI 

23.  März 

Ml 

6.  April 

XXII 

22.  März 

VllI 

5.  April 

XXIII 

21.  März 

IX 

4.  April 

XXIV 

18.  April 

X 

3.  .April 

XXV 

18.  April 

XI 

2.  April 

XXVI 

17.  April 

XII 

1.  April 

XXVII 

10.  April 

XIII 

31.  März 

XXVIII 

15.  April 

XIV 

30.  März 

XXIX 

14.  April. 

Digitized  by  Google 


Varrrker:  ’/jrel  trichtlge  chrniinloglsche  Hegeln.  , ^9 

Man  limlet  die  jedesmalige  Epakte,  indem  man  den  nach  unserer 
Rechnung  hei  der  Division  mit  3Ö  erhalfenen  Rest  von  ‘23,  oder, 
»venu  derselbe  zu  gross  ist,  von  53  abzieht.  Für  den  Rest  ‘2Ö, 
durch  dessen  Addition  zum  '21.  Marz  man  den  19.  April  als  Oster- 
vollmond  i)ekümint,  erhält  man  durch  Subtraction  der  Zahl  ‘29  von 
53  die  E|iakte  XXIV,  die  demnach  offenbar  dem  19.  April  zuge* 
hört  und  bloss  durch  augenscheinliche  Verletzung  der  in  der  lie- 
stinimung  der  Epakten  beobachteten  Ordnung  dem  18.  April  zuer- 
thellt  werden  kann. 

Es  fragt  sich  nun,  und  wir  möchten  die  Männer  der  Wissen- 
schaft um  Beantwortung  dieser  E'rage  bitten,  ob  man  in  unserer 
aufgeklärten  Zeit,  noch  ferner  dem  alten  Vorurtheil  huldigend, 
die  Bestimmung,  dass  der  ‘25.  April  der  äusserste  Termin  für 
das  Osterfest  sei,  beibehalten,  oder  ob  man  dem  2ß.  April  dies 
ihm  offenbar  zukommende  Recht  einräumen  soll.  In  diesem  Jahr- 
hundert, wie  auch  im  vorigen,  kann  und  konnte  kein  derartiger 
Fall  eintreten,  weil  da  unter  den  19  den  Ostervollmonden  zuge- 
hörenden  Daten  der  19.  April,  oder  unter  den  von  1700  bis  1899 
in  Anwendung  kommenden  19  Epakten  die  Epakte  XXIV  nicht 
vorkömnst.  Im  Jahre  1609,  in  welchem  Ostern  am  ‘26.  April  Iiätte 
gefeiert  werden  müssen,  wurde  es  eine  Woche  früher,  am  19.  April, 
gefeiert,  da  die  Epaktenrechnung  nach  Lilius’  Einrichtung  den 
18.  April  statt  des  19.  als  Ostervollmond  aufstellt.  Nun  tritt  erst 
im  Jahr  1981  dieser  Fall  wieder  ein.  Hier  ist  o — 0 und  6=24. 
Es  gibt  0-E81  = 81  mit  19  dividirt  den  Rest  5,  welcher  bei  Divi- 
sion mit  3 den  Rest  2 lässt.  Dies  mit  ‘20  multiplicirt  und  19 
(weil  so  viel  der  5 an  24  fehlt)  addirt,  gibt  59,  welches  mit  30 
dividirt  29  zum  Rest  lässt.  Also  ist  der  Ostervollmond  am  19. 
•\pril  (21+29 — 31=19).  Ferner:  4 in  81  geht  20mal;  81+20 
-f-5=  106,  welches  mit  7 dividirt  den  Rest  1 als  Normalzahl  von 
1981  lässt.  Diese  1 vom  20.  Aprif  abgezogen  gibt  den  19.  April 
als  Sonntagsdatum,  so  dass  der  darauf  folgende  Sonntag,  der  26. 
April,  Ostern  sein  muss.  Bis  dorthin  wird  es  sich  ja  wohl  ent- 
schieden haben,  ob  die  alte  langjährige  Gewohnheit  oder  die 
wissenschaftliche  Consequenz  Recht  behalten  soll,  wenn  nicht 
etwa  unterdessen  eine  Bestimmung,  durch  welche  das  Osterfest 
vom  Monde  unabhängig  auf  ein  weniger  wandelbares  Datum,  viel- 
leicht auf  den  ersten  Sonntag  im  April,  festgestellt  wird,  getroffen 
worden  ist. 

g.  7.  Die  schöne  Gaussische  Regel  zur  Berechnung  des 
Osterfestes,  die  aber  freilich  wegen  ziemlich  grosser  Zahlen,  mit 
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denen  man  e»  zu  tbun  hekömiiit,  nicht  ganz  bequem  ist,  lautet 
bekanntlich: 

lUan  dividirt  die  Jabrzuhl  nach  einander  mit  19,  4 und  7 und 
nennt  die  Reste  den  ersten,  ztveiten  und  dritten.  Man  inultiplicirt 
den  ersten  Rest  mit  19  und  addirt  eine  gewisse  Zahl  b (die  den- 
selben Werth  hat  wie  6 bei  unserer  Regel,  für  die  mit  18  an> 
fangenden  Jahrzahlen  also  23),  dividirt  mit  30  und  erhalt  den 
vierten  Rest.  Nun  addirt  man  den  2fachen  zweiten,  den  4facfaen 
dritten  und  den  dfachen  vierten  Rest  und  ausserdem  noch  eine 
Zahl  c,  <üe  von  1582  an  2,  von  1700  an  3,  von  1800  an  4,  von 
1900  an  5,  von  2100  an  6 ist  ii.  s.  w.,  dividirt  mit  7 und  erhalt 
so  den  fünften  Rest.  Die  Summe  des  vierten  und  fünften  Restes*) 
addirt  man  zu  22  und  erhält  so  das  Datum  im  März,  oder  nach 
Abzug  von  31  das  im  April,  auf  welches  Ostern  fällt. 

Es  wird  von  Interesse  sein,  wenn  für  diese  Regel  ein  aus  der 
unsrigen  abgeleiteter  Beweis  gegeben  wird : 

Zunächst  ist  aus  dem  früher  Bewiesenen  klar,  dass  der  vierte 
Rest  diejenige  Zahl  ist,  die  man  zu  21  addiren  muss,  um  das 
Datum  im  März  oder  nach  Abzug  von  31  das  im  April  zu  er- 
halten, auf  welches  der  Ostervollmond  fallt.  Nennen  wir  den 
zweiten  Rest  t,  den  dritten  u und  den  vierten  v,  so  ist  noch  zu 
erweisen,  dass  der  fünfte  Rest  w,  den  man  erhält,  wenn  man 
2f-f  4k -f  6p -f  c mit  7 dividirt,  zu22-J-p  addirt  das  Osterfest  gibt. 
Da21-|-p  das  Datum  des  Ostervollmoiids  ist,  so  ist  die  Zahl  die 
wir  zu  22 p addiren  müssen,  um  das  nächste  Sonntagsdatum  nach 
dem  Ostervollmond,  d.  h.  das  Osterfest,  zu  erhalten,  kleiner  als 
7,  und  es  ist  zu  beweisen,  dass  : mit  dem  Reste,  der  bei  der  Divi- 
sion mit  7 in  2t-t-4u-(-6p-|-c  bleibt,  d.  ii.  mit  w,  identisch  ist. 

• 

Bezeichnen  wir  die  Zahl  der  zwei  letzten  Ziffern  der  Jahr- 
zahl  durch  i,  so  gilt  die  Gleichung  i = 4Ä--M;  denn  t ist  der 


*)  Da  der  vierte  Rest  durch  eine  Division  mit  30  und  der  fünfte 
durch  eine  mit  7 entsteht,  so  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  vierte 
29  und  der  fünfte  6 ist.  Da  nun: 

22-f  29-1-6  — 31  =26 

ist,  so  ist  im  genannten  Fall,  z.  B.  1981,  der  26.  April  Ostern.  Also 
beweist  auch  die  Gaussische  Regel,  dass  das  Fest  auf  dies  Datum 
fallen  kann. 
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Rest,  der  lii*i  der  Division  nouoIiI  der  zwei  letzten  ZiB'erii  (bei 
»eleher  Division  k der  Quotient  ist)  als  auch  der  »anzen  Jabr- 
zabl  durch  4 iibri^  bleibt.  Weil  n,  die  Normalzulil  des  Jabres, 
der  Rest  ist,  der  bleibt,  wenn,  iiuciidem  man  k zu  i=.Ak-\-  l und 
dann  noch  h addirt  hat,  »»elehes  A = 4 oder  = 2 oder  =0  oder 
= 5 ist,  je  nachdem  bei  Division  mit  4 in  die  Zahl  der  Jahrhun- 
derte 0 oder  1 oder  2 oder  3 übrig  bleibt  (§.  2.),  die  Summe  mit 
7 dividirt  wird,  so  ist: 

5A  + < + A = n (mod.  7.). 

Die  Destimmung  mod.  7.  wolleti  wir,  da  im  ganzen  Beweis^ 
aur  dieser  Modulus  vorkiimmt,  immer  weglasseii.  Jene  Cougruenz 
mit  t>  miiltiplicirt  gibt: 


30A  + 6<  + CA  = Cm  \ 

I4A  = 0 subtrahirt,  gibt: 

lOA  + C^ +6A  = (in. 

Weil  (wegen  * = 4A  + t)  4A  = i— < und  )6A  = 4i— 4/,  folglich 
I6A  -f-  64  = 4j  -f  24  ist,  so  gilt: 

4t  + 24  + CA  = Gm. 

Da  wir  die  Zahl,  die  zu  224-c  addirt  werden'muss,  um  das  Oster- 
fest zu  erhalten,  t genannt  haben,  so  ist: 

22-^c  + ; = 30  — «, 

weil,  wie  io  §.  4.  gezeigt  wurde,  30 — w ein  Sonntagsdatum  ist, 
und  das  Datum  des  Osterfestes  (22-l-n-fz)  diesem  als  Sunntags- 
datum,  wenn  es  in  Tagen  des  März  ausgedrückt  wird  (z.  B.  36. 
März  statt  5.  April),  für  mod.  7.  congruent  sein  muss.  Aus  letz- 
terer Congrueiiz  folgt: 

* — S — 0 — M Hierzu 
0 = — 7 -^7p-^-7M  addirt,  gibt: 
z = 1 -f  6c  6n.  Auch  war: 

6m  = 4t 24 -f  CA.  Addirt  und  6m  gehoben: 
z = 4i-(-24-f-6o -f  CA -f  I. 

Heisst  der  Rest,  der  bei  Division  der  Jahrhunderte  (1500,  1600, 
1700  u.  8.  w.)  durch  7 bleibt,  l,  so  ist,  weil  u bei  der  Division 
der  Jabrzabl  mit  7 als  Rest  bleibt, 
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^ + j = K,  also  4/+4i  = 4?<,  und  wenn 
0 =7/  addirt 

und  4/  gehoben  wird;  4i  =4tt+3/. 

Auch  hatten  wir:  z = ii  + ‘2t -j- 6v G/i  1 

Addirt  und  4i  gehoben:  z = 2t+4it4-6of 3/+6A-J-J. 

Wir  setzen  noch  3Z+6/t-f-l  = c,  nämlich  c gleich  dem  Rest, 
der  bei  Division  mit  7 in  3/  + 6A+1  übrig  bleibt.  Da  das  darin 
enthaltene  V'ielfacbe  von  7 in  der  letzten  Congruenz  für  z Weg- 
fällen darf,  so  haben  wir: 

^ = 2<-^4M-f6c-^c. 

Daher  ist  z,  welches,  wie  wir  sahen,  kleiner  als  7 sein  muss, 
der  Rest,’ der  bei  der  Division  von  2<-|-4m -f  6d-|- c mit  7 übrig 
bleibt,  also  js  = w,  was  zu  beweisen  war. 

DafderRest  isf,der  bei  Division  der  Jahrhunderte  (ISOOu.s.  w.) 
mit  7 bleibt,  und  100  bei  der  Division  mit  7 den  Rest  2 lässt,  so 
wächst  l alle  100  Jahre  um  2 und  3/  um  6.  Dagegen  wächst  A 
in  dieser  Zeit  um  Si  und  f)A  um  30  (=  28-J-2)  oder  um  2,  wenn  in 
die  100  Jahre  24  Schalttage  fallen,  da  124  mit  7 dividirt  den 
Rest  5 lässt  (vergl.  §.  2.).  Dagegen  wächst  A um  6 und  6/t  um 
36  (=35-1-1)  oder  um  l,  wenn  25  Schalttage  hinein  fallen,  da 
125  ntit  7 dividirt  den  Rest  6 lässt.  Da  nun  c der  Rest  ist,  der 
durch  Division  mit  7 in  3/-|-6A-l-I  erhalten  wird,  so  wachste 
in  100  Jahren  gewöhnlich,  d.  h.  wenn  24  Schalttage  hinein  fallen, 
um6-f2  = 8 oder  um  1.  Wenn  aber  durch  das  Wachsen  der 
Zahl  der  Jahrhunderte  um  1 eine  Zahl,  worin  die  4 aufgeht,  ent- 
steht, z.  B.  16  ..  aus  15  . .,  so  dass  der  Schalttag  in  dem  auf  zwei 
Nullen  endenden  letzten  Jahre  des  Jahrhunderts  nicht  wegfällt,  also 
25  Schalttagein  die  100  .lahre  fallen,  so  wächst  c um  6 -f  1 =:  7, 
d.  b.  um  0,  oder  es  bleibt  unverändert 

Für  15  . . haben  wir  1 = 2,  da  1500  mit  7 dividirt  den  Rest 
2 lässt,  und  A = 5 (§.  2.);  also  ist  3f-|-6A-|-l  = 37,  was  mit  7 
dividirt  den  Rest  2 lässt  Also  ist  für  15. . c = 2 auch 


für 

16. . 

ist  c = 2 ; 

für  17. . c = 3 

» 

18.. 

II 

99 

19. . c = 5 

39 

20.. 

„ c = 5 ; 

99 

21. . c = 6 

99 

22.  . 

„ c = 0; 

99 

11 

>9 

24.  . 

.,  c = 1 ; 

99 

25..  c = 2 

99 

26. . 

II 

99 

11 

99 

28.. 

II 

99 

II 
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flir  30.  . Ut  e 

»t  32  • . tt  c 

n 34  ■ ■ n C 


6;  für  31 . . c = 0 
0;  33. . c = 1 

2;  „ 35  . . c = 3. 


Aosser  der  Reihe  berechnet  man  e durch  die  Formel: 


c = 2 + r 


r±3 

4 


(rood.  7.). 


Nennt  man  nSmIich  wie  in  §.  5.  r den  Reat,  den  man  bekömmt, 
indem  man  15  von  den  swei  ersten  Ziffern  der  Jabrzabl  abzieht, 
N mnas  man  mit  4 in  das  um  3 vermehrte  r dividiren,  den  Quo- 
finten  mit  Vernachlissigang  des  Restes  von  2-|-r  abziehen  nnd 
vu  beraushömmt  mit  7 dividiren.  Der  Rest  ut  dann  c. 


Es  gibt  niraUcb,  wie  in  §.  6.  bewiesen  wurde,  der  Quotient 
3 

an,  wie  viel  auf  zwei  Nullen  endigende  Jahrzablen,  in  deren 

beiden  ersten  Ziffern  4 aufgeht,  von  1582  an  bis  zum  in  Rede 
stehenden  Jahre  eintreten.  Da  nun  für  diese  Jahrzahlen  c nicht 
ttml  vergrÜBsert  wird,  während  dies  sonst  immer  der  Fall  ist,  so 
muss  man  zu  2,  dem  Werth  von  c für  15  . .,  erst  r addiren;  denn 
um  so  viel  würde  c wachsen,  wenn  es  alle  hundert  Jahre  um  1 


wüchse;  dann  aber  muss  man 


r + 3 


abziehn,  weil  hierdurch  an- 


gegeben wird,  wie  viel  mal  das  Wachsen  um  1 unterbleibt.  Zu- 
letzt muss  man,  da  c mit  der  erhaltenen  Zahl  congrnent  ist  und 
kleiner  als  7 genommen  wird,  mit  7 dividiren  und  den  Rest  als 
Werth  für  c bebaken. 


b)  Für  den  Julianiseben  Kalender. 

8.  Man  berechnet  den  Ostervollmond  wie  beim  Gregoria- 
nischen Kalender,  nnr  mit  dem  Unterschied,  dass  der  Zahlenwerth 
von  6 durebgehends  15  ist.  Sollte  der  bei  der  Division  mit  19 
bleibende  Rest  grösser  als  15  sein,  so  muss  man  jetzt  den  Unter- 
schied zwischen  15  und  jenem  Rest  nicht  addiren,  sondern  sub- 
trahiren,  weil  man  eigentlich  jenen  ganzen  Rest  zu  snbtrabiren 
nnd  15  zu  addiren  hat.  Sollte  der  Minuend  kleiner  als  der  Sub- 
trahend sein,  so  addirt  man  vor  der  Subtraction  30.  Nachdem 
der  Ostervollmond  gefunden  ist,  berechnet  man  die  Normalzahl 
des  Jahres  so,  wie  für  den  Julianischen  Kalender  gezeigt  wurde, 
llan  6ndet  dann  durch  Abzug  derselben  vom  30.  März  oder 
April  die  Sonntagsdata,  die  hier  in  Betracht  kommen  können, 
und  erhält  das  auf  den  Ostervollmond  folgende  als  das  Osterfest. 

Es  sei  z.  B.  für  1222  das  Osterfest  zu  berechnen.  Es  ist 
0 = 3.  Denn  5.12  = 60  =:  3. 19-f  3.  Nun  gibt  3-f22  = 25  mit 
19  dividirt  den  Rest  6,  was  mit  3 dividirt  0 übrig  lässt.  Wir 
Thtil  XLVIII.  3 
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haben  20.0  = 0,  und  weil  der  6 an  15  noch  9 fehlt,  haben  wir 
0-f-9  = 9 mit  30  zn  dividiren,  wobei  der  Rest  9 ist.  Nnn  ist 
21-f9  = 30,  d.  h.  der  30.  März  ist  der  Osterrollmond.  Ferner: 
4 in  22  geht  5mal;  22-f5-f-2  — 12=17,  was  mit  7 dividirt  den 
Rest  3 lässt.  Da  30  — 3 = 27,  so  ist  der  27.  März  ein  Sonntags- 
daturo,  und  eine  Woche  später  (27 -f  7 — 31  =3)  der  3.  April  das 
Osterfest. 

Nun  sei  für  das  Jahr  1537  das  Osterfest  zu  berechnen.  Es 
ist  a=18,  da  15.5  = 75  = 3.19 -|- 18  ist;  18-f'37  oder  55  gibt 
mit  19  dividirt  den  Rest  17,  was  mit  3 dividirt  2 übrig  lässt 
Von  20.2  =s  40  wird  2 subtrahirt,  weil  an  17  der  15  noch  2 fehlt, 
was  38  gibt.  Dies  mit  30  dividirt  lässt  8 als  Rest  Also  ist  der 
29.  März  (21-|-8  = 29)  der  Ostervollroond.  Ferner:.  4 in  37  gebt 
9raal;  37-{'2'f2 — 15  = 33,  was  mit  7 dividirt  den  Rest  5 als 
Norraalzahl  gibt.  Da  30 — 5 = 25,  so  ist  der  25.  März  ein  Sonn- 
tagsdatum und  der  folgende  Sonntag  (25-|-7 — 31  = 1),  der  1.  April, 
das  Osterfest. 

Der  Beweis  fär  diese  Regel  ist  ganz  wie  für  den  Gregoria- 
nischen Kalender.  Nur  ist  der  Zahlen werth  6 = 15  nacbznwei- 
sen.  Da  beim  neuen  Kalender  für  die  mit  15  anfangenden  Jabr- 
zahlen  6 = 22  ist,  so  wäre  fiir  den  Julianischen,  wenn  bei  diesem 
bloss  der  Fehler  hinsichtlich  der  Länge  des  mittleren  tropischen 
Sonnenjahres  in  Betracht  käme,  6 = 12,  weil  bei  der 'Kalender- 
verbesserung jener  Fehler  10  Tage  betrug.  Dadurch  aber,  dass 
man  235  synodische  Monate  genau  einem  Zeitraum  von  19  Jolia- 
nischen  Jahren  gleich  annahm,  Hess  man  in  je  310  Jahren  jeden 
Ostervollmond  um  1 Tag  zu  weit  vorrücken.  Dies  war  seit  Dio- 
nysius Exiguns,  der  die  Ostervollmonde  richtig  bestimmte  und 
eine  vom  Jahre  532  anfangende,  95  Jahre  umfassende  Ostertafel 
aufstellte,  welche  man  später,  bloss  mit  Berücksichtigung  des 
Metonschen  lüjährigen  Cyklus,  fortsetzte,  ungefähr  1000  Jahre 
lang  geschehen.  Daher  waren  die  Ostervollraonde  um  die  Zeit 
der  Kalenderverbesserung  etwas  über  3 Tage  zu  spät  angesetzt, 
und  wir  müssen  folglich,  nm  sie  auf  diese  freilich  unrichtige  Weise, 
aber  doch  dem  Julianischen  Kalender  gemäss,  zu  erhalten,  statt 
der  12  die  Zahl  16  für  6 nehmen.  Da  erst  durch  Dionysius 
Exiguns,  den  Urheber  unserer  Aera,  die  Principien,  auf  welche 
die  angegebene  Osterberechnung  sich  stützt,  zu  allgemeiner  Gel- 
tung kamen,  so  kann  man  für  die  früheren  Jahrhunderte  unsere 
Regel  nicht  mit  Sicherheit  gebrauchen.  Für  die  Zeit  aber,  in 
welcher  der  Julianische  Kalender  hinsichtlich  des  Osterfestes  voll- 
ständig geordnet  war,  geschieht  die  Berechnung  des  letzteren 
nach  derselben  leicht  und  sicher. 
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§.  9.  Bei  der  Erklärung  des  neuen  Testaments  ist  es  an 
mehreren  Stellen  von  Wichtigkeit,  das  jüdische  Osterfest,  von 
welchem  immer  der  15.  Nisan  der  Hauptfesttag  war,  berechnen  zu 
künnen.  Gewöhnlich  zwei  Tage  nach  dem  wahren  Neumond , an 
dem  Tage,  wo  die  Mondsichel  Abends  im  Westen  wieder  sicht- 
bar wurde,  war  der  erste  des  neuen  Monats,  also  auch  der  erste 
Nisan.  Der  Vollmond,  15  Tage  nach  dem  wahren  Neumond,  fiel 
daher  in  der  Regel  auf  den  14.  Nisan.  Um  diesen  Tag  mit  Hülfe 
unserer  Regel  berechnen  zu  können,  haben  wir  den  -Werth  von 
b für  das  erste  christliche  Jahrhundert  zu  ermitteln.  Für  das 
sechzehnte  Jahrhundert  war,  dem  Gregorianischen  Kalender  ge- 
mäss, 5 = 22.  Käme  nun  bloss  der  damalige  Unterschied  von 
10  Tagen  zwischen  dem  Jnlianischen  und  Gregorianischen  Kalen- 
der in  Betracht,  so  hätten  wir  für  den  Julianischen  b = 12.  Da 
aber  in  den  1550  Jahren  vom  Jahre  32  bis  1582,  dem  Jahre  der 
Kalenderverbesserung,  5mal  310  Jahre  verflossen  sind,  also  die 
Ostervollmonde  in  dieser  Zeit  5mal  um  einen  Tag  hätten  zurück- 
gestellt werden  müssen,  so  haben  wir  statt  6 = 12  zu  nehmen 
b = 17.  Wenn  wir  nun  nicht  den  Ostervollmond,  den  14.  Nisan, 
soDdern  den  ersten  Festtag,  den  15.  Nisan,  berechnen  wollen, 
so  nehmen  wir  statt  17  um  I mehr,  also  die  Zahl  18.  Die  Regel 
zu  dieser  Berechnung  lautet  demnach: 

Man  dividire  die  Jahrzahl  mit  19,  mnitiplicire  den  Rest  mit 
20,  statt  welches  Restes  man  hier  (aber  nicht  im  sogleich  Fol- 
genden) auch  die  Zahl  nehmen  darf,  die  hei  seiner  Division  mit 

3 übrig  bleibt,  addire  noch  so  viel  als  dem  erstgenannten  Rest 
an  18  fehlt,  dividire  mit  30  und  addire  den  neuen  Re.«t  zu  21. 
Man  erhält  dadurch  den  Tag  ini  März  oder  nach  Abzug  von  31 
den  im  April,  auf  welchen  der  15.  Nisan  fiel. 

Es  soll  z.  B.  der  15.  Nisan  für  das  Jahr  .33  gefunden  wer- 
den: 19  in  33  dividirt  lässt  14  zum  Rest,  was  mit  3 dividirt  2 
übrig  lässt.  Zu  20.2  = 40  wird  4 addirt,  weil  der  14  an  18  noch 

4 fehlt,  was  44  gibt;  dies  mit  30  dividirt  lässt  14  übrig.  Also 
haben  wir:  21  -1- 14  — 31  = 4,  d.  b.  der  4.  April  war  im  Jahr  33 
der  15.  Nisan. 

Dies  Resnitat  stimmt  ganz  mit  dem  bei  Wieseler,  Chrono- 
logische Synopse,  Seite  446,  angeführten,  durch  astrono- 
mische Berechnung  gewonnenen  überein.  Auch  die  anderen  dort 
aufgeführten  astronomisch  berechneten  8 Osterfeste  vom  Jahr  28 
bis  zu  36  nach  Cbr.  Geb.  stimmen  grösstentheils  mit  der  nach 
unserer  Regel  berechneten  überein,  was  auch  von  den  in  Wie- 
8 el er' B Chronologie  des  apostolischen  Zeitalters,  Seite 
115,  angeführten  astronomisch  berechneten  4 Osterfesten  gilt.  Wo 
diese  Uebereinstimmung  nicht  statt  findet,  z.  B.  im  Jahre  32,  für 

3* 
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welches  die  astronomiscbe  Rechnung  den  14.,  die  cyklische  den 
15.  April  ergibt  (gerade  hier  weicht  der  wahre  Vollmond  stark 
vom  mittleren  ab),  beträgt  die  Differenz  höchstens  1 Tag.  Bei 
den  (tlr  das  Osterfest  nach  unserer  Regel  gefundenen  Daten  im 
April  kann  man  das  Resultat  als  ziemlich  sicher  ansehen.  Un- 
sicher ist  aber  dasselbe  für  die  in  den  März  bald  nach  dem  2Ü. 
März  fallenden  Data,  bei  denen  je  frQher  sie  fallen  um  so  wahr- 
scheinlicher anzunehmeii  ist,  dass  das  Osterfest  30  Tage  später 
gefeiert  wurde.  Wenn  nämlich  zu  Ende  des  Monats  Adar  bei 
Besichtigung  der  Gerstenfelder  es  sich  zeigte,  dass  um  die  Mitte 
des  nächstfolgenden  Monats  die  Gerste  noch  nicht  reif  sein  konnte, 
so  wurde  nach  dem  Adar,  noch  vor  dem  Nisan,  ein  ganzer  Monat, 
der  Veadar,  eingeschaltet  (12  Mondenmonate  betragen  354  Tage; 
die  an  365  fehlenden  11  Tage  geben  in  weniger  als  3 Jahren 
wieder  einen  Monat).  Am  16.  Nisan  begann  nämlich  mit  dem 
Opfern  der  aus  reifer  Gerste  gebundenen  Erstlingsgarbe  die 
Aernte,  die  dann  bis  Pfingsten  vollendet  sein  musste.  Abgesehen 
von  dieser  Unsicherheit,  welche  bei  der  astronomischen  Rechnung 
eben  so  gut  statt  findet  wie  bei  der  cyklischen,  ist  die  letztere 
sehr  zuverlässig ; ja  es  scheint  sogar  wegen  der  Unsicherheit  des 
Wiedererblickens  der  Mondsichel,  dass  die  cyklische,  aufdieMe» 
tonsche  Periode  gegründete  Berechnung  vor  der  astronomischen 
den  Vorzug  verdient  Denn,  da  Meton  bereits  im  5.  Jahrhundert 
vor  Chr.  Geb.  gelebt  hatte,  und  die  Juden  der  Beobachtung  des 
Mondlaufs  grossen  Fleiss  und  grosses  Interesse  zuwandten,  so 
scheint  es  unwahrscheinlich,  dass  sie  die  19jährige  Periode  nicht 
gekannt  haben  sollten,  wenn  auch  diese  Kenntniss  von  den  da- 
maligen Schriftstellern  nicht  erwähnt  wird.  Wahrscheinlich  haben 
sie  ihre  Neumonde  cykliscb  berechnet,  aber  die  Berechnung  durch 
astronomische  Beobachtungen,  hauptsächlich  durch  genaues  Acb- 
tunggeben  auf  die  Wiedererscheinung  der  Mondsichel,  controlirt. 

Jedenfalls  kann  unsere  sehr  rasch  zu  bewerkstelligende  Be- 
rechnung des  Osterfestes  ftir  ein  gegebenes  Jahr  der  neutesta- 
mentlicben  Exegese  von  Nutzen  sein. 

Die  beiden  sowohl  für  den  Gregorianischen  als  fOr  den  Juli- 
aoischen  Kalender  aufgestellten  und  bewiesenen  Regeln  zur  Be- 
rechnung des  Wochentags  fflr  ein  beliebig  gegebenes  Datum  und 
zur  Berechnung  des  Osterfestes  irgend  eines  Jahres  finden  nicht 
bloss  im  gewöhnlichen  Leben,  sondern  auch  beim  Studium  ge- 
schichtlicher und  anderer  Urkunden  mehrfach  Anwendung.  Da- 
bei sind  sie  so  leicht  zu  gebrauchen,  dass  auch  mittelmässige 
Rechner  schnell  und  bequem,  selbst  wenn  sie  im  Kopfe  rechnen, 
damit  zu  Stande  kommen  können. 
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III. 

lieber  zwei  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Ueber  den  drei  Setten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC, 
bei  dessen  Betrachtung  wir  im  Folgenden  ganz  dasselbe  Goordi- 
natensystem  zu  Grunde  legen  werden  wie  in  der  Abhandlung 
ThI.  XXXTI.  Nr.  XVlil.,  indem  wir  zugleich  hier  auf  die  in  die* 
ler  Abhandlung  und  deren  Anhänge  entwickelten  Formeln  ein  fQr 
alle  Mal  verweisen , beschreiben  wir  gleichseitige  Dreiecke  ABC', 
BCA' , CAB',  entweder  sfimmtlich  nach  dem  iusseren  oder  nach 
dem  inneren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin,  und  wollen  nun 
ranSchst  die  Coordinaten  der  Spitzen  C,  A',  B'  dieser  gleich- 
leitigen  Dreiecke  in  Bezog  auf  das  in  Rede  stehende  Coordina- 
tensystem  bestimmen,  indem  wir  uns  erinnern,  dass  bei  diesem 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme  der  xy  der  Punkt  A der  An- 
fang, AB  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  x ist,  und  der  positive 
Tbeil  der  Axe  der  y von  AB  an  nach  der  Seite  von  C oder  nach 
dem  inneren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  genommen  worden 
ist  Bekanntlich  ist  iaV3  die  Hohe  eines  gleichseitigen  Dreiecks, 
dessen  Seite  a ist,  von  welcher  Formel  wir  sogleich  Gebrauch 
machen  werden. 

Die  Coordinaten  der  Spitze  C des  gleichseitigen  Dreiecks 
ABC  sind  offenbar: 

12 sin  C,  l^AsinC.VS; 

wo  wir  wegen  der  gebrauchten  Bezeichnungen  auf  die  oben  ge. 
nannte  Abhandlung  verweisen  und  bemerken,  dass  wir  in  allen 
Formeln  und  Gleichungen  stets  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen 
den  beiden  Ffillen  entsprechen  lassen  werden,  wenn  die  drei 
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gleichseitigen  Dreiecke  sämmtlich  nach  dem  äusseren  oder  sämmt- 
lich  nach  dem  inneren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  beschrie- 
ben worden  sind. 


Nehmen  wir  jetzt  B als  den  Anfang  und  BC  als  den  positi- 
ven Theil  der  ersten  Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
an,  in  welchem  der  positive  Theil  der  zweiten  Axe  von  BC  an 
nach  dem  inneren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  liegt;  so  sind 
in  diesem  Coordinatensysteme  die  Coordinaten  der  Spitze  A'  des 
gleichseitigen  Dreiecks  BCA'i 

i2sin.<l,  T-/2sinA.V3; 


da  non  die  primitiven  Coordinaten  von  R offenbar  ‘2RsinC,  0 sind, 
und  der  auf  gehörige  Weise  genommene  Winkel,  welchen  die 
Richtung  BC  mit  der  Richtung  AB  einschliesst,  augenscheinlich 
180"  — B zu  setzen  ist,  so  sind  nach  den  allgemeinen  Formeln 
der  Theorie  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  primitiven 
Coordinaten  von  A' : 


2Äsin  C+  ÄsiQ.4co8(i80"— Ä)  J;  ßsin  A.  V3.8in(18ü"— iß), 
ßsinil  sin(180" — B)  Äsini4.  V3.cos(180" — B)\ 


also: 


oder : 


2ßsinC — ßsini^cosß  ± ßsin  Asinß.V3, 
ßsinilsinß  ± ßsin i4cos ß. V3; 

2ßsinC—  ßsin  A(cosß  T sinß.V3), 
ReiiaA  (sin  B cos  B . V3). 


Nehmen  wir  ferner  A als  den  Anfang  und  AC  als  den  posi- 
tiven Theil  der  ersten  Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  an,  in  welchem  aber  der  positive  Theil  der  zweiten  Axe, 
um  den  bei  den  hier  zur  Anwendung  kommenden  allgemeinen  For- 
meln der  Coordinatenverwandlung  in  der  Ebene  gemachten  Vor- 
aussetzungen, wie  es  erforderlich  ist,  zu  entsprechen,  von  AC 
an  nach  dem  äusseren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  genommen 
werden  muss;  so  sind  die  Coordinaten  der  Spitze  B'  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  CAB’  in  diesem  Systeme  offenbar: 

ßsinß,  ± ßsinß.V3; 


und  folglich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Goordina- 
ten,  weil  in  diesem  Falle  der  von  der  Richtung  AC  mit  der 
Richtung  AB  eingeschlossene,  auf  gehörige  Weise  genommene 
Winkel  augenscheinlich  A gesetzt  werden  muss,  die  primitiven 
Coordinaten  von  B'  •. 
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/2sinJ7cosyi  Aaio^. V3.sin^, 

RsinB  smA  ± ßsin fi. V3.cos^; 

oder: 

iZ  siD  A (cos  ^ 7 sin  ^ . V3) , 

R sin  B (sin  A ± cos  A . V3). 

Za  besserer  Erläuterung  der  Art  und  Weise,  wie  die  positi- 
reo  Theile  der  Azen  der  im  Vorbergebenden  aogewandten  Coor- 
dinateusysteme  angenommen  worden  sind,  ffigen  wir  dem  Obigen 
die  Figur  Taf.  L Fig.  1.  bei.  . 

Im  Allgemeinen  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden 
Folgendes : 

Wenn  man,  wie  schon  erinnert,  die  oberen  nnd  unteren  Zei- 
chen stets  den  beiden  Fällen  entsprechen  lässt,  wenn  die  drei 
gleichseitigen  Dreiecke  über  den  betreffenden  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  sämmtlich  nach  dessen  äusserem  oder  särarotlich  nach 
dessen  innerem  Raume  hin  beschrieben  worden  sind;  so  sind  in 
Bexug  auf  das  angenommene  primitive  System : 

Die  Coordinaten  von  A : 

2i2sinC — Rsin^(cosi?  7 sinB.  V3), 
iZ  sin  (sin  ± cos  B.  V3). 

Die  Coordinaten  von  B’\ 

RkwsB  (cos  7 sin  /I . V3) , 
iZ  sin  A (sin  ^ ± cos  dl . V3). 

Die  Coordinaten  von  C': 

ßsinC,  TÄsinC.V3. 

Bekanntlich  ist: 

sinÖO"  = 4V3,  cos60°  = i,  tang60'*=V3; 
also  bat  man  im  Allgemeinen  die  folgenden  Formeln: 

cos  «E  T sin  o . V3  = 2 cos  (a  ± 60®) , 
sin  ffl  db  CO«  «-VS  = 2 sin  («  J;  60®) ; 

und  kann  folglich  die  obigen  Coordinaten  auch  auf  folgende  Art 
ausdrückeo : 

Coordinaten  von  A’ x 
2/Z|sin  C— sinilcos(£  ±60®)), 

2iZ  sin  A sin  (£  ± 60®). 
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Coordinateo  von  B': 

212  sin  £ cos  (^±60«), 

212  sin  B sin  (A  ± 60®). 

Coordiiiaten  von  C': 

RnmC,  T Äsin Ctang60®. 

Man  kann  auch  die  Seiten  a,  b,  c des  Dreiecks  ABC  mit- 
telst der  bekannten  Formeln: 

a = 2Ä8iiii4,  6 = 2ÄsinÄ,  c = 2ÄsinC 
einführen,  wodurch  man  erhält: 

Coordinaten  von  A'-. 
c — flcos(Ä  J;60®),  osin(Ä  i60®). 

Coordinaten  von  Ä': 

6 cos  (.<4  ±60°)»  68in(.4±60®). 

Coordinaten  von  C': 

\c,  ±ictang60®. 

Wenn  man  nur  die  Quadratwurzel  V3  positiv  oder  negativ  — 
also  nicht  bloss  positiv  wie  bisher  — nimmt,  jenachdem  die  gleich- 
seitigen Dreiecke  sämmtlich  nach  dem  äusseren  oder  sämmtiicb 
nach  dem  inneren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  beschrieben 
worden  sind;  so  kann  man  diese  beiden  Fälle  auch  in  den  fol- 
genden ganz  allgemein  gültigen  Formeln  zusammenfassen: 

Coordinaten  von  A' •. 

2ÄsinC—  Äsin.4(co8Ä — sinÄ.V3), 

Ä6ini4(sinÄ  + cosÄ.V3). 

Coordinaten  von  B' : 

Ä sin  Ä (cos  A — sin  . V3) , 

Ä sin  Ä(sin  A ± cos  A . V3). 

Coordinaten  von  C : 

ÄsinC,  — ÄsinC.V3. 

Von  diesen  ganz  allgemeinen  Formeln  werden  wir  im  Fol- 
genden vorzugsweise  Gebrauch  machen. 

§.2. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entfernung  CC  bestimmen.  Wml  die 
Coordinaten  von  C nnd  C'  respective : 
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and 


’iRcosAtAnB , 2JZsiiiif slo  B 
JtsinC,  — /2sioC.V3 


sind ; so  ist : 

CC'*=  Ä*Cico8^8iaB — sioC)*  + B*(28in^8inB  -f  slnC. V3)*, 
also,  wie  mao  sogleich  fibersieht: 

( 8inB*  + sinC* — cos  JsinBsioC  i 
\ -fsinilsinBsia  C.  V3  ) 

I8ioil*+8inB*+8iiiC* — 1 \ 

-|-  cos  A (cos  A — sin  Bsin  C)  | 

-f  sini^sinBsin  C.  V3  / 

t8in4*  + 8inB*  + sinC* — 1 v 
— cos  A cos  Beos  C | • 

■f  sin^sinBsinC.V3  ' 

Nuh  einer  bekannten  Relation  ist  aber: 


sin  -f  ■>»  B* -|- sin  C*  = 2(1  -f  cos  cos  B cos  C) , 

also  ist: 

l 4- sio^sinBsinC.  V3  ) 

(io  aas  A,  B,  C und  R Tullig  symmetrisch  gebildeter  Ausdruck. 
Ddier  ist  offenbar  überhaupt: 

AA’  = BB'  = CC' 

=s2l2  1 4*  cos  A cos  Beos  C 4-  sin  A sinB  sin  C.  V3; 

die  Spitzen  A',  B' , C der  gleichseitigen  Dreiecke  sind  von  den 
Spitzen  A,  B,  C des  gegebenen  Dreiecks,  über  dessen  Seiten 
jene  beschrieben  worden  sind,  gleich  weit  entfernt,  und  die  ge* 
■oeinschaftliche  Entfernung  wird  durch  die  vorstehende  merkwür- 
dige Formel  bestimmt 


i.  3. 

Wir  suchen  nun  die  Gleichungen  der  Linien 
AA'.  BB'.  CC. 

Die  Gleichung  von  AA'  ist  nach  1.: 
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_ fiin/l(8!D^-|-cosS.V3) 

^ 2sinC — 8in^(co8Ä  — sinÄ.  V3)*’ 


oder : 


8in  (8in  £ -f  cos  J3 . V3)  2 
->■  t2siD  C — sin  ^ (cos  ß — sinß.  V3))2/ 

Die  Gleicbong  von  BB’  ist  nach  §.  1.: 


j = 0. 


8inÄ(8in^  + co8/4.V3)  , 

2^  — sin  ß (cos  sin  ^ . V3)  — 28in  C ' 

oder: 

sin  ß (sin  ^ -f  cos  A . V3)  a:  — t sin  ß (cos  A — sin  ^ . V3)  ~ 2 sin  Cly 

= 2ßsinßsinC(sinid-f-cos^.  V3). 

Die  Gleichung  von  CC  ist  nach  §.  1.: 

an  • A • n 2 sin ^ Sin ß + sin  C. V3 , ^ » 

« — 2ßsin  J sinß  =s  — jj -jr-- — • /.-■  (*  — 2ßcos^  sinß), 

^ 2cos^sinß  — sinC 


oder,  wie  sogleich  erhellet: 

(2  sin  sin  ß -f  sin  C . V3)  x — (2  cos  ^ sin  ß — sin  C)y 
= 2ß sin  ßsin  C (sin  A -f  cos  A . V3). 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
Linien  ßß'  und  CC  durch  X,  V;  so  hat  man  zu  deren  Be> 
Stimmung  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen: 

(2sin/lsinß-|-sinC.  V3)  (2coSidsinß — sinC)K 

= 2ßsinßsin  C(sin^  4-cos^.  V3), 

sin  ß (sin  4-  cos  ^ . V3)  X — | sin  ß (cos  A — sin  . V3) — 2 sin  C|  F 
= 2ß sin  ßsin  C(sin^  -f  cos,il.  V3). 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  erhält  man  eine  Gleichung, 
io  weicher  der  Coefficient  von  X ist: 


sin^sinß-f  sinC.V3 — cos^sinß.  V3 
= sin  ^ sin  ß sin  (A  + B).  V3  — cos  ^ sin  ß . V3 
= sin  ^ (sin  ß cos  ß . V3) ; 

der  Coefficient  von  F in  derselben  Gleichung  ist: 

— cos  Jsinß-f  sin  C— sin  ^ sinß.  V3 — 2sin  C 
= — cos/isinß-f  sin(/(-f  ß) — sinAsioB.VS — 2sinC 
= sin^(cosß~-sinß.  V3) — 2sinC. 
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AIm  ist  die  dsrcfa  Sabtractk>«  der  beiden  obigen  Gleichnngen 
berrorgebesde  Gleichnng: 


StB  J (sie  B -f  c«a  • V3)  ^ 

— {2«bC — sin^CcosJ? — sinS.  V3)|  F 


0. 


Vergieicbt  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  siebt  man,  dass  X,  Y 
die  Gleichnng  tod  AA'  befriedigen,  dass  also  der  Dnrchschnitts- 
punkt  TOD  ßff,  CC  in  AA'  liegt,  oder  dass  die  drei  Geraden 
AX,  BB’ , CC  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  welches  ans 
aaf  den  folgenden  Salz  fuhrt : 


S • t K. 

Die  drei  Linien  AA' , BB' , CC  schneiden  sich  in 
einem  Punkte,  mögen  die  drei  gleichseitigen  Drei- 
ecke ABC , BCA' , CAB'  Cher  den  Seiten  AB,  BC,  CA 
des  Dreiecks  ABC  sämratlich  nach  dem  Süsseren  oder 
sSmmtlicb  nach  dem  inneren  Ranme  dieses  Dreiecks 
bin  beschrieben  sein. 


§.  4. 


Zwischen  den  Coordinaten  X,  F des  gemeinschaftlichen  Durch- 
schoittspaokts  der  drei  Geraden  AA' , BB' , CC  haben  wir  da- 
bei die  drei  folgenden  Gleichungen: 


sin.d(sinJ?  -f  cobB.V2>)X 
— |2sinC — sin^lfcosR — sinß.V3)|  F 


0. 


(28ioi4sioR  +sinC.v3)3f  — (2cos.4sinR— sinC)  F 
= 2ßsiD/fsin C(sin/1  -|-  cosil.  V3), 

»•oB (sin  A -f-  cos  A . V3)  X — 1 siu  R(cos  A — sin  A . VS)  — 2sin  C\  F 
= 2i26inRsin  C(sinyl-fcos^.V3}. 

Zur  Bestimmung  von  X,  F benutzen  wir  die  beiden  ersten 
dieser  drei  Gleichungen. 

Durch  Elimination  von  F aus  diesen  beiden  Gleichungen  er- 
halten wir; 


( (28in^sinJ8-|-8inC.V'3)[2sinC— sinil(cosR— sinR.V3)]  t 
l *~sind[(sinß-(-cosi?.V3)(2cos.^BinR — sinC)  ) 

~ iRtmB  sinC(6in  cos^.  V'3){2sinC— sin^(coS)B— sin^.  V3)  |. 
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Der  Factor  ron  X ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung 
findet: 

SsiniisinRsinC  i 2sin  C*  l 

— 2sinil*sinRcos | -f2sin^sinR*  ?V3. 

— 2sinvicos<ilsinR*  ' — 2siD^coSi4sinRcosi?  ) 

Der  erste  Theil  ist: 

8 sin  A sin  Rsin  C—  2 sin  ^ sin  B (sin  A cos  B -|-  cos  A sin  B) 

= Ssin/lsinfisinC— 2sin/l8in  JBsin  C 
= Gsin^sinßsin  C. 

Der  Factor  von  V3  ist: 

2 sin  C*  — 2sin  A sin  J9(cos  A cos  R — sin  sin  R) 

= 2sinC*  — 2sin^sinRcos(yi-f 

= 2 sin  C*  4-  2sin  sin  Rcos  C 
= 2(1 — cos  C(cos  C — sin  ^ sin  B)  | 

= 2|  1 -fcos  C[cos(J-fi?)-f  BiD^sin^l 
s=  2(1 -f  cosy4  cos  Rcos  C). 

Also  ist  der  Factor  von  X‘. 

6sini4sinRsiD  +008/1  cosRcos  C)V3. 

Ferner  ist: 

2 sin  C — sin  A (cos  B — sin  R . V3) 

= sin  C + sin(/l  + J?)  — sio/4(cosÄ— sin  JS.  V3) 

= 8inC+8inR(co8/l  + sio/I.V3). 

Also  ist,  indem  man  mit  dem  Werthe  von  X sogleich  den  ans 
dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Werth  von  F verbindet: 

_ sin  Ä sin  C(sin  A + cos  A . VS)  | sin  C+ 8infl(cos/l+8in/l.V3)  | 
~ ?sin  /I  sin  Rsin  C+  (1 + cos  A cos  B cos  C)  V3  ’ 

__  „ sin  A singsin  C(sin  A + eoaA.  VS)  (sin B + cobB.  V3) , 

~~  Ssin /I  sin  R sin  C+ (1+008/4008^2008  0)^3  ’ 

oder: 

sinRsin  Csin(/l  + 60o)  |6inC+28inRco8  (/l  + 60°)i 

3sin/l8in£sin  C+(1  + cos/4co8RcosC)V3  ’ 

sin/lsinJF8inCsin(/l  + 60'*)  sin(R+60'’) 

“ äsio/lsinR8inC+(l+co8/lcosi2co8  C)V3>‘ 
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Wenn  das  gsgebsne  Dreieck  ABC  gieicbseilig  Ut,  so  ist 


B = 

C ~ 60®,  also : 

sin(z4 — 60®)  = 

sin(Ä-60®)  = 0, 

ond, 

weil 

sin  A = sin  B 

= sin  C=  4V3t 

cos  A = cos  B 

= cos  C = 4 

lat; 

Sein  A sin  Bein  C — (1  cos  A cos  J7cos  C) 
= 3.4V3.iV3.4V3 -(l+i.i.|)V3 
__9V3  9V3  ^ 

— 8 8 


Sind  nnn  die  drei  gleichseitigen  Dreiecke  fiber  den  Seiten  von 
ABC  nach  dem  inneren  Raume  dieses  Dreiecks  bin  beschrieben, 
80  mass  man  in  den  obigen  Formeln  die  Quadratwurzel  negativ 
und  die  unteren  Zeichen  nehmen,  wodurch  man  nach  vorstehen- 
<ien  Formeln  in  diesem  Falle: 


erhllt;  es  werden  also  X,  Y unbestimmt,  was  ganz  in  der  Natnr 
d«r  Sache  liegt,  weil  ja  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  die 
Psnkte  A und  A',  B und  B' , C und  C mit  einander  zusammen- 
lalleD,  folglich  die  Linien  AA' , BB' , CC  ganz  unbestimmt  sind. 

Will  man  die  Seiten  a,  b,  c des  Dreiecks  ABC  in  die  obi> 
gen  Formeln  einfübren,  so  hat  man  sich  auf  folgende  Art  zu 
verhalten. 


Es  ist: 


sin  A = 


a 

2ft’ 


sin  iS  = 


IR* 


sinC  = 


c 

m‘* 


und  nach  einer  bekannten  Relation  ist: 


1 , . „ sinyd*-Fsinß’-Fsin6’*. 

1 -f-cosAcos£rcosC= 2 • 

aUo  ist: 

3 sin  id  sin  i?8in  C -f  (1  -F  cos  A cos  B cos  C)  V3 

_ 3aÄc-FÄ(a*-f6»-|-c*)V3 
- §K*  ’ 

ferner  ist: 
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■ r.-T-  rr  ri-rrfV-^  c + •26co8(^T60») . 

8in  C + 2sin  öcos(^+60")  = 2ß ’ 

also  ist  offenbar : 

„ 2ß6c8inM+60O)  k+26coaMT60«)l 

3o6c  + ß(a»  + 6*  |-c*)V3 

„ 4ßo6csin  {A  ± 60“)  ein  (ß+  60“) 

3<i6c+ß(a*  + 6*  + c*)V3 

Bezeichnet  A den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 
bekanntlich : 

« — 4^  ’ 

also,  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  ohigen  Formeln  einfuhrt; 

^ 26csin(^  + 60“)|c4  26cos(^T60“)l 
12^  + (o»+6*  + c*)V3 

4a6c  sin  {A  ± 60“)  sin  (ß  ± 60«) 

12^  + (o*  + 6*+c»)V3  ■ 


§.  6. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (XV)  von  dem 
Punkte  A ist: 

A»  + F«. 

Entwickelt  man  nun  die  Grösse 
sin  J*(sin  ß+ cos  B . V3)®+ 1 sin  C+  sin  B (cos  A + sin  A . v'3)  |», 
so  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

3 sin  4 sin  ß*  4 s***  C*  4 2 cos  A sin  ßsin  C 

4 2 sin  sin  ß(sin^cosß4  cos  /4  sin  ß)  V3 
4 2sin  ^ sin  ßsin  C.  V3 

=r  2 4 sin  il*  4 sin  ß*  4 sin  C*  4 2 cos  ^ sin  ßsin  C 
— 2 cos  4 4 sin  A sin  ß sin  C.  V3 

= 2 4 sin  4 sin  ß»  4 sin  C*  — 2 cos  ^ (cos  — sin  ßsin  C) 

44sin^8inßsin  C.  V3 

= 24sin^4sinß®4sinC*  4 2cos/4tcos(ß4  6’)4sinßsin  C 
4 4sin^  sin  ß sin  C.  V3 

— 24  sin  4*4  sin  ß®  4 sin  C*  4 2cos  4 cos  ßcos  C 

4 4sin4sin  ßsin  C.  V3, 
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oad  folglich,  weil  bekanntlicb 

sin/4*  + «inÄ*  + sin  C*  = 2(1  + cos  Acoa Beos  C) 
ist: 

4 (1  -f-  cos  A cos  B cos  C -f  sin  ^ sin  i3  sin  C.  V3). 

Bezeichnen  wir  die  bekanntlicb  gleichen  Entfernungen  AA', 
BB' , CC'  dnreh  E,  so  ist  nach  §.  2.: 

E =z  2RST l-f-cos^cosiScosC-l-sin^sin^sin  C.  V3; 

ond  wenn  wir  nun  die  Entfernungen  des  Punktes  (XT)  von  den 
Pankten  A,  B,  C durch  Ej,  Eb,  Ec  bezeichnen,  so  ist  nach 
Vorstehendem  und  nach  §.  4.  offenbar,  wenn  wir  zugleich  die 
Zeichen  gehörig  vertauschen: 

sin  Ä*sin  C*(siny4  + cos/l . V3)* 

^ t3sin^sin^sinC-f  (1 -f  cos^cosßcosC)  V3|*’ 

pm_  Pf sinC*sinyj*(sing-|-co8^.V3)* 

iSsin^sin^siiiC'-f  (1  +cos^cosÄcos  C)V3|*’ 

rj  — rs  ein/4*8inB*(sinC  + co8C.V3)*  _ 

(3sin^sioiB8inC-|-(l -f  cu8/4cosi?co8 C)  ' 

Wir  wollen  jetzt: 

sin^  sin  C(sinil -i- cos^.  V3) 

3sin^sin^sin  C' -k  (1  + cos^  cos^  cos  C)V^  ’ 

_ sin  Csin^(sinB-|'C08£.  V3) 

■®  3sin/l  sin^  sin  C -k  (1 +co8^  cos£  cosC)  V3* 

_ , sin  sin  Jg  (sin  C -k  cos  C.  V3) 

Ssin^d  sin^  sin  C + (1  + eos^  cos  B cos  C)  V3 

setzen.  Nach  bekannten  Relationen  ist: 

sin  B sin  C(sin  A -k  cos  A . V3) 

-k  sin  Csin /d  (sin  i? -k  cos  V3) 

-k  sin  A sin  B (sin  C -k  cos  C.  V3) 

= 38in^sini2sin  C 

-k  (cos  A sin  £sin  C-k  sin  /d  cos  £sin  C-k  sin  A sin  B cos  C)  V3 
= 3 sin  ^ sin  i?  sin  C 

+ (sin  A*  + sin  jB*  -k  sin  C*) . JV3 
= 3sin^sin  £sin  C-k  (1  -k  cos^cosÄcosC)  V3, 

was  nach  dem  Obigen  unmittelbar  zu  der  bemerkenswertben  Re- 
lation: 
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£y  + J5ji'  + £c'  = £ 

führt. 

Natürlich  kann  man  die  obigen  Formeln  auch  anf  folgende 
Art  ausdrücken: 

p 8ing*8inC*ain(/<^60°)* 

^ |38in^8infi8inC-|'(l -f  co8^cosiSco8C)V3)** 

, ein  C*8in  i4*8in(Jg  J;60**)* 

1 3sin  ^ 8in  jB 8in  C -f  (l  4-  co8  A cos  B cos  C)V3|*  * 

8in^*sin  ß*8in(CJ:60“)’J ^ 

|3sin/4sio£siD  C4-(f  + cos^cosÄco8  6')V'3|*  * 

und : 

„ , „„ sin gsin Cstn (A jb^O) 

^ 3sin/4sin£sin  C-f- (f + cos^cos^co8C)V3* 

„ ,_np sin  Csinv!l8in(iB 4:60°) 

* "3sin^sin£sinC -f  (1  + cos/lco8iBco8C)V3* 

_ qp sin  ^ sing  sin  (C+ 60*0 

^ ~ ^3a\nA  singsinC-l'  (1  + cos^  cosgcosC)  V3* 

Weil  nach  dem  Obigen: 

4(1  + cos  A cos  gcos  C+  sin  ^ sin  ßsin  C.  V3) 

=8in  ^4*(sin  g+  cos  ß.  V3)*+  |sin  C+  sin  B(coa  A + sin  V3)  I* 
ist,  so  ist 

1 + cos  A cos  B cos  (7  + sin  ^ sin  ßsin  C.  V3 

stets,  man  mag  V3  positiv  oder  negativ  nehmen,  eine  positive 
GrOsse.  Nimmt  man  nun  zuerst  V3  positiv,  so  ist 

l+cos^cosßcos  C + sin^sinßsin  C.  V3, 

und  folglich,  wenn  man  mit  dem  positiven  V3  multiplicirt,  auch 

(1  + cos^cosßcosG)  V3+3sin^sing8in  C 

oder 

3 sin  A sinßsin  C+  (I  + cos  A cosßcos  C)  V3 

positiv.  Nimmt  man  V3  negativ,  so  ist  nach  dem  Obigen 

1 + cos  cos  ßcos  C—  sin  ^ sin  g sin  C.  V3, 

wo  nun  V3  positiv  zu  nehmen  ist,  eine  positive  Grosse;  also  ist, 
wenn  man  mit  dem  positiv  genommenen  V3  multiplicirt,  auch 
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(1  + cos  ^ cos  Ä cos  C)  V3 — 3 sin  sin  ß sin  C 
positiv,  folglich 

3sin^sin  ßsin  C — (1  + cos  ^ cos  ß cos  (7)  V3 

neealiv.  Hiernach  ist  also  der  Nenner 

3sin^sinHsin  C + (1  + cos^cosÄcos C)  V3 

stets  positiv  oder  negativ,  jenachdem  man  V3  positiv  oder  nega* 
tir  nimmt. 

Betrachten  wir  nun  die  Grössen  und  Ji^y  näher,  welche 
Betrachtung  sich  dann  in  gleicher  Weise  natürlich  auch  auf  £s 
md  Eß'  und  auf  £c  und  £c'  ohne  Weiteres  anwenden  lässt. 

Wenn  die  gleichseitigen  Dreiecke  sänimtlich  nach  dem  äus- 
seren Raume  des  Dreiecks  hin  beschrieben  sind,  muss  man 

in  den  obigen  Formeln  die  oberen  Zeichen  und  V3  positiv  neh- 
mea,  wo  also  der  Nenner  positiv  ist.  Weil 

0 < ^ < 180“ 

ist,  so  ist 

f)0«  < /I  f ßO«  < 240", 

also  sin(/4  +60")  positiv  oder  negativ,  jenachdem  + + 60"  zwischen 
W)“  und  180"  oder  zwischen  180"  und  240",  jenachdem  also  A 
r'rlschen  0 und  120"  oder  zwischen  120"  und  180"  liegt.  Weil 
t>an  der  Nenner  positiv  ist  und  auch  sin+,  sin.ß,  sin  C nur  posi- 
tiv sein  künoen,  so  muss  man  offenbar 

£t  = + £y 

setzen,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
•t  zwischen  0 und  120"  oder  zwischen  120"  und  180"  liegt, 
^'immt  man  aber  £a  nicht,  wie  bisher,  bloss  positiv,  sondern 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  + zwischen  0 und  120"  oder 
zwischen  120"  und  180"  liegt,  so  kann  man  allgemein 

£a  = £a' 

*?tzen.  Das  Gleiche  gilt  natürlich  auch  von  A’b  und  £b'  und 
ton  Ec  und  £c'-  Wenn  man  also 

£a,  Eb,  £c 

pojitiv  oder  negativ  nimmt,  jenachdem  die  entsprechenden  Winkel 

+ , B,  C 

Th.il  XLVIII.  i 
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I 

1 


! 


jeder  natürlich  für  sich,  zwischen  0 und  120**  oder  zwischen  120" 
und  I80‘’  liegen,  so  ist  allgemein : 

— Ea'  , Eb  = Eb'  , Ec  = Ec'  •,  ] 

und  nach  dem  Obigen  folglich : 

Ea + Eb  + £c  = E 

zu  setzen. 

Wenn  die  gleichseitigen  Dreiecke  sämmtlich  nach  dem  inne-  1 
ren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  beschrieben  sind,  muss  man  ( 
in  deo  obigen  Formeln  die  unteren  Zeichen  und  V3  negativ  neh- 
men, wo  also  der  Nenner  negativ  ist.  Weil  ' 

0 < ^ < 180«  ; 

ist,  so  ist; 

- 60"  A-  60"  < 120",  I 

also  sin(/l — 60")  negativ  oder  positiv,  jenachdem  A — 60"  zwi- j 
sehen  — 60"  und  0 oder  zwischen  0 und  120",  jenachdem  also  A | 
zwischen  0 und  60"  oder  zwischen  60"  und  180"  liegt.  Weil  nun 
der  Nenner  negativ  ist,  und  sin.^1,  sin£,  sin  C nur  positiv  sein 
können,  so  muss  man  ofTenbar 


Ea=±  Ea' 

setzen,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem] 
A zwischen  0 und  60"  oder  zwischen  60"  und  180"  liegt.  Nimmt 
man  aber  Ea  nicht,  wie  bisher,  bloss  positiv,  sondern  positiv) 
oder  negativ,  jenachdem  A zwischen  0 und  60"  oder  zwischenj 
60"  und  180"  liegt,  so  kann  man  allgemein 

Ea  = Ea' 


setzen.  Das  Gleiche  gilt  natürlich  auch  von  Eb^wAEb'  und  von' 
Ec  und  Ec' . Wenn  man  also 

Ea,  Eb,  Ec  ' 

positiv  oder  negativ  nimmt,  jenachdem  die  entsprechenden  Winkel 

A,  B,  C 

natürlich  jeder  für  sich,  zwischen  0 und  60"  oder  zwischen  60" 
und  180"  liegen,  so  ist  allgemein 

Ea  — Ea'  , Eb  = Eb'  , Ec  = Ec' ; 

und  nach  dem  Obigen  folglich : 
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Ea  + Eb  + Ec  ~ E. 

Wenn 

ü < ^ < 120», 

0 < Ä < 120». 

0 < C < 120» 

ist,  so  ist : 

0 < ^ + ß+C<360», 


worin  kein  Widerspruch  liegt. 


Wenn 


ist,  so  ist 


120»  <A<  180», 
120»  <B  <,  180» 

240»  < < 360«, 


was  nicht  muglich  ist;  daher  können  nie  zwei  der  Winkel  A,  B, 
C zwischen  120»  und  180»  liegen. 

Wenn 

0 < ^ < 60». 

0 < ß < 60». 

0 < C < 60» 

st,  so  ist 

0 < A + B+C  < 180», 


"«in  kein  Widerspruch  liegt. 

Wenn 

60»  < ^ < 180», 

60»  < ß < 180». 

60»  < C < 180» 

st,  so  ist 

180«  < .4  + ß+C<540», 


sas  nicht  möglich  ist;  also  können  nie  alle  drei  Winkel  A,  ß, 
' zwischen  60»  und  180»  liegen. 

Den  Nenner 


3 sin  sin  ß sin  C + (1  + cos  A cos  ß cos  C)  V3 
'ZOD  man  noch  auf  eine  andere  bemerkcnswerthe  Art  ausdrücken. 


Es  ist  nämlich: 


4* 
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Grüner t;  Leber  awei  merktcürdige  Punkte 
4 sin  A sin  ßsin  6’  = 2 cos  {A  - B)  sin  C— 2cos  {A  + B)  sin  C 

z=  sin(/4  — Z?  + C)  + sin(— ^ + C) 

— sin(^  +^+C)  + siii(^  + ß— C) 

= sin(-^  + ß + C)  + sin(.i-ß+C)+sin(^  + Ä— C). 

4 cos  A cos Z? cos  C = 2 cos {A-B) cos  C+  2 cos (A  + B) cos  C 

Z=  cos(,A  — B+C)  + co8i-A  + B+C) 

+ cos  (A-\' B C)  cos  (A-{-  B C) 

=-l-{^co8{-A-\^B+C)-{-cos(A-BA-C)  + co8iA  + B—C). 

Also  ist: 

sin  A sin  ß sin  C.  V3+  (1  + cos  ^ cos B cos  C) 

: i|8in(-^+ß+C)  + sin(/4  — + 

+ l-i+J!cos(-^+ß+C)  + c«s(^-^+^Hcos(^+ß-C)| 

gin  (__  ^ + ß + C)  lang  00"  + cos  (—  ^ + /^  + C) 

+ sin(i4— B + Otang60°+cos  (A—B  + C) 

+ sin  (^  + ß — C)  tang  60«+  cos  (/I  + ß — C) 

cos( — A-\-B-{'C — 60°)  I 
+ cos(+  — B C 60°)  > 

+ cos(i4  + ^ — ' 

= • — 4 1 cos  (2+  + 60°)  + cos  (2ß  + 60°)  + cos  (2  C + 60°)  1 , 

WAM 

— + + i?  + C— 60°  = 180°—  (2+  + 60°) , 

^ - ß + C - 60°  = 180«  - (2ß  + 60°) , 

^ + ß - C-60«  = 180°  - (2C  + 60°) 
ist. 

Ferner  ist: 

sin  A sin  ßsin  C.  V3  - (1  + cos  A cos  ß cos  C) 

_ itsin(— + + + sin(+  + ß— C)1  V3 

_ 1 + 4-i{  cos  (-^+ß+C)  + cos  (^-B+  C)  + cos  (++ß-C)  I 
sin(-^+ß+C)tang60«-cos(-yl  + Ä+C)  1 
+ 8in(/l-«+Ota°s60°-cos(^-l{+C)  j 

+ 8in(+  + -ß-C)tang60°-co8(^  + Ä-C)  ) 
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cos(-^  + ß+C+60“) 

+ cos(/4  — /?+  C + 60O) 

+ cos(^  + Ä-C+60») 

= — J + 4 1 cos  (2^  — 60«)  + cos  (2ß  - 60«)  + cos  (2C-60«)  I, 
iveil 

— ^ + ß + C+ 60«  = 180®  - (2.1  — 60«) . 

.1  - ß+ C+60«  = 180«— (2ß— 60«) , 

.4  + ß - C+ 60«  = 180«  — (2C- 60«) 
isL 

Folglich  ist: 

sin.lsinßsin  C.V3+  (I  f cos/lcosßcos  6’) 

= ± I T 4 1 cos  (2.4+60«)  + cos  (2ß+60«)  + cos  (2C+60«)  1 . 


3 sin  .4  sin  ß sin  C + (1  + cos  A cos  ß cos  C)  V3 
= + 1 5 — 4 [cos  (2.4  + 60«)  + cos  (2ß + 60«)  + cos  (2C+  60«)]  | V3 , 

and  wenn  man  V3  nach  den  obigen  Regeln  positiv  und  negativ 
nimmt,  allgemein: 

3sin^4sinßsin  C+(l  + cos/4cosßcos  C)  V3 
= I J — 4 [cos  (2A  + 60«)  + cos  (2ß  + 60«)  + cos  (2  C+  60«)]  | V3. 

Es  ist  aber : 


cos  (2.4  + 60«)  + cos  (2ß  + 60«)  + cos  (2C+  60*') 

= 2 cos  (.4  + ß Jb  60«)  cos  ( J — ß)  + 1 - 2 sin  ( C + 30«)*, 


also,  weil 


folglich 


and  daher 
ist; 


(.4  + ß+60«)  + (C+30«)  =1 


270« 

90«’ 


.4+ß  + 60« 


270«  - (C  + 30«) 
90«-  (C  — 30«)’ 


cos(.4  + ß+  60«)  = + sin  (C+30«) 


cos  (2.4+60«)  + cos(2ß  + 60«)  + cos(2C+60«) 
= l + 2sin(C+30«)cos(+— ß)— 2sin(C+30«) 
= l+2|cos(.4  — ß)  +sin(C+30«)|sin(C+30«) 
= 1 T 2 1 cos  (.4  — ß)  + cos  (C+  60«)  1 sin  (C+30«), 
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weil 

C db  30«  = (C  T 600)  db  90«, 

and  folglich 

sin  (C  + 30«)  = ± cos  (C  T 60«) 

ist.  Also  ist : 

cos  + 60«)  + cos  (2JS  ± 60«)  + cos  (2C  + 60«) 

= 1 + 4 cos  i(— ^ + ZJ  + C+  60«)  cos  - .B  + C T 60«)  sin  ( C ± 30«) 

=lT4cosi(-^+B+6’+60«)cosJ(/l-B+C+60o)cos4(i4+B-C+60«), 
weil 


(C+30«)  +J(^+B— CT60«)  = 4(^+B+  C)  = 90«, 
und  folglich 

sin(C+30«)  = cos4(.4  + B-CT60o) 


ist.  Also  ist  der  obige  Nenner  ancb : 
t i + 2 cos  4(— /I + B + C+ 60«)  cos  — B + C + 60«) 

X cos  4(^  + B — C + 60«) ) V3, 

die  Quadratwurzel  V3  immer  nach  den  obigen  Regeln  gehörig 
positiv  und  negativ  genommen.  Wollte  man  die  Quadratwurzel 
nur  positiv  nehmen,  so  müsste  man  den  Nenner  schreiben: 

± li  + 2 cos  4(— J + B + C + 60«)  cos  4(^  — B + C + 60«) 

X cos  4(^  + B — C T 60«)  1 V3. 

Weil 

1 cos  (2^  — 60«)  + cos  (2B  — 60«)  + cos  (2C— 60«)  1 
>-  1 cos  (2A  + 60«)  + cos  (2B  + 60«)  + cos  (2  C + 60«)  | 

= ä(siii2/l  +sin2B+sin2C)sin6Ü« 

= (sin  2.^  + sin2B  + sin2C)  V3 
und  nach  einer  bekannten  leicht  zu  beweisenden  Relation: 
sin 2/4  + sin2B  + sin2C  = 4 sin /4 sin  B sin  C 
ist,  so  ist: 

|cos(2/4— 60«)  + cos(2B— 60«)  +cos(2C— 60«)| 

— { cos  (2A  + 60«)  + cos  (2B  + 60«)  + cos  (2C  + 60»)  1 
= 4V3.  sin /fein  B sin  C, 

i 
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also,  n-eil  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
offenbar  positiv  ist : 

I cos(2/4  - W)  + cos  (2/i— tW)  + cos(2C— 60«)l 
> t cos  (‘iA  + 60«)  + cos  (2  B + 60«)  + cos  (2C  + 60«) 

Weil  2^  <360«  ist,  so  ist  2.d  — 60«  < :i00".  also: 

2/1 -60«  <^- 

Ist  nun  '2,A — 60**  positiv,  so  ist  2^1 — 60«  der  absolute  Werth 

5tc 

von  ’IA — 60«,  und  dieser  absolute  Werth  folglich 

jegen  2^ — 60«  negativ,  so  ist  60« — ‘lA  der  absolute  Werth  von 
2A  — 60**,  und  dieser  absolute  Werth  ist  also  nicht  grösser  als 

60“  oder  ^ , folglich  ■<  ^*  Es  ist  also  der  absolute  Werth  von 

2d  — 60*^  immer  kleiner  als  -j-,  und  Dasselbe  gilt  natürlich  auch 

von  2B — 60«  und  2C  — 60«.  Daher  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  *)  2 der  grösste  Werth,  welchen 

cos  (2^— 60«)  + cos(2ß— 60«)  + cos  (2  C— 60«) 

erreichen  kann,  und  diesen  Wertb  kann  nach  dem  Obigen 

cos  (2/1  +60«)  + cos(2ß+00«)  + cos(2G  + 60**) 

1 

niemals  erreichen. 

Weil  der  grösste  Werth  von 

cos  (2/1— 60«)  + cos(2ß— 60**)  + cos(26’— 60«) 

nach  Vorstehendem  | ist,  so  ist  von 

i \ cos  (2/1  ^60«)  + cos  (2ß—  60«)  + cos  (2C  - 60'*) ! 

der  grösste  Werth  »,  und  daher 

I — i|cos(2/l— 60«)+  cos(2ß— 60**)  +cos(2C— 60«)| 

eine  positive,  folglich  nach  dem  Obigen,  wenn  man  V3  nega- 
tiv nimmt: 

3 sin  /Isin  ßsin  C — (1  +cos/lcos  B cos  G)  v3 
= - 1 • _ 1 [cos  (2/1—60«)  + cos  (2/i  - 60«)  + cos  (2C-  tiO«)]  VS, 

*)  M.  s.  den  Anhang  zu  dieser  Abhandlung. 
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wo  nun  natürlich  V3  positiv  ist,  eine  negative  Grösse,  was  wir 
oben  schon  auf  andere  Art  erkannt  haben. 

Dass 

3sin  .itlsin  B sin  C + (1  + cos^cos^cos  C)  V3 

mit  positiv  genommener  Quadratwurzel  V3  positiv  ist,  versteht 
sich  von  selbst,  weil  offenbar 

sin  sin  ß sin  C und  1 f cos.<d  cos  £ cos  6' 
jederzeit  positive  Grössen  sind. 

Da  die  Kenntniss  des  Vorzeichens  des  Nenners  in  unseren 
obigen  Ausdrücken  von  Ea' , Ea' , Ec  hier  von  ganz  besonderer 
Wichtigkeit  ist,  schien  es  uns  zweckmässig,  die  vorstehende,  an 
sich  instructive  Darstellung  der  früheren  noch  beizufügen. 


§.  6. 

Wir  wollen  nun,  indem  wir  den  Punkt  (XY)  durch  O be- 
zeichnen, den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  AOB  des  gleich 
bezeichneten  Dreiecks  zu  bestimmen  suchen. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  den  Punkt  B als  den  Anfang  und 
BA  als  den  po.siliven  Theil  der  ersten  Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensysteins  an,  in  welchem  der  positive'  Theil  der  zwei- 
ten Axe  von  BA  an  nach  C hin  liegt,  und  bezeichnen  in  diesem 
Systeme  die  Coordinaten  von  O oder  (XY)  durch  X',  Y'.  Dann 
haben  wir  nach  §.4.  die  folgenden  Formeln: 

sin/i  sin  6’(sinyt  -|-  i'os^-1.  v'3)isinC+sinß(cos/l+siny4.'V^3)! 

3sin.-lsinZtsin  C’+ (1  + cos.^lcosiSco8  6’)  V3 

„ sin sin  gsin  C’(sin/1  cosA.'\/3)  (sinB-j-  cos  B .V3)  _ 

3sin  *4sin ßsin  G |- (1 -Fcos.^lcosÄcosC)'i/3  ’ 

und : 

sin.dsin  C (sin g-f- cos^.  VO)! sin C-}-sin^(cos^-f  sing.  V3)i 

3sin  ^4  sinÄ'sin  6’-|- (1  + cos.dlcosÄcos  C)  V3  ’ 

^sin  ßsin  C(sin  A -|-  cos  A.V3)  (sin  jB-J-cos  B.YS)  , 

3siu /tsiu  iBsin  C + (1  + cosylcos  ßcos  C’)V3  ’ 

also : 

X sinC+sinß(cos^-l-sln/4.V'3)  X' sinC-fsin.^(cos^-psin^.V'3) 

Y~~  sin  A (sin  ß + coB B . V3)  ’ Y'~  sin  £(sin/l  4 cos.^. 'V'3) 
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Eottvickelt  man  nun 

A A' 

,-+  j,. 

so  er<;iebt  sieb  als  Zähler: 

sin  ß (sin  A + cos^ . V3)  |sin  C + sin  ß(cos  A + sin  \^3)  1 
+ sin  A (sin  B + cosB.  V^3)|sin  C + sinJ  (eos£  + sinß.  V3) ! 

= 2sin.'4siii  ßsin  C+ cos^sin  Äsin  C.  v^3 
-f  sin  /I  sin  B sin  C.  V'3 

+ sin  ß*(siii  A + cos^.  V^3) (cos  A + sin^.  V3) 
+ sin^-(sin  B + cos  Ä.  VZ)  (cos  B + sinÄ.  V3) 
= 2sin /4sin  Äsin  C + sin  C®.  V3 
+ 4sin  jJcos  A sin  Ä*  + sin  Ä*.  V3 
+ 4sinÄcosÄ  sin-d®  + siii/4*.  V/3 
= 6sin^  sin  Äsin  C + (sin^i®  -f  sin  Ä®  + sin  C~)  V3 
= 6sin^4  sin  Äsin  C + 2(1  -|-cosylcosÄcos  C)  V3, 
nach  einer  bekannten  Relation.  Also  ist: 

X X' 2{3sin.<4  sin  Äsin  C+  (l  + cos  /I cos Ä cos  C)  V'Sl 

F ^ Y'  sin*4sinÄ(sin.'l  + cos.i4.  V3)(sinÄ-|-cosÄ.V3) 

Entwickelt  man  ferner 

A X' 

1 ff" 

so  ergiebt  sich  als  Zähler: 

sin  .(4  sin  Ä (sin  /I  + cos  .(4 . V3)  (sin  Ä + cos  Ä . V3) 

. — |sinC-fsin/4(cosÄ  + sinÄ.V3)l|sinC+sinÄ(cosy4  + sin^.  V3)l 
= sin.<l^sin  Ä®  -f  3 sin  A cos  y4  sin  Ä cos  Ä + sin  .i4  sin  Äsin  C.  V3 
— sin  C® — sin.fi  sin  C(cosÄ  + sin  Ä . \/3) 

— sin  Äsin  C(cos.fi  + sin/4  . V3) 

— sin  .fi  sin  Ä(cos  A + sin  A . V3)  (cos  Ä F sin  Ä.  V3) 

= — 2 sin .f4®sinÄ*  + 2 sin f4cos.fi sin  ÄcosÄ  — 2sin  C® 

— 2 sin  f4  sin  Ä sin  C.  V3 

= — 2sin  f4sin  Beos  C — 2 sin  C®  — 2 sin  f4  sin  Äsin  C.  V3 
= — 2 + 2cosC(cos  6’  — sin  i4sinÄ)  — 2sin  .fisin  Äsin  C.  V3 
2(1  F cos  A cos  Beos  C+  sin  A sin  Äsin  C.  V3) , 
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und  es  Ist  folglich  ; 

^ A' 2(1  + cos/4  cos  ßcos  C + sin  A sin  ßsin  C.  'V'3) 

¥ ¥'  sin  .-isin  JS(sin /4+cos/f . V3)  (sinß+cosß.  V3) 

Also  ist: 


X X' 

y+  f 


1 — 


A X 
¥¥' 


folglich  : 


3 sin  ^siii  ßsin  C + (I  + pos  A cosÄ  cos  C)  \/3 
1 + cos  A cos  ß cos  6’-|-  sin  A sin  ^sin  ü.  V^S 

3 sin  sin  ßsin  C + (1  + cos /lens  ßcos  C)  V3 
3 sin  i-lsin  Äsin  Ä-f  (I  + cos ^ cos  ÄcosC’^  V3'^  ’ 


A A' 

F + r 
X X 
1 F‘  r 


-V3, 


wo  man  V3  positiv  oder  negativ  nehmen  muss,  jenachdem  die 
gleichseitigen  Dreiecke  nach  dem  äusseren  oder  nach  dem  itine- 
ren  Raume  des  Dreiecks  ABC  hin  heschrieben  worden  sind. 


Wir  «vollen  nun  den  ersten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
Fälle,  in  welchem  V3  positiv  zu  nehmen  und  nach  dem  Vorher- 
gehenden also; 


A A' 
F+  F' 
A 

1 - F'  F' 


zu  setzen  ist,  betrachten. 

Auf  AB  denken  wir  uns  in  A und  B zwei  Perpendikel  JUJU' 
und  NX'  errichtet.  In  den  folgenden  Figuren  ist  das  absicht- 
lich nicht  verzeichnete  Dreieck  ABC  oberhalb  AB  liegend  zu 
denken. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  2.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  MABN  liegt,  so  ist: 

A=  + /1D,  F=+DO;  A'  = + ÄD,  F'=+DO; 


also : 


A ^ 

F+  Y' 


1 — 


A X’ 

FF' 


AD  BD 
DO^jJq^ 
. A D BJl 
^~DÖ'  DO 


= taug  (/lOD  -f  BOD) 


= tang  AOB~  — V‘3 , 
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folglich : 

Z AOB  = 1-20«. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  I.  Pig.  3.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  A■^^AM  liegt,  so  ist: 

X = — AD,  Y=\UO-,  X'=^^BD,  Y'  = \DO-, 

also; 

ßll  BD  AD 
r+  V'  DO~DO  _ DO  DÖ 

JgQ  aD 

l+yy,  ^ + DO’DO  ^^DODO 

— tang(ff  OZ>  — AOD)  — tsto^AOB  = — V3, 

folglich : 

Z AOB  = 120», 

was  ungereimt  ist,  da  AOB  offenbar  nur  «•"  snitzp' VVinkel  sein 
kann;  daher  kann  der  Punkt  O in  dem  Raiioie  A^AiU  nicht  liegen. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  4.  uer  Pi^ukt  O in  dem 
Raume  BiBN  liegt,  so  ist: 

X—  + AD,  Y=  + DO;  X'  = — BD,  Y'=  + DO; 

also: 

X AD  B^ 

F'*'  Y'  DÖ~ DO 

~X^X'  ~ OD-BOD)=UingA  OB=-V^, 

1-yyi  ^ + Dö‘DÖ 

folglich  : 

= 120», 

was  ungereimt  ist,  da  AOB  offenbar  nur  ein  spitzer  Winkel  sein 
kann ; daher  kann  der  Punkt  O in  dem  Raume  Bi  BN  nicht  liegen. 

W'enn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  5.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  ßl'ABN'  liegt,  so  ist: 

X=  + AD,  Y=—DO-,  X'=\BD,  Y'=—DO, 

also : 


AD  BD 
DO^DÖ 
AD  ^ 
^ DÖ' DO 


= — tang(.(40Z>  + ß0/>) 


= — tang  AOB  — — V3, 
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folglich ; 

tang/lOß  = V3, 

also: 

^AOB  = W>. 

Wenn  mit  R.iicksicht  auf  Taf*  I.  Fig.  6.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  AiAM'  liegt,  so  ist: 

X = — AD,  Y=-DO;  X'  = ^BD,  Y'=  — DO; 

also : 

X ^ AD  BD  BD  ^ 

Y^  Y'  _ DÖ  DO  DÖ  DÖ 

X ^ ^ Bp—  AD  BD 

Y' Y'  *+Z)Ö  />Ö  DO  ’ DO 


= — tang(ßOD — AOD)  = — i&n^AOB  = — V3, 


folglich : 


also : 


i&n^AOB  =z  V3, 
Z AOB  = 60^ 


Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  7.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  BiBX'  liegt,  so  ist: 

X=A^AD,  Y=—DO;  X'  = -BD,  Y ——DO, 

also; 

AD  BD 

^ÄITBD  = “ OD~  BOD) 
^^TTÖ’  DÖ 

— — taug  A OB  = — V3, 

folglich : 

tang.i40ß  = V3, 

also : 

^AOB  = m>. 

Als  allgemeines  Resultat  ergiebt  sich  aus  dieser  Betrachtung 
das  folgende : 

Der  Punkt  O kann  nur  oberhalb  AB,  also  auf  einer  Seite 
von  AB  mit  dem  Dreiecke  ABC,  in  dem  Raume  MABN,  oder 
unterhalb  AB,  also  auf  entgegengesetzter  Seite  von  AB  mit  dem 


X X' 
F+  r 


X IC 
Y'  Y' 
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Dreiecke  ABC,  liegen;  im  ersten  Falle  ist  ^^OÄ=120'*,  im 
zweiten  Falle  ist  ^/4Oß  = 60‘’. 


Wir  wollen  ferner  den  zweiten  der  beiden  obigen  in  Rede 
stellenden  Fälle,  in  welchem  V3  negativ  zu  nehmen,  und  nach 
dem  Obigen  also : 


X A' 

y+  y> 

X A' 

j y yr 


= V3 


zu  setzen  ist,  betrachten. 


Wenn  wieder  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  2.  der  Punkt  O 
io  dem  Raume  AlABX  liegt,  so  ist: 

X=^AD,  Y=\DO-,  A'=  + /?Z),  F'=  + /)0; 


X X AB  BP 

-y+ y>  BO^  BO 

X X'~  ^ BB 

^ y ^ BO  ' Bö 


tang(^Oö  + BOB) 


folglich : 


= tang.dlOiS  — V3, 
AAOB  = 60®. 


Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  3.  der  Punkt  O in  dem 
ßanme  A^AM  liegt,  so  ist: 

X=  — AB,  Y=\BO-,  A'=  + RZ>,  F = + Z)0; 

also: 

J7+  y,  ^ jjfj  lyfj 

1 2P~x  , bb~ab 

YY'  BO'  BO  ^^BÖ'BÖ 

= tang  {BOB  — AOB)  = \^n^AOB  = V3, 

folglich : 

.dAOB  = m>. 


Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  I.  Fig.  4.  der  Punkt  O in  dem 
Kaame*.ßi^iV  liegt,  so  ist: 

X=A^AB,  r=  + Z>0;  A'  = — JSZ>,  F=  + Z>0; 
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also : 


X A' 

jr+  Y' 


1 — 


X ^ 

y y, 


AD  BP 

~~ÄD^6D  = - BOD) 

^^DÖ'DÖ 


~ iixn^AOB  = V3, 

folglich  : 

AAOB  = m^. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  5.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  M'ABN'  liegt,  so  ist: 

X=yAD,  Y=-nO-,  X'  = A^BD,  Y’  = — DO-, 

also: 


X X' 

Y+  Y' 

1 y-  y, 


AD  BP 
DO^  DO 


1 — 


AD  BP 
DO  ' DO 


= — tang(^OD  + BOD) 


folglich : 


also : 


= — tang^Oß  = V3, 


Xm%AOB  = — V3, 


Z.AOB  — l'iQf^. 


Wenn  mit  Rücksicht  auf  Taf.  1.  Fig.  6.  der  Punkt  O in  dem 
Raume  AiAM'  liegt,  so  ist: 

X=  — AD,  Yz=  — DO-,  X'  = yBD,  Y'=z~DO-, 

also: 

F+ F'  _ DO  DO  _ DO~ DO 
A ,,BDAD 

I—  F"r  DO' DO  ‘+Z>0'27Ü 

= - tang (BOD- A OD)  = — taug AOB=Vi, 


folglich : 

X&ngAOB  — — V3, 

also : 


Z^OiB=  12Q0, 
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'vas  ungereimt  ist,  da  AOB  offenbar  nur  ein  spitxer  Winkel  sein 
kann;  daher  kann  der  Funkt  O in  dem  I^aume  A^AM'  nicht  liegen. 

Wenn  mit  Rücksicht  auf  Tat'.  I.  Fig.  7.  der  Funkt  O in  dem 
Raume  ßgBN'  liegt,  so  ist: 

X=  + AD,  Y=  — I)0;  X'  = — BD,  r = — l)0; 


also : 


XX' 
y Y' 


1 


AD  ^ 
DÖ  DO 
AD  BJ) 
‘ + DO  1)0 


tang(/10/>—  BOD) 


folglich : 


also : 


= — \an"  AOB  = V3, 


tang/40/?  = — V3, 
Z.AOB=  1-200, 


was  ungereimt  i.«t,  da  AOB  offenbar  nur  ein  spitzer  Winkel  sein 
kann;  daher  kann  der  Funkt  O in  dem  Raume  B^BN'  nicht  liegen. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  das  folgende  allgemeine 
Resultat : 

Der  Punkt  O kann  nur  oberhalb  AB,  also  auf  einer  Seite 
von  AB  mit  dem  Dreiecke  ABC,  oder  unterhalb  AB,  also  auf 
entgegengesetzter  Seite  von  AB  ndt  dem  Dreiecke  ABC,  in  die- 
sem Falle  aber  nur  in  dem  Raume  M'ABN'  liegen;  im  ersten 
Falle  ist  AOB  , im  zweiten  Falle  ist  Zf  AOB= 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  so  eben  über  den  Win- 
kel AOB  mit  Rücksicht  auf  die  Lage  des  Funktes  O lässt  sich 
natürlich  auch  über  die  Winkel  BOC  und  COA  mit  Rücksicht 
auf  die  Lage  des  Funktes  O anstellen,  und  man  wird  sogleich 
übersehen,  dass  sich  hieraus  eine  leichte  Construction  zur  Be- 
stimmung des  Raums  ableiten  lässt,  in  welchem  der  Funkt  O 
überhaupt  nur  liegen  kann. 


§•  ~- 

Von  dem  Bisherigen  lässt  sich  eine  Anwendung  machen  bei 
Jet  Lösung  der  folgenden  schon  öfters  — aber  nach  meiner  Mei- 
nung nicht  vollständig  genügend  — behandelten 


Aufgabe. 

In  der  Ebene  eines  Dreiecks  den  Punkt  zu  bestim- 
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men,  für  welchen  die  Summe  seiner  Entfernungen  von 
den  drei  Ecken  des  Dreiecks  ein  Minimum  ist. 


Auflösung. 

Wir  wollen  das  gegebene  Dreieck  durch  AA'A"  und  den  ge- 
suchten Punkt  durch  O bezeichnen;  seine  Entfernungen  von  den 
Ecken  A,  A',  A"  seien  beziehungsweise  s,  s' , s":  so  soll  also 
der  Punkt  O so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe 

M = s + s'  + s" 

ein  Minimum  wird. 

Um  der  Entwickelung  möglichste  Symmetrie  zu  verleihe«, 
nehmen  wir  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ein  beliebiges  rechtwink- 
lige.s  Coordiiiatensystem  der  ,ry  an,  und  bezeichnen  in  diesem 
Systeme  die  Coordinaten  von  A,  A' , A"  beziehungsweise  durch  I 
n,  b;  a' , b';  a" , 6";  die  Coordinaten  von  O durch  x,  y.  Dann  ist:  ! 

s = 4-(y_^)2, 

s’  = — o')-+  (^—6')*, 

s"  — V {x  — a")^  + (y  — //')'*; 
und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

ds X — « cs' X — a'  ds" x — 

dx  s ’ Bx  s'  ’ Sx  ~~  s"  ’ 

cs  y — b cs' y — b'  cs"  y — b" 

By  $ ' By  s ’ By  s"  * 

Die  geineinscbafflicheii  Bedingungen  des  Maximums  und 
Minimums  liefern  bekanntlich  die  beiden  Gleichungen; 


CU 

CS 

,cs\ds^ 

CJC 

e.  » r» 

cs 

^By^  By 

also  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen  : 


aus  denen  folglich  die  Coordinaten  x,  y zu  bestimmen  sind. 
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Zu  dem  Ende  betrachten  nir  die  als  von  den  Punkten  A,  A', 
A"  ausgehend  gedachten  Linien  AO,  A'O,  A"0  oder  s" 

als  die  positiven  Theile  der  ersten  Axen  dreier  neuen  rechtvvink* 
licen  Conrdinatensysteme,  und  bezeichnen  die  von  diesen  Geraden 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  wir  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  X an  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y hin,  nSmIieh 
überhaupt  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
J an  durch  den  rechten  Winkel  {xy')  hindurch  nach  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  y hin,  von  0 bis  zählen,  respective 

dotch  <p,  <p',  (p”i  wo  bekanntlich  die  positiven  Theile  der  secun- 
dären  zweiten  Coordinatenaxen  in  allen  secundären  Systemen  so 
angenommen  werden  müssen,  dass  man  sich,  um  von  den  i>ositi- 
reo  Theilen  der  ersten  secundären  Axen  durch  die  entspreeben- 
den  Coordinatenwinkel  hindurch  zu  den  positiven  Theilen  der 
zweiten  secundären  Axen  zu  gelangen,  in  demselben  Sinne  bewe- 
gen muss,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x durch  den  Coordinatenwinkel  (xy) 
bindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen;  dann 
^ind  die  Coordinaten  des  Punktes  O io  den  drei  secundären  Syste- 
men in  völliger  Allgemeinheit : 

scos(p,  ssingz;  s'cos<p',  s'sincp';  «"cos 91",  «"sing>"; 


und  für  die  primitiven  Coordinaten  x,  y des  Punktes  O erhält  man 
also  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die 
leigenden  Ausdrücke: 


X = a s cos  (JO, 
zr  = a'  -f  «'  costp', 
X = a"  A-  s"  cos  q>". 


y = b jsinqo; 
y = 6'  -k  »'sin  tp' ; 
y = b"  T »"sin  qn"; 


au»  denen  sich  ; 


X — a 

— cosqp, 

X — a 

— cosip' 

s 

V“ 

s 

“ sin  <p , 

y-b’ 

»' 

— sinqs' 

cos  (p" ; 


= sin  q>" 


(zgiebt.  Nach  dem  Obigen  sind  folglich  die  allgemeinen  HediO' 
gUDgsgleicbuDgen  des  Maximums  und  Minimums  die  folgenden : 

cosqo  -f  cos(p'  -f  cos  qo"  = 0, 
sinqo  f sinqu'  + sinqo"  =0; 


und  qj,  (p',  tf)"  müssen  also  so  bestimmt  werden, 
beiden  Gleichungen  zugleich  genügt  wird. 


Theil  XLVIII. 


dass  diesen 
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Setzen  wir  diese  beiden  Gleichungen  als  erföllt  voraus, 
schreiben  sie  unter  den  drei  folgenden  Formen,  quadriren  sie  in 
jedem  Falle  und  addiren  sie  zu  einander,  so  erhalten  wir  nach 
und  nach : 

cos9>  +cosg>'= — cosy",  sing)  + sinip' = — sinqj"; 
cosq)'  +cos9>"=: — cosq),  singj' + 8in<p"=  — singi; 
cosg>"  + coS9)  = — coag}',  sin  g)"  + sing)  = — sing)'; 
also,  in  jedem  Falle  quadrirt  und  addirt: 

2|1 +cos(g)— g)')l  =1, 

2|1  +cos(g>'  — g)")i  = 1, 

211  + cos(g)"  — g))l  =1; 

und  hieraus: 

cos(g)— g>')=— i,  cos(g)'  — g)")=— i,  cos(g)"  — g))  = — 4. 

Umgekehrt  wollen  wir  nun  noch  besonders  beweisen,  dass, 
wenn  die  Winkel  g),  g)',  g>"  so  bestimmt  sind,  dass  sie  den  drei 
Gleichungen : 

cos(g)  — g)')  = — 4.  cos(g)'— g)'0  = — 4»  cos(g>"  — g>)=  — 4; 

welche  also  jetzt  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden , genügen : daun 
immer  auch  die  beiden  nothwendigen  Bedingungsgleichungen : 

cosg)  + cosg)'  + cosg)"  = 0, 
sin  g>  + sin  g>'  + sin  g>"  ==  0 

erfüllt  sind. 

Aus  den  drei  vorausgesetzten  Gleichungen  folgt; 

2cosg)COsg>'  +2siog)8ing)'  = — 1, 

2 cos  g)'  cos  <p"  + 2 sin  g)'  sin  g>"  = — 1 , 

2co8g)"cosg)  + 2sing)"sing)  =— l; 

also  durch  Addition : 

2 cos  <p  (cos  g)'  + cos  g)")  + 2 sin  g)  (sin  g)'  + sin  g)")  = — 2 , 

2cosg)'(cosg)"+co8g))  + 2sing)'(8ing)"+sing))  = — 2, 

2 cosg)"  (cos  g)  + cosg)')  +2sing>"(sing)+ sing)')  = —2; 
und  folglich,  wenn  man  die  Gleichungen: 

2cosg)*  +2sing)*  =2, 

2 cosg)'* +2  sing)'*  =2, 

2 cos  g>"* + 2 sin  g)"*  = 2 
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addirt: 


2G06  9>(cos9)-|-cos9>'-f  cosqp*)  -h2siii9)(8in9) -f-singZ-l-sing)*)  = 0, 
2 cos  g>'  (cosg)  -f  cos  tp'  -f  cos  g>")  +2sin  tp'  (sin  9 + sin  -f  sin q>")  = 0, 
2 cos  q>"  (cos  <p  + cos  <p'  -f  cos  <p")  + 2 sin  q>"  (sin  9 -f  sin  9»'  -f  sin  9") = 0 ; 

also,  wenn  man  nnn  diese  drei  Gleichaogen  zu  einander  addirt 
und  durch  2 dividirt: 

(cos  tp  + cos  q>'  + cos  g>")*  -|-  (sin  -f  sin  7'  -f  sin  tp")*  = 0, 
folglich  nach  bekannter  Schlussweise: 

(cos  <p  + cos  tp'  + cos  cp")*  = 0,  (sin  cp  -f-  sin  g>'  -f-  sin  cp")*  = 0 ; 
also : 


cos  9 -f  cos  9>' -f- cos  9>"  = 0,  siii^  + sing>'-f  si»9"  = 0; 
wie  erforderlich. 


Wir  wollen  nun  die  an  der  gemeinschaftlichen  Spitze  O der 
drei  Dreiecke 

AOA',  A'OA",  A"OA 

liegenden  Winkel: 

ji:AOA'.  ^A'OA",  AA'OA 
dieser  drei  Dreiecke  respective  durch: 

(0,  oa' 


bezeichnen,  und  nun  etwa  den  Winkel  u"  etwas  näher  betrachten. 


Zu  dem  Ende  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  A als  den 
Anfang  und  AA'  als  den  positiven  Theil  der  Aze  der  x,  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  y aber  auf  derselben  Seite  von  AA' 
an,  auf  welcher  der  Punkt  A'  liegt.  Liegt  nun  der  Punkt  O auf 
der  positiven  Seite  von  AA , so  ist  offenbar: 


and : 


also: 


0 < 9 < 180®,  0 < 9'  < 180®,  cp’  ^ cp 
to"  = 9'  — 9 ; 

cos  co"  = cos  (9'  — 9)  = cos  (9 — cp'). 


Liegt  der  Punkt  O auf  der  negativen  Seite  von  AA',  so  ist 
offenbar : 


5» 


; 
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180»<<p<360«.  180«  < <p' < 360«,  360«-«p'>  360"- 

und: 

a"  = (360«— g»')  — (360«— g>)  r=<p-q>'-, 

also: 

cos  üj"  = cos  («p  — <p'). 


Daher  ist  immer : 

cos  to"  = cos  (qp — q>'), 
und  ganz  eben  so  ergiebt  sich  überhaupt: 

cos  o)  = cos(g)'  — qp"),  cosop'  = cos(qp"  — qp),  cos  0)"=C08(qp-qp'); 
also  nach  dem  Obigen : 


coso>  = — 4.  cosw'=  — 4,  co8(o"  = — 4; 

und  folglich,  weil  m,  co',  <u"  als  Winkel  ebener  Dreiecke  zwischen 
0 und  180«  liegen: 

o>  = 120«,  «'  = 120«,  pp"  = 120«. 

Man  muss  also  den  Punkt  O so  bestimmen,  dass  die  Winkel: 


^AOA',  ji^A'OA",  ^A"OA  \ 

der  Dreiecke 

AOA',  A'OA",  A"OA 

sSrarotlich  120«  betragen,  woraus  sich  zugleich  ganz  unmittelbar 
ergiebt,  dass  der  Punkt  O,  wenn  es  überhaupt  einen  den  vor-  i 
stehenden  Bedingungen  entsprechenden  Punkt  giebt,  nur  inner- 
halb des  Dreiecks  AA'A"  liegen  kann. 

Untersuchen  müssen  wir  nun  noch,  ob,  die  Existenz  des 
Punktes  O vorausgesetzt,  die  Bedingungen  des  Minimums  voll- 
ständig erfüllt  sind. 

Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  dem  Obigen  offenbar: 


X 3^ 

1 

{1- 

/.T  - aV 

sin  qp* 

s 

V * ; * 

5 

av_ 

1 

ll-l 

sin  qp'* 

öj:* 

*'* 

~s' 

*'  ’ 

S*i"_ 

1 

11- 

sinqp"* 

0a:* 

1—  y, 

Di;  iizM  by  CjOOgle' 
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und : 

04,  *— 1 

dy*  ~ $* 


0*5'  *'  ^ ^'hy 


C08(p* 


COS  g>'* 

= ~7~* 


1 

> 

s"-(y—b")i-  , 

% 1(1  / 

cos  g>"® , 

II 

5"*  ~5"‘  \ 

. 5"  ) ' 

- ,»4  • 

B^u 

0*1  0*5'  0®i"  sin  90® 

. sing)'*  . 

sing)"® 

0X®" 

~ 0a.®  0a*  0a®  ~ 5 

+ 5'  + 

5"  * 

S*u 

0*5  0*1'  0®i"  cos  90® 

. cos  95'*  . 

cos  9p"* 

“ 0^*  0^*  ^ 0^®  S 

+ ,'  + 

5"  • 

Sollte 


0®« 

0a:® 


Binqi*  sin  90 


siiiip 


sein,  so  müsste,  die  Existenz  des  Punktes  O vorausgesetzt, 

sin9P  = 0,  sinq9'  = 0,  sin  90"  = 0 

sein,  was  offenbar  mit  der  Existenz  des  Punktes  O nicht  zu  ver- 
eiuigen  ist,  wie  man  sogleich  übersieht,  wenn  man  der  Einfach- 
beit  wegen  die  Seiten  des  Dreiecks  AA'A"  als  Axen  der  x an- 
nimmt.  Die  Gleichung 

0®«  _ C0S9P®  ^ cos  90'®  _ cos  90"®  „ 

ist  eben  so  wenig  mit  der  Existenz  des  Punktes  O zu  verei- 
gen,  weil  hieraus  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 

cos90  = 0,  co8  9o'  = 0,  cos9o"  = 0 

folgen  wurde.  Wir  sehen  also,  dass  die  Differentialquotienten 

0®M  , 0®M 

0^  ^ 

nicht  verschwinden  und  positiv  sind,  wie  es  die  Bedingungen  des 
Minimums  erfordern. 

Ferner  erhält  man  aus  dem  Obigen  leicht: 
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a*< 

■ , .8s 

(x  — a)(y-6) 

cosq^sin^ 

8x8y 

s» 

t 

8*s'  _ 

(x—a')(y—b') 

cos9>'  sin9>' 

8x8y 

- — 

$'•  - 

*' 

8*i' 

(x-a"){y-b") 

C08  9>"  sio9>' 

8x8y 

— 

»"»  ~ 

also: 


?iL-Ü£_  ?t*L 

dxdy  dxdy  dxdy  SxSy 

sing:  cos  siiKp'coscp'  sin<p"co6^" 


folgücb,  wie  sich  mittelst  des  Obigen  nach  leichter  Rechnung 
ergiebt : 

\0a:0^/  Sjt*  " 8y* 

sin  (9)  — 9>')*  8in(qp'  — 9")*  sin  (9" — 9))* 

- J7^,  » 

also,  weil 

cos(<p— 9»')=— i,  cos(9>'  — 9)")  =— i,  coa(<p"—tp)  = — i; 
folglicb : 

sin  (<p  — 9>')*  = J , sin  (q>'  — <p")*  = | , sin  (9)"  — 91)*  = { 
ist: 

/ 0*M  \»  S*M  0*M_  , /I  . JL  . 

VdxdyJ  ~8x*’8y»~  ^ W s't"  ^ s"sj ' 

daher : 

/ 8^u  ^ ^ _ 

\8x8yJ  0a:*"0y*^  ’ 

wie  es  die  Bedingungen  des  Minimums  bekanntlich  erfordern. 

Hiernach  sind  also  die  Bedingungen  des  Minimums  toII* 
ständig  erfüllt 
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§.  8. 

Bezeichnen  wir  jetzt  das  gegebene  Dreieck  wieder  durch 
ABC,  so  muss  also  der  innerhalb  dieses  Dreiecks  liegende  Punkt 
0 so  bestimmt  werden,  dass  jeder  der  Winkel 

AOB,  BOC,  COA 

gleich  120®  ist.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  in  Taf.  1.  Fig-8.  der 
innerhalb  des  Dreiecks  ABC  liegende  Punkt  O so  bestimmt  sei, 
dass  die  Winkel  AOB,  BOC,  COA  sämmtlich  120®  betragen. 
Brschreibt  man  dann  etwa  über  der  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC 
ausserhalb  desselben  das  gleichseitige  Dreieck  BCA' , so  ist 
IBA'C=GQ»,  also: 

Z BOC  + BA'C  = 120®  + 60®  = 180®, 

ond  daher  das  Viereck  A'BOC  ein  Kreisviereck,  um  das  sich 
folglich  ein  Kreis  beschreiben  lässt.  Zieht  man  nun  die  Linie 
A'O,  so  ist: 

.cLA'OB  = Z.BCA’  = ^A'OC=  .^CBA'  = 

folglich : 

^AOBA^^A'OB  = m<^A^m^  = 180®, 

und  daher  AOA'  eine  gerade  Linie,  so  dass  also  der  Punkt  O 
in  der  geraden  Linie  AA' , welche  A und  A'  mit  einander  ver- 
bindet , liegt.  Ganz  eben  so  nmss  der  Punkt  O auch  in  den 
geraden  Linien  BB'  und  CC  liegen,  welche  B und  C mit  den 
Spitzen  B'  und  C der  über  CA  und  AB  ausserhalb  des  Drei- 
ecks ABC  beschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  CAB'  und  ABC 
verbinden.  Der  Punkt  O ist  also  der  gemeinschaftliche  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  AA' , BB' , CC , welche  die  Spitzen 
A,  B,  C des  Dreiecks  ABC  mit  den  Spitzen  A' , B' , C der 
aber  BC,  CA,  AB  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  beschriebenen 
gleichseitigen  Dreiecke  BCA' , CAB',  ABC  verbinden,  und  die 
Existenz  des  Punktes  O in  der  für  das  Minimum  erforderlichen 
Weise  hängt  davon  ab,  dass  der  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
ponkt  der  Geraden  AA' , BB' , CC  innerhalb  des  Dreiecks 
ABC  liegt  *). 

*)  Zum  lleberflass  wollen  wir  noch  bemerken,  dass,  wenn  die  Linien 
ii',  BB',  CC'  sich  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  0 innerhalb 
^es  Dreiecks  ABC  schneiden,  jeder  der  drei  Winkel  AOB,  BOC,  COA 
oothwendig  120*^  betragen  muss.  Denn  ans  unseren  früheren  Unter- 
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Weit  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  die  Winkel 
A,  B,  C des  Dreiecks  sämmflich  kleiner  als  die  120°  betragenden 
Winkel  BOC,  COA,  AOB  sind,  also  jeder  der  Winkel  A,  B, 
C zwischen  0 und  120“  liegt;  so  ist  nach  §.5.,  mit  Rficksicbt 
auf  §.  2. ; 

OA  + OR+  OC  = AA'  = BB’  = CC . 

und  die  einander  gleichen  Linien  AA' , BB' , CC  bestimmen  also 
den  Werth  der  kleinsten  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  i 
O von  den  Punkten  A,  B,  C;  was  sich  auch  geometrisch  leicht  I 
auf  folgende  Art  beweisen  lässt. 

Nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsätze  ist  nämlich : 

OA' .BC=  OB.CA' -V  OC.BA' , 

also,  weil 

BC=CA'  = BA' 

ist: 

OA'  =02?+  OC. 

und  folglich : 

OA  + OA'  = OA  + Oß+  OC, 

also ; 

AA' = OA-{^OB-V  OC. 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Ich  darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  ich  diese  letzteren  geo- 
metrischen Bemerkungen  einer  schönen  Abhandlung  des  Herrn 
Professors  L.  Lindelöf  in  HeI.singfors  verdanke,  welche  unter 
dem  Titel:  „iSur  les  Maxima  et  Minima  d’une  fonction 

des  rayons  vecteurs  menes  d’un  point  mobile  a plusi- 
eurs  centres  fixes.  Par  L.  Lindelöf.  Helsingfors.  Ira- 
primdrie  de  la  Societe  de  LitteratureFinnoise.  1S66. 
4“.“  als  ein  besonderer  Abdruck  aus  den  „Memoires  de  la 
Socidtd  des  Sciences  de  Finlande“  erschienen  und  in 
jeder  Beziehung  sehr  zu  beachten  ist. 

In  did  im  Obigen  von  mir  entwickelten  analytischen  Formeln 
lassen  sich  natürlich  statt  der  Winkel  A,  B,  C und  des  Halb- 


suchungen wissen  wir,  dass  diese  Winkel,  deren  Summe  unter  der  ge- 
machten Voraiissetzmig  nffenhar  360®  hetrögt,  mir  120®  oder  60“  sein 
können;  wäre  nun  auch  nur  einer  60“,  so  würde  die  Summe  kleiner 
als  360“  sein,  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet;  cs  kann  also  kei- 
ner 60“  sein,  und  jeder  muss  daher  120“  betragen,  wie  behauptet  wurde. 
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messers  R des  um  das  Dreieck  beschriebeoen  Kreises  auch 

die  Seiten  dieses  Dreiecks  einfiihren,  was  ich  aber  glaube  ledig* 
lieh  dem  Leser  überlassen  zu  dürfen. 


A n b a n g. 

Ueber  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  dem  Grössten 
und  Kleinsten. 

Weil  die  folgende,  wenn  auch  nicht  schwierige,  aber  für 
nunebe  Untersuchungen  wichtige  Aufgabe  nicht  immer  mit  der 
erforderlichen  Allgemeinheit  aufgelöst  wird,  so  will  ich  für  die- 
»elbe  im  Folgenden  die  Auflösung  geben: 


A u f gr  a b e. 

Mao  soll  die  Grössen  x,  y,  z so  bestimmen,  dass, 
indem  a eine  constante  Grösse  bezeichnet, 

x + y + I = a 

nnd  die  Function 

u = C06X  cos^  -f-  cosz 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 


Auflösung. 


Aus  der  Gleichung 


folgt: 

.VIso  ist : 


a;  + y + I = <1 


0z 

0i 


dl 


0y--^ 


Su  . .0z 

— sina; — sin  Zg— = — sina;  -t-sinz, 
du  . .0z  ... 

0^  — — + Sinz; 


0z 

= — cosa:-f  coszg^z=  — cosa: — cosz, 
0z 

= — cosy  -f  cosZg^  = — cosy — cosz; 


0*« 

0i*' 

0*n 
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S*u  d*n  dz  dz 

A o o Q COS  Z Q — COS  Z cos  2« 

o;rc^  ayox  cy  ca: 

Für  das  Maximum  oder  Minimum  muss  bekanntlich 


sein;  die  zweiten  Differentialquotienten 


afu  ^ 

dx* ' dy* 

müssen  gleiche  Vorzeichen  haben,  und  die  Grosse 


’ 3*«  \*  0®«  0*U 

.dxdy)  dx*  ’ dy*  ’ 


welche  wir  durch  Sl  bezeichnen,  also 


Sl 


B*u  d*u 
dx^  ’ dy^ 


setzen  wollen,  muss  negativ  sein;  ein  Maximum  oder  Minimum 
von  u findet  Statt,  jenachdem  die  zweiten  Differentialquotienten 
von  u beide  negativ  oder  beide  positiv  sind,  natürlich  vorausge- 
setzt, dass  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums,  dass  diese  beiden  Differentialquolienten  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  erfüllt  ist. 

ZuvCrderst  haben  wir  also  die  folgenden  Gleichungen : 


also: 


— sina;-|-sinz  :=  0,  — sin^-l-sinz  = 0; 
sina;  = sin^  = sinz. 


Bezeichnen  nun  x,  x';  >1,  k'  ganze  Zahlen,  so  führen  die  Glei- 
chungen : 

siny  = sinar,  sinz  = sin  a: 
bekanntlich  im  Allgemeinen  zu  den  Gleichungen: 


( 2x«  -f-a: 

^ “ \(2k'  + l)n — X 


i 2kn  -f  X 

\ (2i'  -F  l)Jt — X, 


mit  denen  die  Gleichung 


x-\y-\-z  = a 

zu  verbinden  ist. 

Ueberbaupt  sind  nun  die  folgenden  Verbindungen  der  vor- 
stehenden Werthe  von  y und  z mOgiich: 
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I. 

y = 2x«  + X, 
z = 2iw  +x; 

3x-|-2(x-fi)’c  = <>, 

a — 2(x+i)» 

X—  3 

C08^  = C0SX,  C08Z  = G08X; 
9*ii 

äP  =-2c08X, 

= — 2c08X, 

Ü?L_ 

Q Q " cos^« 

Ä = C08X* — 4cosx*  = — 3c08X*, 
Sl  nicht  > 0. 


II. 


y = 2x«  + x, 
z =r  (2i'  + l)jt  — x; 


x + |2(x+l')  + ll»  = a. 

X — a — |2(x+i')  + llw; 
co8y  = co8x,  co8z  = — >cosx; 

a*K 


— -0  — -0 
8x*  ~ 8y»  “ 


bxdy 

Sl  = cosx*, 

.$2  nicht  < 0. 


= co8x: 


III. 

y = (2x'  + l)«— X, 
z = 2iw  + X ; 

x + I2(x'  + Ä)  + lN  = a, 
x = fl— {2(x'  + i)H-D«; 

cosy  = — cosx,  co8z  = co8x; 
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d*u  _ 0*«  „ 0*« 

g^_-2cosa:,  0^-0*  0x0^; 

ü = cosx*, 

Sl  nicht  <0. 


IV. 


y — ('1%'  + 1)  W — X, 

X = (2r  + I)jt  — x; 

2(x'  + l'  + 1)«  — X = a, 
X = 2(x'  + r + 1)3T  — o; 


cos^  = — cosx,  C08Z  = — cosx; 


0*1/ 

0X* 


= 0, 


0®M  0®M 

gp  = 2cosx,  g^  = co8x; 


Sl  — cos  X* , 

Sl  nicht  <0. 

Es  entspricht  also  nur  der  Fall  I.  den  Bedingungen  des  Maxi- 
mums oder  Minimums,  und  wir  haben  daher  im  Allgemeinen  die 
folgende  Auflösung: 


X 


a — 2(x  + i);i 

3 


y = 2x«  + x,  x = 2Ajr  + x; 


Maximum  i 
**  Minimum  ) 


wenn  cosx 


positiv  i 
negativ  j 


ist. 


Wir  wollen  nun  den  besonderen  Fall  betrachten,  wenn  a=rc 
ist,  und  u ein  Maximum  sein  soll. 

Für  diesen  Fall  ist  nach  I.: 


x = -{2(x  + A)-11.4jr, 
y 2xn  +x  = {2(2x  — A)+  11. 4»», 

I = 2Aw  + X = {2(2i  — *)  + 1 1 .4» ; 


wo,  wie  man  sogleich  übersieht: 

x+y  + * = »r 

ist,  wie  es  sein  soll. 

Für  das  Maximum  muss  cosx  positiv  sein,  daher  kann  man, 
wie  leicht  erhellet,  für  2(*+A)  — 1 nur  die  folgenden  ungeraden 
Zahlen : 
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±»,  +5,  +7,  ±11.  ±13,  ±17,  ±19,  ±‘J3,  ±25,....; 

(I.  h.  überhaupt  nur 

±(6fi+l),  ±(6ft— 1); 

also,  insofern  fi  positiv  und  neijativ  sein  kann,  nur  ±(lift-|  I) 
setzen  ; so  dass  also  nach  dem  Obigen  nur 

_ ^ (6|»  ± l)rt 

* = + 3 

^etzt  werden  kann.  Weiss  man  nun,  dass  .r  positiv  und  klei- 
ner als  ^ ist,  so  kann  man  offenbar  bloss  p = 0 setzen  und  das 
untere  Zeichen  nehmen,  woraus  sich 

Tt  ■=  \7t 

ergiebt. 

Weil  nun  ferner: 

o . , (6*  ± l)jt 

y = lx7c  -f-  a:  = Ixn  -f- * 

ni  . Ol  . 1 (6A±  1)  JT 

I = 2ln  ± a:  = zAw  | -Jra  = g-  ■ - 

int;  so  kann  man,  wenn  man  weiss,  dass  auch  y und  z positiv 
5n 

“iid  kleiner  als  sind,  nur  x = 0 und  A = 0,  also 


y = in,  z = in 

setzen. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  die  u.  A.  immer  für 
ilie  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  gültig  sind,  giebt  es  also  für 
•ien  Fall  des  iVlaximiims  nur  die  eine  Anflüsung; 

x = ^71  = 60“, 
y = \K  = 60“, 
z = in  = 60“. 

Iler  Werth  des  Maximums  von  « ist: 

cos  60“  ± cos  60“  ± cos  60“  = i, 

»nd  diesen  Werth  kann  also 

M = cosa:±cosy±co8z 

“oter  den  gemachten  Voraussetzungen  niemals  übersteigen. 
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Weil  der  Werth  von  ir 

^ a.  r* 

U = CQBX  + COSy-f  COSZ  ! 

I 

ungeindert  bleibt,  die  Winkel  oder  Bogen  x,  y,  z mögen  positiv  tt 
oder  negativ  sein,  so  ist  für  positive  und  negative  Winkel  oder  r'i 
Bogen  der  grösste  Werth  von 

u = cos:c-f  cos^ -f  cosz  ^ 

immer  i,  wenn  nur  die  absoluten  Werthe  von  x,y,  z sämmt- 

lich  kleiner  als  ^ sind. 

Weil  Aufgaben  von  der  Art  der  vorstehenden  oft  ziemlich 
leichtfertig  behandelt  werden,  so  habe  ich  die  obige  Auflösung  . 
hier  mitgetheilt;  in  ähnlichen  Fällen  wird  man  sich  auf  ähnliche 
Art  zu  verhalten  haben. 

•t 

ita 

Sil 

J. 


IV. 

Zur  Theorie  der  nicht  interferirenden  poiarisirten 
Lichtstrahlen. 

Von 

Herrn  Doctor  Külp, 

Aiiiitenten  der  Physik  an  der  technischen  Schule  in  Darmstadt. 


Zwei  homogene  Aetberwellen  M und  M'  seien  rechtwinklig 
zu  einander  polarisirt.  Wie  auch  die  dem  Aether  durch  diese 
beiden  Lichtstrahlen  mitgetheilten  schwingenden  Bewegungen  sein 
mögen,  so  kann  man  sie  doch  wohl  in  drei  Systeme  auf  einander 
senkrechter  Aetherschwingungen  zerlegen.  Ffir  die  Richtungen 
dieser  Seitenschwiogungen  wollen  wir  die  gemeinscbafllicbe  Ricb- 


1. 


i» 


1 


V 


1 
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tung  der  beiden  Lichtstrahlen  und  zwei  auf  dieser  senkrechte 
srade  Richtungen  annehmen,  welche  in  den  beiden  Polarisations- 
ebenen gelegen  und  zu  den  Oberflächen  der  Wellen  parallel  sind. 
Für  den  homogenen  Strahl  dH  seien  Jx , J^,  die  Intensitäten 
der  Seilenschwingungen ; d,  (p  ihre  Phasen  im  Vereinigungs- 
punkte; w,  V,  u ihre  Vibrations-Geschwindigkeiten,  die  jedoch 
veränderlich  sind.  Sonach  bestehen  für  diesen  homogenen  Strahl 
.V  folgende  drei  Gleichungen: 

I  fo  = J,  cos  in  — 0 , 

II  e = cos  2n 

III  u = J3  cos ~ * 


wo  il  die  Wellenlänge  des  homogenen  Lichtstrahls  darstellt.  Be- 
zeichnen ferner  für  den  zweiten  homogenen  Strahl  dH':  J3,  J3,  J3 
die  Intensitäten  der  Seitenschwingungen;  6',  tp',  <p'  ihre  Phasen 
im  Vereinigungspunkte;  w' , v' , u'  ihre  veränderlichen  Seitenge- 
echwindigkeiten,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise  für  den  zweiten 
homogenen  Strahl  dH' ; 


IV tc'  = J^coa’in  , 

(t  rp'N 

T — k)‘ 

VI u'  = J«  cos2«^^  — 


Von  diesen  sechs  Seitengeschwindigkeiten  also  haben  to  und 
«'  die  gemeinsame  Richtung  der  beiden  Lichtstrahlen,  o und  v' 
liegen  in  der  Polarisationsebene  des  homogenen  Strahles  dH,  und 
u und  u'  in  der  Polarisationsebene  von  dH'.  Die  Seitengeschwin- 
digkeiten X,  V,  Z der  aus  der  Vereinigung  der  beiden  Licht- 
strahlen entspringenden  schwingenden  Aetherbewegung  sind : 

X=w  + to',  F=»-fe'  und  Z = u + u\ 

Für  ihre  Intensitäten  werden  folgende  drei  weitere  Gleichungen 
bestehen : 

VII.  . . . ^4®  + 2^1^40082« 

aus  I.  und  IV^.; 

VIII. .  . . Ä*  = 

aus  II.  und  V.; 
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IX C»  = Ja*  i Jg*  + 2 Ja  Jg  cos2« 

aus  III.  und  VI. 

Endlich  ist  die  Intensität  7^*  des  Gesammtlichtes: 


Ä*=  ^*+ß*-|-C* 

oder: 

X.  ß*=  + + + 

+ 2J,  J4Cos2n:^— + 2JaJg  C082»^-^-j^— ^ ^ 

+ 2JaJgCos27r(5?ir?L'). 

Da  die  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  einander  polarisirten 
Lichtstrahlen  lU  und  lU'  immer  dieselbe  Helligkeit  geben,  was 
der  Versuch  zeigt,  so  muss  ß*  für  alle  Werthe  der  Differenzen 
(d — ä'),  — if>')  und  (q> — 95')  constant  sein,  wozu  erforderlich 

ist,  dass  zu  gleicher  Zeit 

J,  J4  = 0,  J4  Jg  = 0 und  JjJg=0 
ist.  Es  ist  also  in  der  Gleichung  JiJ4  = U J|  oder  J4  =0,  d.  h. 
wenn  die  Seitengeschwindigkeit  w für  den  homogenen  Strahl  M 
Null  ist,  so  muss  auch  u>'  = 0 für  den  homogenen  Strahl  M' 
sein.  Auf  jedem  polarisirten  Lichtstrahle  erfolgen  also  die  Schwin- 
gungen parallel  zu  der  Oberfläche  der  Wellen.  Soll  nun  JgJg 
= 0 sein,  so  ist  Ja  oder  J,  =0,  wenn  also  Ja  =0,  so  muss 
nothwendiger  Weise  v'  =0  sein.  Analog  mit  dem  Produkte 

Jz'f«  —0. 

Die  Schwingungen  gehen  demnach  parallel  oder  senkrecht 
gegen  die  Polarisationsebene  vor  sich.  Nun  folgt  aus  der  Theo- 
rie der  doppelten  Brechung,  dass  für  einen  Lichtstrahl,  bei  dem  die 
Schwingungen  des  Aethers  auf  dem  Hauptschnitt  normal  sind,  in 
allen  Richtungen  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  unveränder- 
lich ist.  Der  gewöhnliche  Strahl  ist  aber  nach  der  Ebene  des 
Hauptschnittes  polarisirt,  folglich  gehen  die  Schwingungen  des 
Aethers  bei  einem  polarisirten  Lichtstrahle  auf  der  Wellenober- 
fläche  normal  auf  der  Polarisationsebene  vor  sich.  Ebenso  folgt, 
dass  die  Schwingungen  in  der  Ebene  des  Hauptschnittes  eine 
variable  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  haben,  was  den  ungewöhn- 
lich gebrochenen  Strahl  cbarakterisirt.  — Fresnel  besprach  diesen 
Gegenstand  etwas  zu  kurz,  als  dass  er  sich  eignete,  in  ein  Lehr- 
buch aiifgenommen  zu  werden,  deshalb  wird  wohl  diese  erweiterte 
Auffassung  am  Platze  sein. 
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V. 

Beweis  des  Satzes: 

Ifemi  n eine  ganze  Zahl  Ist,  so  ist  Cos^360*>  nur  dann  rational, 

Tenn  die  Zahl  n hei  geradem  Werthe  nicht  grSsser  als  6 und  bei 
nngeradem  Werthe  nicht  grrSsser  als  3 ist*). 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

an  der  Universität  in  Mar  ho  r;;. 


§.  1.  Erklärungen. 

1.  Sind  ca,  cb,  cd  drei  nicht  in  einerlei  Ebene  liegende. 
Dich  Länge,  Richtung  und  Anfangspunkt  gegebene  Strahlen,  so 
beieicbnen  wir  durch 

Strahl  [ca;  c6;  cd\ 


*)  Ich  habe  den  in  vorliegender  Abhandlung  bewiesenen  Satz  be- 
reits in  meiner,  im  Jahre  1831  erschienenen  Krystallometrie  aufgestellt 
»sd  benutzt,  habe  ihn  aber  weder  damals,  noch  auch  später  beweisen 
i°oaen,  obgleich  ich  in  jedem  Jahre  mindestens  einmal  den  Versuch 
»achte,  zu  einem  genügenden  Beweise  zu  gelangen.  Es  ist  dabei  merk- 
*ördig,  dass  wohl  schwerlich  ein  Mathematiker  existirt,  welcher  die 
Dichtigkeit  dieses  Satzes  im  Ernste  bezweifelt , dass  aber  keiner  von 
lenen,  die  ich  zu  Batbe  zog,  einen  mir  genügenden  Beweis  liefern 
hnnte. 

Erst  in  der  neuesten  Zeit  habe  ich  bei  Gelegenheit  einer  grossem 
dibeit  über  die  holometrischen  S^isteme  von  Funkten,  Strahlen  und 
’onitigen  Raumgebilüen  Ucn  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  einfachen 
Beweis  gefunden. 

Theil  XLVIU  fi 
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einen  Strahl  cs,  welcher  nach  Länge,  Richtung  und  Lage  die 
von  c ausgehende  Diagonale  in  dem  Parallelepiped  ist,  dessen 
von  c ausgehende  Kantenlinien  die  Strahlen  ca,  cb,  cd  sind. 

Wir  bezeichnen  auch  durch 

Punkt  [ca;  cb\  cd] 
den  Endpunkt  t des  Strahles  cs. 

II.  Ist  dabei  ca  = l,u,  cb  — m.ß  und  cd  = n,8,  so  geben 
obige  Zeichen  über  in: 

Strahl  [/.«;  m.ß;  n.d], 

Punkt  [/. o;  m.ß;  n.d]. 

Sind  dann  a,  ß und  ö Längenraaasseinheiten,  weichein  den 
betreffenden  Richtungen  ca,  cb,  cd  benutzt  werden,  so  sind  l,  m, 
n unbenannte  Zahlen,  welche  dazu  dienen,  anzugeben,  wie  viele 
Einheiten  = a in  ca,  wie  viele  Einheiten  — ß in  cb  und  wie  viele 
Einheiten  = d in  cd  enthalten  sind,  so  dass  wir  sie  Maass* 
Zähler  nennen.  i 

UI.  Sind  «,  ß,  6 drei  von  dem  Punkte  c ausgehende  nicht 
in  einerlei  Ebene  liegende  nach  Länge  und  Richtung  gegebene 
Strahlen  und  man  nimmt  die  geraden  Linien,  in  denen  sie  liegen, 
als  Coordinatenaxen  an  und  es  ist  dabei  die  Länge  eines  jeden 
der  drei  Strahlen  a,  ß,  8 zugleich  die  Länge  der  Maasseinbeit, 
welche  in  der  betreffenden  Coordinatenaxe  benutzt  werden  soll, 
so  nennen  wir  die  vorliegende  Zusammenstellung  der  drei  Strahlen 
a,  ß und  8 die  Ternion  aßS  der  (einfachen)  nach  Länge, 
Richtung  und  Lage  gegebenen  Coordinatenstrablen. 

IV.  Ist  dann  in  dem  Zeichen 

er  = Strahl  [/.a;  m.ß;  n.dj 

jeder  der  drei  Maasszähler  /,  »i,  n rational,  so  heisst  der 
Strahl  cs  und  der  Punkt  s ein  für  die  Ternion  aß8  der  nach 
Länge,  Richtung  und  Lage  gegebenen  Coordinatenstrablen  a,  ß, 
8 logometriseber  oder  kürzer,  ein  für  aß8  logometrischer 
Strahl,  bzw.  Punkt. 

Ist  nicht  jede  der  drei  Zahlen  /,  m,  n rational,  so  ist  auch  der 
Strahl  cs  und  der  Punkt  s für  aß8  nicht  logometriseb. 

V.  Ist  in  einem  Zeichen  wie 

Strahl  [/.a;  m.ß;  n.dj  s=c« 
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oder: 


Punkt  [/.«;  m,ß\  n.d]  —t 

jeder  der  drei  Maaeszäliler  l,  m,  n eine  ganze  Zahl,  so  nennen 
wir  den  Strahl  cs  einen  fflr  aßd  holoinetrischen  Strahl  und 
den  Punkt  t einen  für  aßö  holoroetrischen  Punkt 

Ist  nicht  jede  der  drei  Zahlen  /,  m,  » eine  ganze  Zahl,  so  ist 
«und«  für  aßö  nicht  h oiom etrisch. 

VI.  Die  Gesaninitheit  der  möglichen,  für  einerlei  Ternion 
aßö  von  nach  I.änge,  Richtung  und  Lage  gegebenen  Coordinaten- 
strahlen  u,  ß und  d holonietrischen  Punkte,  bztv.  Strahlen,  bildet 
ein  räumliches  (nicht  ebenes)  hoioroetrisches  System 
von  Punkten,  bzw.  Strahlen,  das  System  der  für  aßö 
holoroetrischen  Punkte,  bziv.  Strahlen. 

VII.  Die  Gesammtheit  der  möglichen  für  einerlei  Ternion 
aßö  von  Coordinatenstrahlen  logometriscben  Punkte,  bzw.  Strahlen, 
bildet  ebenso  ein  räumliches  logometrisches  System  von 
Punkten,  bzw.  Strahlen,  nämlich  das  System  der  für  aßö 
iogometrischen  Punkte,  bzw.  Strahlen. 

VIII.  Dem  System  der  für  aßö  holoroetrischen  Punkte  ent- 
spricht das  System  der  für  aßö  holoroetrischen  Raumge- 
hilde;  dem  System  der  für  aßö  Iogometrischen  Punkte  entspricht 
das  System  der  für  aßÖ  Iogometrischen  Raum  gebilde. 

Jedes  dieser  Systeme  von  Raumgebilden  umfasst,  ausser  den 
ihm  angehörigen  Punkten,  jede  gerade  Linie,  deren  beide  End* 
punkte  dem  betreffenden  System  angehören,  jedes  polygonal  be- 
grenzte ebene  Flächenstück  und  jedes  polyedrisch  begrenzte  Raum- 
stück, dessen  Eckpunkte  dem  betreffenden  System  angehören. 
Wir  betrachten  auch  jede  unbegrenzte  gerade  Linie,  in  welcher 
eine  begrenzte,  dem  System  angehörige  gerade  Linie  liegt,  und 
jede  unbegrenzte  Ebene,  in  welcher  ein  dem  System  angeböriges 
begrenztes  ebenes  Flächenstück  liegt,  als  dem  System  aiigehörig. 

IX.  Ist  für  eines  der  erwähnten  Systeme  von  Punkten, 
Strahlen  und  sonstigen  Raumgebilden  einer  der  drei  einläcben 
Coordinatenstrahlen  a,  ß,  d = Null,  hat  man  es  also  mit  einer 
Binion  von  einfachen  Coordinatenstrahlen,  z.  B.  mit  der  Binion  aß 
zu  thun,  so  ist  das  System  ein  ebenes  holometrisches  oder  logo* 
metrisches  System  von  Punkten  etc. 

X.  Sind  zwei  der  einfachen  Coordinatenstrahlen  von  dem 
Werthe  =NulI,  hat  man  es  also  bloss  mit  einem  derselben,  z.B. 

6* 
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bloss  mit  der  Union  a zu  tbun , so  ist  das  System  ein  geradUni* 
ges  holometrisches,  oder  logometrisches  System  von  Punkten  etc. 

XI.  Wir  haben  es  hier  zunächst  mit  ebenen  derartigeo 
Systemen  zu  thun. 

XII.  Ist  bloss  von  ebenen  derartigen  Systemen  die  Rede, 
so  gehen  die  unter  I.  bis  Vlli.  aufgeführten  Erklärungen  über  in 
nachstehende,  der  vorliegenden  Zwecke  wegen  besonders  zu  be* 
achtende  Erklärungen. 

1.  Sind  ca  und  cb  zwei  nach  Länge,  Richtung  und  Anfangs- 
punkt c gegebene,  nicht  in  einerlei  gerader  Linie  liegende  Strah- 
len, so  bezeichnen  wir  durch 

Strahl  [ca ; c6] 

den  Strahl  cs,  welcher  nach  Länge,  Richtung  und  Anfangspunkt 
die  von  c ausgehende  Diagonale  in  dem  Parallelogramm  ist,  des- 
sen von  c ausgehende  Seiten  die  Strahlen  ca  und  cb  sind. 

Das  Zeichen 

Punkt  [ca ; c6] 

bedeutet  dann  den  Endpunkt  s dieses  Strahles  cs. 

Wir  nennen  cs  den  Mittelstrahl  zwischen  den  Seitenstrablen 
ca  und  cb. 

2.  Ist  dabei  ca~l.a  und  cb  = m.ß,  so  dass  a und  ß Län- 
genmaasse  sind,  die  in  den  Richtungen co  und  c6 benutzt  werden 
und  l und  m unbenannte  Zahlen  sind,  die  wir,  weil  sie  dazu  die- 
nen, anzugeben,  wie  viele  Einheiten  = <r  in  ca  und  wie  viele  Ein- 
heiten = in  cb  enthalten  sind,  die  auf  s,  bzw.  cs,  bezüglichen 
Maasszähler  nennen,  so  gehen  obige  Zeichen  über  in: 

Strahl  [La;  m.ß'\ 

Punkt  [La;  m.ß]. 

3.  Betrachten  wir  dann  die  Strahlen  ca  und  cb  als  die  Coor- 
dinates des  Punkts  s,  mithin  die  geraden  Linien,  in  denen  sie 
liegen,  als  die  Coordinatenaxen , so  denken  wir  uns,  es  seien  ca 
und  cß  zwei  in  den  Coordinatenaxen  liegende  Strahlen,  so  dass 
ca  mit  ca  und  cß  mit  cb  in  derselben  Axe  liegt  und  an  Länge 
ca  — a und  cß  = ß ist  und  betrachten  die  vorliegende  Binion  aß 
dieser  Strahlen  a und  ß als  die  Binion  der  nach  Länge,  Richtung 
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und  Anfangspunkt  (c) , also  nach  Länge,  Richtung  und  Lage  ge- 
gebenen (einfachen)  Coordinatenstrahlen. 

4.  Ist  in  dem  Zeichen 

[l.a;  m.ß] 

jeder  der  beiden  Maasszähler  / und  m rational,  so  nennen  wir 
den  Strahl  cs,  bzw.  den  Punkt  s,  einen  für  die  Binion  aß  der  nach 
Länge,  Richtung  und  Lage  gegebenen  Coordinatenstrahlen  a und 
|3  logometrischen,  oder  kürzer,  einen  für  aß  logometri- 
schen  Strahl,  bzw.  Punkt. 

Ist  mindestens  eine  der  beidenZahlen  l und  m nicht  ratio* 
nal,  so  ist  der  Strahl  cs  und  ebenso  der  Punkt  s für  aß  nicht 
logometrisch. 

5.  Ist  in  dem  Zeichen 

[(.«;  m./S] 

jeder  der  beiden  Maasszähler  l und  m eine  ganze  Zahl,  so 
beisst  der  Strahl  cs,  bzw.  der  Punkt  s,  ein  für  aß  holometri- 
scber  Strahl,  bzw.  Punkt. 

Im  entgegengesetzten  Falle  ist  der  Strahl  cs,  und  ebenso 
aueb  der  Punkt  s,  für  aß  nicht  holometrisch. 

6.  Die  Gesaramtheit  der  möglichen  für  einerlei  Binion  aß 
von  nach  Länge,  Richtung  und  Lage  gegebenen  Coordinaten* 
otrablen  a und  ß holometrischen  Punkte  bildet  ein  ebenes  holo* 
oiotrisches  System  von  Punkten,  das  System  der  für 

holometrischen  Punkte. 

Die  Gesammtheit  der  möglichen  für  aß  holometrischen  Strab- 
kn  bildet  ein  holometrisches  ebenes  Strahlensystem, 
nämlich  das  System  der  für  aß  holometrischen  Strahlen. 

7.  Die  Gesammtheit  der  möglichen,  für  einerlei  Binion  aß 
von  Coordinatenstrahlen  logometrischen  Punkte,  bzw.  Strahlen, 
bildet  ebenso  ein  ebenes  logometrisches  System  von 
Punkten,  bzw.  Strahlen,  nämlich  das  System  der  für  aß 
logometrischen  Punkte,  bzw.  Strahlen. 

8.  Ist  von  einem  System  von  für  aß  holometrischen  Punk- 
kn,  oder  von  für  aß  logometrischen  Punkten  die  Rede,  so  be- 
dachten wir  jede  begrenzte  gerade  Linie,  deren  Endpunkte  dem 
System  angehören,  und  jedes  polygonal  begrenzte  ebene  Flächen- 
otfick, dessen  Eckpunkte  dem  System  angehören,  als  dem  Sy- 
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0tem  der  für  aß  hoinmetriechen,  bzw.  logometrisch  en 
Raumgebilde  angebürig. 

Auch  ist  jede  unbegrenzte  gerade  Linie,  in  tvelcher  eine  dem 
Systeme  angehCrige  begrenzte  gerade  Linie  liegt,  gleichfaila  dem 
betreffenden  Systeme  angebürig. 


$.2.  li  e h r 8 a t z. 

Ist  von  zweien  entgegengesetzt  gerichteten,  an  Länge  ein- 
ander gleichen  Strahlen 

"4.1  = [^- “5  "*•/*] 

ci_j  = [ — /.«;  — m.ß] 

der  eine  der  dem  System  der  fOr  aß  logometrischen  Strahlen  an- 
gehürig,  so  gehört  diesem  System  auch  der  andere  an.  Gehört 
einer  derselben  dem  System  der  für  aß  holometrischen  Strahlen 
an,  so  ist  auch  der  andere  demselben  System  angebürig. 

Es  sind  nämlich  beide  Zahlen  —/und  — m rationale,  bzw. 
ganze  Zahlen,  wenn  -f/  und  -^-m  rationale,  bzw.  ganze  Zahlen 
sind. 

Wir  nennen  zwei  solche  an  Länge  einander  gleiche,  an  Rich- 
tung entgegengesetzte  Strahlen  ein  Strahlenpaar. 


§.3.  li  e ta  r 8 a t z. 

In  einem  holometrischen  Strahlensystem  ’giebt  es  unter  den 
Strahlenpaaren,  aus  denen  es  besteht,  mindestens  eines  von  klein- 
ster Länge,  die  nicht  Null  ist;  in  einem  logometrischen  Strablen- 
system  aber  giebt  es  kein  ihm  angehüriges  Strahlenpaar  von 
kleinster  Länge. 

Ist  nämlich  (in  Taf.  I.  Fig.  I.)  ca  = coi  = « und  cb  = cb,  ~ ß 
und  CU|  dem  Strahle  ca  und  cbg  dem  Strahle  c6  entgegengesetzt 
gerichtet,  und  es  ist 

cs  = [ca ; c6],  csi  = [ca^ ; c6,] 

ca  = [cU| ; c6],  cui  = [ca ; c6i], 

so  kann  in  dem  für  aß  holometrischen  Strahlensystera  das  kleinste 
Strahlenpaar  nicht  kleiner  sein  als  der  Durchmesser  eines  um  den 
Mittelpunkt  c in  der  Ebene  des  Parallelogramms  beschrie- 

benen Kreises,  der  ganz  innerhalb  dieses  Parallelogramms  liegt 
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und  dessen  Seiten  nicht  berOhrt;  denn  es  liegt  jeder  fiir  ajJ  bolo* 
metrische  Punkt,  der  von  c verschieden  ist,  entweder  in  der  Peri« 
pherie  dieses  Parallelogramms  oder  ganz  ausserhalb  desselben, 
also  jedenfalls  ausserhalb  des  erwähnten  Kreises. 


In  dem  fflr  aß  logometrischen  Strahlensystem  aber  kommen 
Z.B.  auch  solche  Strahlen  vor,  die,  wenn  L und  n ganze  Zahlen 
siod,  einem  Zeichen  wie 


X-«*  = 


(Dtsprechen,  so  dass  Strahlen  wie  cty  oder  wie  et«  darin  Vor- 
kommen, deren  Länge  kleiner  ist  als  jede  bestimmte  angegebene 
Länge. 


§.4.  ü e h r s a t ■. 

Der  Mittelstrahl  CE  (in  Taf.  I.  Fig.  II.)  zweier  Seitenstrahlen 
CS|  und  CS^  ist  für  die  Binion  aß  der  Coordinatenstrahlen  o 
und  ß ein  logometriseber,  wenn  jeder  der  beiden  Seitenstrahlen 
eSj  und  CSi  ein  fOr  aß  logometriseber  ist,  er  ist  für  aß  holo- 
metrisch,  wenn  jeder  der  beiden  Seitenstrahlen  CSi  und  CS^  für 
aß  fanlometrisch  ist. 

Ist  nämlich : 

CS|  = [Coi ; C6|]  = [/i ,a;  mi.ß] 

CSg  5s  [f7gj;  = [tg.c;  m^.ßj 

= [CSj;  = [(4 + (»”i +»”»)•  fl- 

Es  ist  dann  jede  der  beiden  Zahlen  (/i-|-l^  und  eine 

rationale,  bzw.  ganze  Zahl,  wenn  jede  der  vier  Zahlen  /|,  m|, 

»4  eine  rationale,  bzw.  ganze  Zahl  ist. 

§.5.  li  e h r s a t 9E. 

1.  Ist  CoBC  rational,  so  ist  auch  jede  der  Grössen 

- CoSK.c  Sin  n.c 

v/OS  71  • C f • 4P» 

Co8c  Sine 

bei  federn  ganzen  Werthe  der  Zahl  n rational. 

2.  Ist  dagegen  Cosc  nicht  rational,  so  ist  auch  nicht  bei 
jedem  ganzen  Werthe  von  n jede  der  drei  erwähnten  Grössen 
rational. 
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Beweis.  Man  kann  die  erste  dieser  beiden  Bebauptangen 
leicht  beweisen  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln,  in  welcheo 
Cos n.c  durch  eine  Reihe  von  Potenzen  von  Cosc  und  ebenso 

durch  eine  Reihe  von  Potenzen  von  Cosc  ausgedruckt  ist. 

Ist  nun  umgekehrt  Cosc  nicht  rational,  sondern  irrational 
und  =y,  so  ist: 


Cos  2c  = Iß  — 1 
CosZc  j{4ß — 3) 


Cos 2c  _ 2;'^— 1 
Cosc  j 


= 2 . Cosc  = 2; 


I Sine 

1 Sin3c 
I Sine 


= 2Cosc*+Cos2c 


= Aß-\. 

Es  ist  aber  dann  Cosc^=ß  entweder  rational  oder  irrational. 

Ist  nun  erstens  ß irrational,  so  ist  jedenfalls: 

_ - , Sin2c  . Cos3c  , Sin3c 

Cos  2c  und  75^ — und  -n und  757 — 

Sine  Cosc  Sine 

irrational. 

Ist  Cosc^  —ß  rational,  so  ist  jedenfalls: 

„ „ Cos  2c  Sin2c 

v/OSuCy  f\  7 S": 

Cosc  Sine 

irrational. 


Es  ist  also  keine  der  drei  Grössen  Cos  nc, 


Cos  nc 


Sinne 

Sine 


Cosc 

bei  jedem  ganzen  Werthe  von  n rational,  wenn  Cosc  nicht  rati- 
onal ist. 


§.6.  li  e b r 9 a t z. 


Sind  (in  Taf.  I.  Fig.  III.) 


CC^  y ^^21  ^^3  > ***•  •••♦ 


e«o,  CWi,  C«2>  C«s,  ....  CUn  .... 

gleich  lange,  von  dem  Punkte  c ausgehende  Strahlen,  die  in  einerlei 
Ebene  so  liegen,  dass,  bei  jedem  Werth  der  ganzen  Zahl  n,  stets 

Winkel  CoCC.  = n . Co<^^i  = n.c 

und : 


Winkel  CnCUn  = 180*’ 
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ist;  ist  dann  ferner  io  der  Richtung  ce„  der  Strahl  ca=a—r.Cosc 
und  in  der  zu  cco  senkrechten  Richtung  der  Strahl  cj3  = /3=r.Sinc, 
wenn  «•«(,  = r ist,  so  gehört  entweder  jeder,  oder  nicht  je- 
der der  oben  erivähnten  Strahlen  dem  System  der  für  aß  logo- 
metrischen  Strahlen  an,  je  nachdem  Cosc  rational  oder  nicht 
rational  ist. 

B eweis.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Strahl  ce»  durch  die 
Angabe 

ce.7  = Strahl  [/„.«;  »in./SJ, 

80  ist: 


U.a  = r.Cosn.c , also:  U = ; 

a 


mithin: 


rCosnc Cosne 

" rCosc  Cosc  ’ 


und  es  ist: 


mithin : 


mn.jS  = r Sinne,  also:  Wn 


rSinnc 


r. Sinne  Sinne 
m«  = — — • 
r.Sinc  Sine 

Es  sind  also  die  Zahlen  /n  und  Wn  bei  jedem  (ganzen)  Werth 
der  .Ordnungszahl  n rational,  wenn  Cosc  rational  ist,  aber  nicht 
bei  jedem  (ganzen)  Werthe  der  Zahl  n rational,  wenn  Cosc  nicht 
rational  ist. 

Ist  also  Cosc  rational,  so  ist  jeder  der  Strahlen  cCq,  ccj.  ccj, 
ccg  ....  cen  ein  für  aß  logometrischer  Strahl,  ist  aber  Cosc  nicht 
rational,  so  ist  auch  nicht  jeder  dieser  Strahlen  dem  System  der 
für  aß  logometrischen  Strahlen  angehürig. 

§.7.  E>  c It  r s a t z. 

Ist  eine  endliche  Anzahl  n von  Strahlen  gegeben,  die  einem 
logometrischen  Strahlensystem  angehören,  so  gieht  es  auch  holo* 
metrische  Strahlensysteme,  denen  sie  angehören. 

Beweis.  Sind  a und  ß zwei  nach  Richtung,  Länge  und 
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Lage  gegebene  Coordinatenstrablea  und  es  ist  für  jeden  der  n 
gegebenen  Strahlen  sein  Zeichen,  in  einer  Form  wie 


csv  = [Ct.«; 


r/l 


bekannt,  so  kann  man  sämmtliche  2.n  Brüche  wie  auf 

tv  Cr» 

einerlei  Hauptnenner  bringen.  Ist  dann  z.  B.  der  kleinste  Haupt- 
nenner = Q,  so  kann  das  Zeichen  eines  jeden  der  Strahlen  auf 
eine  Form  gebracht  werden,  wie: 


fTlv 


Q 


so  dass  ausser  Q auch  4 und  m»  ganze  Zahlen  sind.  Nimmt 
man  dann  in  der  Richtung  von  a die  Länge  ^ und  in 


der  Richtung  ß die  Länge  ^.ß  — ßi  als  Einheiten  in  den  Coor- 
dinatenstrahlen  an,  so  hat  man: 


cs-p  ' — \lp  • cTi  f m».  ßi\ 

und  es  ist  dann  jeder  der  n gegebenen  Strahlen  ein  für  sißi 
holometrischer  Strahl. 


Hätte  man  statt  des  kleinsten  Hauptnenners  Q einen  anderen 

Hauptnenner  Q gewählt,  so  würden  auch  «i  = ^.a  und = g.ß 

andere  (kleinere)  Werthe  erhalten  haben,  und  es  würde  das  System 
der  für  uißi  holometrischen  Strahlen  ein  anderes  sein  als  vorher, 
aber  es  würden  ihm  doch  alle  n gegebenen  Strahlen  angehuren. 

Es  ist  hierbei  der  Winkel  Uißi  dem  Winkel  aß  gleich. 


§.8.  ü e li  r s a t B. 

Soll  bei  einem  gegebenen  Werthe  der  ganzen  Zahl  n der 
Cosinus  des  Centriwinkels  eines  regelmässigen  nseitigen  Poly- 
gons rational  sein,  so  muss  es  auch  solche  holometrische  Srahlen- 
systeme  geben,  deren  jedes  die  Eigenschaft  bat,  dass  sämmtliche 
Eckradien  des  Polygons  ihm  angeboren. 

Beweis.  Ist  der  Strahl  ot  = r. Cos -.360**  = r Cos c und  ß 

— r.Sinc,  wenn  r = dem  Eckradius  ist,  und  sind  a und  ß zuein- 
ander senkrechte  von  c ausgehende  Strahlen,  so  ist  jeder  der 


Digitized  by  Google 


91 


filT  ein  gerades  und  ein  ungerades  n. 

Eckradien  ein  fSr  aß  logometrischer  Strahl.  Man  kann  daher, 
da  n eine  endliche  ganze  Zahl  ist,  gemäss  vorigem  Paragraphen, 
nach  bolometrische  Strahlensysteme  bestimmen,  denen  sämmtliche 
Eckradien  des  Polygons  angehuren. 

§.9.  I<  e h r s » t B. 

Ist  n eine  solche  ungerade  Zahl,  bei  welcher  die  n Eckradien 
eines  regelmässig  nseitigen  Polygons  einem  und  demselben  holo* 
netrischen  Strahlensystem  angehuren,  so  gehören  auch  die  2.n 
Eckradien  des  regelmässig  2. nseitigen  Polygons  zu  einerlei 
bolometrischen  Strahlensystem. 

Beweis.  Ist  n ungerad  und  man  verlängert  jeden  der  n 
Eckradien  des  gegebenen  nseitigen  Polygons  äber  den  Mittel» 
punkt  hinaus  und  man  macht  die  Verlängerung  dem  verlängerten 
Radius  gleich,  so  bat  man  n Strahlenpaare,  deren  jedes  die  Eigen- 
schaft bat,  dass  jeder  der  beiden  Strahlen,  aus  denen  es  besteht, 
für  eine  berücksichtigte  Binion  aß  von  Conrdinatenstrahlen  holo» 
metrisch  ist,  wenn  einer  derselben  für  aß  holometriscb  ist  (Ver> 
gleiche  §.  2.) 


§.10.  Ii  e li  r B a t z. 

Hat  ein  gegebenes  regelmässig  nseitiges  Polygon  die  Eigen- 
schaft, dass  seine  n Eckradien  einem  und  demselben  holometri* 
sehen  Strablensystem  angehSren,  so  gelten  nachstehende  zwei 
Sätze. 

I.  Betracjitet  man  jede  Gruppe  von  n Strahlen,  die  vom 
Mittelpunkte  des  Strahlensystems  ausgehen,  an  Länge  einander 
gleich  sind,  und  so  liegen  wie  die  Eckradien  eines  regelmässigen 
nseitigen  Polygons,  als  Eckradien  eines  vorhanden  gedach- 
ten regelmässigen  nseitigen  Polygons,  so  giebt  es  un- 
zählig viele,  mit  dem  gegebenen  Polygon  concentrische,  mit  ihm 
in  einerlei  Ebene  liegende  regelmässig  nseitige  Polygone, 
welche  an  Grösse  verschieden  sind,  aber  sämmtlich  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  alle  ihre  Eckradien  dem  erwähnten  holometri- 
sehen  Strahlensystera  angebören. 

II.  Es  giebt  dann  aber  unter  diesen  nseitigen  Polygonen 
kein  solches,  dessen  Eckradius  kleiner  wäre  als  einer  der  klein- 
sten Strahlen  des  in  Rede  stehenden  bolometrischen  Strahlen- 
Systems. 


j' 
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Beweis  zu  I.  Sind  a und  ß zwei  von  dem  Punkte  c aus- 
gehende, nicht  in  einerlei  gerader  Linie  liegende,  nach  Richtung 
und  Länge  gegebene  Strahlen,  und  es  hat  ein  gegebenes  regel- 
mässig »seitiges  Polygon  die  Eigenschaft,  dass  jeder  seiner 
Eckradien  ccq,  cC],  c<?2,  ce^  ....  dem  System  der  für  aß  holometri* 
sehen  Strahlen  angehürt,  so  ist,  falls  l und  m irgend  zwei  be- 
stimmte ganze  Zahlen  bedeuten,  jeder  der  nStrahlen,  die  durch 
eines  der  folgenden  Zeichen  dargestellt  sind : 

[/.cco»  m.cci],  [LfCi;  m.ce*],  [Lccg;  m.ce^ 

also  jeder  Strahl  wie 

[/.  cBv ; m , ce»i-f i] 

ein  für  aß  bolometriscber  Strahl.  (Vergleiche  §.4.). 

Es  liegen  aber  die  äusseren  Endpunkte  dieser  n Strahlen 
dann,  wenn  die  Winkel  Cffiei,  CjCCs,  e^ce^  ....  einander  gleich 
sind , so  wie  die  n Eckpunkte  eines  regelmässigen  nseitigen 
Polygons,  und  es  entspricht  jedem  bestimmten  Paare  von  ganzen 
Zahlen  l,  m ein  bestimmtes  derartiges  Polygon. 

Sind  dann  ).  und  ^ und  x beliebige  bestimmte  ganze  Zahlen, 
so  ist,  falls  für  das  eine  Polygon  der  Eckradius  den  Werth: 

[Lcco;  m.cc,]  = [A.cco;  fi-cci], 

für  das  andere  aber  den  Werth 

[/.cco;  m.cci]  = [x.A.cco;  x.fi.ce^]  t 
hat,  der  Eckradius  von  diesem  xmal  so  lang  als  der  von  jenem. 

Beweis  zu  II.  Soll  in  einem  regelmässig  nseitigen  Poly- 
gon jeder  seiner  Eckradien  dem  System  der  für  aß  holometrischen 
Strahlen  angehüren,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  dann  der 
Eckradius  nicht  kleiner  sein  kann,  als  einer  der  kleinsten  unter 
den  für  aß  holometrischen  Strahlen.  (Vergleiche  §.3.). 


§.  II.  li  e h r 8 ä t z e. 

1.  Ist  die  ganze  Zahl  n bei  geradem  Werthe  grösser  als  6 
und  bei  ungeradem  Werthe  grösser  als  3,  so  giebt  es  für  eine 
Gruppe  von  n Strahlen,  welche  gleich  lang  sind  und  gegen  ein- 
ander so  liegen  wie  die  Eckradien  eines  regelmässigen  nseitigen  Poly- 
gons (für  eine  ebene,  regelmässige  Gruppe  von  nStrahlen),  kein 
bolometrisches,  mithin  auch  kein  logometrische s ebenes 
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Strahlensystem,  welchem  diese  n Strahlen  angehuren  konnten. 
Oder  mit  anderen  Worten:  Giebt  es  an  einem  gegebenen  ebenen 

Polygon,  an  welchem  die  Anzahl  der  Ecken  ^n  ist,  eine  Groppe 

von  n Eckpunktendesselben,  die  gegen  einander  so  liegen,  wie  die 
Eckpunkte  eines  regelmässigen  riseitigen  Polygons,  und  es  ist 
die  Zahl  n bei  geradem  Wertbe  grösser  als  6 und  bei  ungeradem 
Werthe  grösser  als  3,  so  gehört  das  gegebene  Polygon  keinem 
der  möglichen  holoinetrischen,  mithin  auch  keinem  der  mög> 
liehen  logometrischen  ebenen  Systeme  von  Raumgebilden  an. 

II.  Ist  die  ganze  Zahl  n bei  geradem  Werthe  grösser  als  6, 
oder  bei  ungeradem  Werthe  grösser  als  .3,  so  Ist  der  Cosinus  des 
Centriwinkels  des  regelmässigen  nseitigen  Polygons  nicht 
rational. 

Beweis.  Man  hat  nur  nöthig,  den  ersten  dieser  Sätze,  und 
zwar  nur  hinsichtlich  der  Richtigkeit  der  auf  die  geraden  Werthe 
von  R bezüglichen  Behauptung  zu  beweisen,  da  aus  dieser,  ge- 
mäss dem  im  §.9.  bewiesenen  Satze,  die  Richtigkeit  der  auf  die 
angeraden  Werthe  sich  beziehenden  Behauptung  unmittelbar  folgt. 

Wäre  nun  n eine  gerade  Zahl  = 2.v  und  es  wären 

C€i  3 ••••  CUq3  Ct/|9  *••• 

(In  Taf.  I.  Fig.  IV.)  die  n Eckradien  eines  regelmässig  nseitigen 
Polygons,  so  dass  jeder  der  Winkel 

«oCe„  e|C62,  e^eeg,  ....  uqCUi,  uicut.u^cus  ....  =c  = j.180® 

und  jeder  der  Winkel 

«iC«o>  e*c«i,  esc«2  ....  = 180°— c = (1— *).180°  = — 180® 

"■äre,  so  würde  es  jedenfalls  n Strahlen  geben,  deren  jeder  (so 
"iecfi Taf.l. Fig. IV. die  Eigenschaft  hätte,  Mittelstrahl  zwischen 
'»eien,  unter  einefti  Winkel  von  (180 — c)  Graden  divergirenden 
Eckradien  des  gegebenen  regelmässig  nseitigen  Polygons  zu 
sein,  nämlich  die  Strahlen: 

c«o];  cf*  = [ce.2,CBi];  cts=[cc3,  cM2];ct*=[cc4,  c«,] 

Diese  n Strahlen  cti , cf^,  cts  ••••  wären  von  gleicher  Länge 
und  würden,  sowie  die  Eckradien  eines  regelmässig  nseitigen 

Polygons,  unter  kleinsten  Winkeln  =c=^.360®  divergiren. 
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WSre  nun  aber  n grösser  als  6,  so  rrürde  der  Mittelstrabl  ' 
cl|  iwiscben  c«i  und  cuo>  d.  b.  der  Strahl  * 


cti  = [ce„  Clio], 


falls  cci  = c«o  = r wäre,  kleiner  als  r sein. 


Zieht  man  nämlich  die  Sehne  durch  S|  parallel  mit  e„Uf,,  >> 
so  ist  e,ff  = 2r.Coac  und  da  Cosc  hier  grösser  als  CosöO”,  also 
grösser  als  i ist  (weil  c<6Ü®  ist),  so  ist  eiff>2.r.i,  d.  b.  >r.  ^ 

a 

Ist  daher  u„t,  parallel  ceg,  also  = cu„  = r,  so  ist  j 

Es  liegt  dann  also  der  Punkt  t,  in  der  Sehne  e,ff  zwischen  Cj  und  . 
ff,  mithin  innerhalb  des  Kreises  vom  Radius  r„  so  dass  eti  <r  ist. 

Da  nun  aber  der  Strahl  cft  den  Werth 

1.1 

ct,  = 2.r.Sinic  = (2Srn^c).r  ^ 


hat  und  (‘iSinJc)  bei  einerlei  Grösse  des  Winkels  c einen  be- 
stimmten Werth  hat,  so  ist,  falls  wir  diesen  Werth=-,  also: 


1 


ct,  = -.r 


setzen,  - bei  W’erthen  von  «,  die  grösser  als  6 sind,  stets  klei-  ■ 

9 _ 

ner  als  Eins.  ■ 

Es  lässt  sich  demnach,  auf  die  angegebene  Weise,  ans  dem  ' 
gegebenen  regelmässig  nseitigen  Polygon  P,  dessen  Eckradius 
= r ist,  ein  erstes  abgeleitetes  ihm  ähnliches  Polygon  Pi  ab- 
leiten, dessen  Eckradius  ri=^.r  ist.  Aus  diesem  lässt  sich  e 
dann  ebenso  ein  zweites  abgeleitetes  ihm  ähnliches  Polygon  Pt 
erhalten,  dessen  Eckradlus  ra  = -. r,  = (-)  .r  ist.  Dieses  zweite 

liefert  dann  ebenso  ein  drittes  abgeleitetes  ihm  ähnliches  Polygon 

1 1 * 

/*g,  dessen  Eckradius  die  Länge  rg  = - .ta  = (-)  .rbat;u.s.w., 

und  man  gelangt  dann  ebenso  von  dem  {x  — l)ten  abgeleiteten  ( 
Polygon  Px-i  zu  dem  arten  abgeleiteten  Polygon  P*,  dessen  Eck- 

1 * 

radius  ts  = (^)  •*■  'sf- 


Dabei  ist  jedes  solche  abgeleitete  Polygon  in  bestimmter 
Stellung  zu  dem  gegebenen  Polygon  und  hat,  falls  n>6  ist,  ^ 
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auch  stets  eioen  kleineren  Eckradins  als  das  nächst  vor  ihm  ab* 
geleitete. 

Wollte  man  nnn  annehroen,  dass  auch  bei  Werthen  von  n, 
die  grösser  als  6 sind,  die  n Eckradien  des  gegebenen  nseitigen 
Polygons  einem  und  demselben  bolometrischen  Strablensystem, 
z.  B.  dem  System  der  fflr  aß  bolometrischen  Strahlen  angehörten, 
so  wurden  auch  die  nEckradien  des  ersten  abgeleiteten  Polygons 
Pi  diesem  System  angeboren;  denn,  wenn  die  Strahlen  cti  und 
c»o>  und  ebenso  ce^  und  CU|,  cCs  und  cug,  ce^  und  cu^  ....  ffir  aß 
holometriscb  wären,  so  würde  (gemäss  §.  4.)  jeder  der  Strahlen 
ct|,  ct^,  ctg  ....  ein  für  aß  holometrischer  Strahl  sein,  indem  z.  B. 
cti  der  Mittelstrahl  zwischen  den  Seitenstrabicn  ccj  und  cwq  ist, 
a.  s.  w.  Es  würde  dann  aber  auch  ebenso  jeder  der  Eckradien 
des  zweiten  abgeleiteten  Polygons  Pg  ein  für  aß  holometrischer 
Strahl  sein,  (weil  jeder  der  Eckradien  von  P|  ein  lur  aß  holo- 
metrischer Strahl  wäre),  ln  ähnlicher  Art  würde  aber  auch  jeder 
der  Eckradien  des  orten  abgeleiteten  Polygons  Px  unter  die  für 
aß  bolometrischen  Strahlen  gehören,  (weil  jeder  der  Eckradien 
Ton  Px—i  ein  für  aß  holometrischer  Strahl  wäre). 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  Länge  eines  jeden  der  kürze- 
sten unter  allen  für  oj3  bolometrischen  Strahlen  (vergleiche  §.3.) 
mit  g,  so  hat  p in  Vergleich  mit  dem  Eckradius  r des  ursprüng- 
lich gegebenen  Polygons  P einen  bestimmten  Werth. 

Bezeichnen  wir  diesen  Werth  durch 


Q = 


Q’ 


r. 


so  ist  nicht  grösser  als  Eins. 

Es  giebt  aber  dann  jedenfalls  solche  Werthe  der 
Zahl  X,  bei  denen 


ganzen 


rx<Q. 


1 ' 1 
d.  h- 


ist;  denn  bei  jedem  solchen  ganzen  Werth  von  x, 
Bedingung  genügt,  dass  Q,  also  ist, 

sein. 


welcher  der 
würde  auch 


Sollten  demnach  auch  bei  solchen  geraden  Werthen  von  n, 
<lie  grösser  als  6 sind,  die  n Eckradien  eines  regelmässig  nsei- 
ligeo  Polygons  P,  mithin  auch  die  n Eckradien  des  orten  aus 
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ihm  in  der  angegebenen  Weise  abgeleiteten  Polygons  dem 
System  der  für  aß  holometrischen  Strahlen  angeboren,  so  müsste 
dieses  holometriscbe  System  Strahlen  enthalten,  deren  Länge 
{ti)  kleiner  wäre  als  die  Länge  (9)  des  kleinsten  ihm  an* 
gehörigen  Strahles.  Da  diess  nicht  möglich  ist,  so  folgt, 
dass  bei  geraden  VVerthen  von  n,  die  grösser  als  6 sind,  es  kein 
holometrisches  Strahlensystem  giebt,  dem  alle  Eckradien  eines 
regelmässig  nseitigen  Polygons  angehören  könnten. 

Es  giebt  dann  aber  auch  kein  logometriscbes  System  von 
Strahlen,  dem  diese  n Eckradien  angehören  könnten.  (Ver> 
gleiche  §.  7.). 

Ist  daher  die  ganze  Zahl  n bei  geradem  Werthe  grösser  als 
6,  oder  bei  ungeradem  Werthe  grösser  als  3,  so  gehört  eine  ebene 
regelmässige  Gruppe  von  n Strahlen  keinem  holometrischen,  mit* 
hin  auch  keinem  logoroetrischen  Strahlensystem  an. 

Es  ist  aber  dann  auch  bei  geraden  Werthen  von  n,  die  grösser 
als  6,  und  bei  ungeraden  Werthen  von  n,  die  grösser  als  3 sind, 

der  Werth  von  Cos^  .360°  nicht  rational.  (Vergleiche  §.8.). 
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VI. 

’eber  eine  besondere  Art  der  Conchoi'den  (Muschel- 

Haien). 

Von 

Herrn  Doctor  Külp, 

(ui.tentpn  der  Physik  an  der  technischen  Schule  in  Uariustadi. 


Die  Corve,  welche  ich  hier  korz  abhandeln  werde,  ist  eine 
»e  Art  der  „ ConchoTden“,  sowohl  sehr  regelmässig  in  ihrem 
ut,  als  auch  von  einfacher  Constrnctinn. 

Gleichung  der  Curve.  Es  sei  in  Taf.  II.  Pig.  I.  AßC  ein 
itdrant  eines  Kreises  und  A der  Ursprung  der  Coordinaten : 
D"G" — seien  verschiedene  Senkrechte,  errichtet 
Iler  A'- Achse  AX;  denkt  man  sich  nun  die  Strahlen  AG, 
, AG" . . . . gezogen,  so  schneiden  dieselben  Stücke  ab  an 
trigonometrischen  Tangente  C6\,  wie;  CF,  CF“,  CF',  u.  s.  f. 

Seien  nun  die  Abschnitte  CF,  CF,  CF',.,.,  die  Ordinalen, 
I die  Abscissen  die  Abschnitte  AD,  AD',  AD',....,  so  ent- 
lit  die  hier  in  Rede  stehende  Curve,  welche  eine  Conchoi’den- 
ist  and  „symmetrische  Conchoi'de“  oder  kurz  „Muschel- 
te“ genannt  werden  soll. 

F.s  soll  nun  vorerst  die  Gleichung  dieser  Curve  aufgesucht 
'den.  Ist  E (Taf.  II.  Fig.  1.)  irgend  ein  Punkt  dieser  krummen 
de,  und  sind  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  AD  = x,  DE 
rC=y  und  AC-=t,  so  besteht  die  Relation: 

DG  = AfAG'^—AD^  = 

eber  die  beiden  Dreiecke  AFC  und  AGD  ähnlich  sind,  so 
•teht  die  Proportion : 

rteii  XLVni.  7 
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oder : 


was  quadrirt: 
oder  schliesslich: 


FC:AC=  DG  .AD 
y.r  = V r® — a:® : ar , 

j-SyS  = r*(r*  - a:*) 

r®(r*-a:*) 
— > 


die  Gleichung  der  „Muschellinie“,  liefert. 


Polargleichung  der  Curve.  Die  Transformation  der  Cui 
vengleichung  auf  Polarcoordinaten  liefert  mit  Hülfe  der  beide 
Transformationsformeln : 

x = ucost  und  y ■=  usmi 
die  Gleichung:  ' 

r/'^sin^tcos'^f  + M*r®cos*t  — r*  = 0, 
welche  in  keinerlei  Weise  als  einfach  anznsehen  ist. 


Es  ist  wohl  hier  der  Ort,  die  Gleichungen  der  Tangeni 
Tt,  Subtangente  ST,  Normale  Nn,  Subnormale  SN,  di 
Krümmungs-Halbmessers  p anzugebeu,  als  auch  die  Qu: 
dratur  und  Kubatur  vorzunehmen. 


Tangente. 


Subtangente. 

c^rr  ..  a;(a:®-r*) 

ST  = y.-^~= 


Normale. 

Nn=y^l+^^=z^\T 4rV+3rVTF+^®- 
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Subnormale. 


sw=,.|= 


Kriimmun^jshalb  messe  r. 


I.'+K]' 


0a:* 


[r*(ar«  + r«)  — o:«]l 
r»x»(-2r*— 3a:*)  ’ 


Quad  ratur 
f'  = fyix, 
-Vr*-x* 


-r 


.dx. 


Die  Aafgabe  besteht  nun  darin,  den  Werth  dieses  Integrals  zu 
itiden;  zu  diesem  Behufe  setze  man; 


V"  r*  — X*  = r. 


*iin:icb: 


r*  — x*  = 2*,  x=+V"r*  — I*  und  0x=  — 


201 


± Vr*~j 


ist.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ist: 


— 2* 


— ,8z 


oder: 


[+  - 2*]* 


2* 

bcn  Ausdruck  ^ ^ zerlege  man  in  die  Partialbrüche  : 


At 


r^  — i^  r + 2 r — 2 ’ 

berechnet  man  nun  auf  die  bekannte  Weise  die  Wertbe  für  A 
so  wird  A = — i nnd  Bz=z\,  sonach: 


r® — 2®  2(r  + 2)  ~ 2(r — z)’ 

^httelst  dieser  Werthe  erhält  man : 
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Külp;  Veber  eine  besondere  Xrt 


Um  nun  diese  beiden  Integrale  zu  finden , setze  man  r + s ^ ; 
so  wird  z=o  — r und  8z=:0p;  ferner  sei  t z = tc,  sonac 
i = r — fo  und  Sz  = — dw.  Mit  Hülfe  dieser  Werthe  hat  man: 


ein  Ausdruck,  der  nun  leicht  zu  integriren  ist;  es  ist  nämlich: 
F=ir{v — rlogr)  — 4r(w— rlogw)  + C 


oder 


r T*  tO 

F = ä(v  — *D)  + “+ 


Substituirt  man  nun  wieder  rückwärts  die  Werthe  für  v und  lo 
so  geht  der  Ausdruck  über  in : 


F=rz  + '^  logr-v:  + ^ 


oder: 


’r  +z 


, r*  , r — W* — X* 

F = rV^r»-ar*  + ^loi 


+ C. 


-r  lOg  y.  — ~ 

2 |.  ^ !•* — 

Wird  in  diesem  letzten  Ausdrucke  für  F der  Zähler  und  Nen- 
ner des  Bruches  mit  r*— r*— ar*  multipllcirt,  so  entsteht  vorerst: 


— — r®,  fr— Vr®— a:®][r — V^r*  — a:®]  _ 


und  nach  weiterer  Rednction  erhält  man : 


Kubatur. 

Für  die  Kubatur  besteht  der  Ausdruck: 

J = nf y*dx ; 

man  bat  daher  für  unsere  krumme  Linie : 

üm  diesen  Ausdruck  zu  integriren,  verfährt  man  wie  folgt: 
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r ferner  integrirt: 

J = r*5t(— r*  ar-*  — ar)  + C, 
naeb  weiterer  Vereinfachong  endlich : 


Constraetioo  der  Carve. 

Wa«  die  CfinstnicOon  der  Cnrve  anlangt,  «o  int  dienelb«  nehr 
fleh  and  leicht  ansznführnn . Man  zeichne  sich,  wie  Taf.  II. 
;1  zeigt,  einen  Krein  ß^CM,  nehme  die  Gerade  P(i  ala 
ichse  and  BC  aln  Jf-^chse  au,  ziehe  alsdann  die  beiden  mit 
F-Aeiise  parallelen  Geraden  DG  and  EF , welche  die  Cnrve 
rechts  nach  links  hin  begrenzen.  Uni  nun  die  in  Rede  stehen^ 
Cirvenpanlite  zu  erhalten,  ziehe  man  beliebige  Strahlen,  wie: 
, AF’ , AF” , AF"„.,  welche  alsdann  die  Grössen  der  jewei- 
s Ordinären  an  der  Geraden  DG  oder  £F  abschneiden,  als: 
t BF’ , BF",  BF’”  die  man  durch  Parallelen  mit  der 

leiwe,  wie:  EF , E F' , E'F”,  E’”F”'....  jedesmal  auf  die 

refenden  Senkrechten:  DG,  CFG',  IF'G”,  EffF”,...  überträgt, 
alsiann  in:  E,  £’,  E” , E" ....  die  entsprechenden  Curven- 

liiit  zu  erhalten.  — ln  Taf.  II.  Fig.  '2,  ist  der  Lauf  dieser  knim- 
> Linie  vollständig  verzeichnet  worden , und  es  ist  zu  ersehen 
ihrer  mnschelähnlichen  Form,  dass  der  Name  „die  symme- 
•che  Concfiui'de  oder  Muscheüinie'*  ein  sehr  passender 
bezeichnender  ist.  — Nimmt  man  nicht  die  trigonometrische 
xtente  an.  sondern  Linien,  die  parallel  derselhen  sind,  so  wird, 
Tat  II.  Fig.  .X  an  der  stärker  angelegten  (äusseren)  Linie  zeigt, 
Carve  immer  flacher,  wenn  solche  Richtlinien  ausserhalb  des 
!wes  angenommen  werden.  Schneiden  dagegen  die  Richtlinien 
1 Kreis,  so  krümmt  sich  die  Curve  .stärker,  wie  die  schwächer 
'«iejte  (innere)  Linie  in  Taf.  II.  Fig  X anzeigt. 
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VII. 

Beitrag  za  der  Lehre  vom  Stosse  der  Körper 


Von 

Herrn  Doctor  Külpy 

rfer  Phy*rk  an  dnr  technwrhea  Sefaal«  in 


(M.  •.  die  Fif^ur  aaf  Faf. 

Ein  Körper  trifft  gleichzeitig  schief  eine  beliebige  Anzahl 
Kfirper  von  den  Ma.ssen  fli' , M' , -W"-- , <l'*e  ««»  R“*»«  sind.^  Man 
goll  (icuchwirjiligkeit  aller  dieser  Körper  nach  dem  Sto*«e 

be.4timmeri.  Aß,  AC,  AD  sind  offenbar  die  Richtnngen  der  Be- 
v^restungen  von  Hl',  JJ" ^ nach  dem  Stosse.  AF=c  sei  die 
t^e..*cbvrindigkeit  vor  dem  Stosse,  AE  = j;  dieselbe  nach  dem 
und  Winkel  FA£=z.  Man  vollende  das  Parallelogramm 
alsdann  ist  AH  die  verlorene  Geschwindigkeit  von  ;V- 
p'crn'tr  AJ,  AD,  AS  die  Geschwindigkeiten  von  Hl  , Hl'  , M 
„ach  Stosse.  Man  zerlege  sämrotliche  Ge.schwindigkeiten 

yfji 9 AJ 9 -4^,  jede  in  eine  nach  der  Kichtun»  AP  un 

i„  ein«  andere  normal  darauf.  Man  hat  die  Bedingnngsgleichungeo. 

I . ...  ■ M AL,~  Hl  AIÜEM"-^QFHi'”.AT 

jl  , ...  M.A(j!  Hl’ .A0  — M"  AR- Ht"' .AV. 

VVird  AUAF  „üt  «,  ACAE  mit  ^ und  ^DA¥  mit  y be- 
«‘■hält  man; 

AEi  ^:z  1}  — zcosz,  ^G  = a;sini» 

AJ  = AE.cosBAE  = xcos(a  + i). 
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AP=  AE  . cos  CAE  = X cos  {ß — y), 

AS  ~ AE. cos DAE  = xcos{y — 2), 

AIS  = AHl .cos  B AFz^:  orcos  orcos  2) , 

AO  =:  AM.  Sin  BAF  = jrsino;cos(a  + 2), 

AQ  =z  AP. cos  CAF  = xcosßcos(ß — 2), 

AR  — AP.sinCAF  =z  a:sin/3cos(j3— 2), 

AT  = AS.cosDAF  = xcosycos{y — 2), 

> Ay=AS.sinDAF  = a:sinycos(j' — 2). 

Werden  die  eiten  mit  Hülfe  der  Figur  aufgestellten  Werthe  be- 
nutzt, so  gehen  die  Bedingungsgleichungen  I.  und  II.  in  folgende 
über : 


III Mc  — Mxcost=  M'x  cosacos(a-i-i) 

-1  M"x  cosßcos(/3— r) 

-f  cos  y cos  (y — 2) 

und 


/W:esin2=  uW'x  sin  acos(a 2) 

— M"x  sin  ß cos  (ß  — 2) 
— ^i"'a:sin  y cos  (y  — 2). 

Hieraus  berechnet  sich : 


smr  = 


COS;  = 


und 


M'  sin  a cos  « — M"  sin  ß cos  ß — M"' sinycos  y 


(M  + M'  sin  -1 M"  sin  ‘‘ß  -f  M'"  sin  *y)2 
-f  (d/'sinacosm  — 7W"sin^cos^ — iU"'sinycosy)® 

M + M'  si  n + /W"  si  n 2/3  + M'"  si  n *y 


^ iW'sin2a  + yW''sin-j3  + ^7'''sin«y^^  V 

» ( 1 (d/'sinoc  cos  (2  — Ü7" sin  |3  cos  (3  — il!f"'8iiiycosy)®  1 


Mv 

( cos2.(.WV^^'cos*a-ldrcos2j3+.M'''cos*y) 

( — slii2.(yl/'sinacusa — 31"s\nßcosß — Ji"'sinycosy)  ) 


Sind  nur  zwei  gleich  harte  Körper  vorhanden,  so  ist: 

Mc  j Mo  cos  <2 

^ ^ — M + IM'c7^  ’ 

Geschivindigkeiten  der  gestossenen  Körper.  Für  elastisch^ 
Körper  hat  man  aber : 


0 . hy  Gijügle 


I 


104  JUosl;  VeOer  Erweiterung  endlicher  Reihen 

'IMv  cos  a 

^ ~ itf + 2iW'  cö^^ 

und 

Mv  ^ JUv — 2J/'ecos*a 

X — “ i*f  + 2^'cos*o  ‘ 


VIII.  ' 

Ueber  Erweiterung  endlicher  Reihen  durch  beliebige' 

Parameter. 

I 

\ on 

Herrn  üoctor  R.  Most 

in  Stettin.  I 


Abel  hat  im  ersten  Baude  des  Journals  von  Grelle  (p.  159.) 
einen  Ausdruck  gegeben,  von  welchem  die  Binomial- Formel  ein 
einzelner  Fall  ist ; es  lässt  sich  elementar  zeigen,  dass  die  von  Abel 
vorgenommene  Erweiterung  nicht  nur  bei  dem  Binomium , sondern 
bei  jeder  endlichen  Reihe  zulässig  ist  und  leicht  von  einem  aut 
mehrere  Parameter  ausgedehnt  werden  kann.  Die  Aufgabe  bestellt 
allgemein  darin,  in  der  Gleichung: 

1)  . . . + +••••  = + 

+ Ä*  (ar  + 2o)»-*  + fia  (X  + 3«)"-»  + ... 

die  CoefiGcienten  Bp  durch  A auszudräcken.  Man  erhält  durcl 
Induction  : 

2)  . . . . pBp=pAp  — {p—\)(pa){n—p^\)Ap-\ 

+ (P  - 2)  (pa)* (« -p  + 2)a  Ap-i-  ....  + (— 1)P“‘  (p<«)P-^ (ft  — l)p-i  A 

wo  Uf,  wte  gebräuchlich,  den  rten  Binomial  - Coefficienten  von  i 
bedeutet.  Um  die  Formel  inductorisch  zu  beweisen,  führe  mai 
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in  der  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  »-oii  gewon- 

nenen Gleichung: 

3)  ßp+i  = ^p+i  — (n  — p)  (p«)  ßp 

- (w  - p + 1)4  [(p  - 1 ) o]*  ßp_i  — (n  — ;>  + 2),  [(p  — 2)tt] » ßp_a  - . . . . 

ftir  Bf,  Bp-i,  u.  8.  rv.  die  nus  2)  abgeleiteten  Wertbe  ein,  so 
giebt  das  bekannte  Theorem  ; 

(/>  — n)»  — (n  + l)(p— n + l)»+  (n  + I)*(p  — » + 2)"—  .... 

....  + {— l)“(n  + l)„p»  + (—l)"+*(p+  I)"  = 0 

den  der  Gleichung  2)  entsprechenden  Ausdruck  für  ßp^-i- 

Sollen  die  Functionen  der  Gleichung  1)  noch  durch  einen 
rseiteii  Parameter  eriveitert  werden,  etwa  so,  dass 

Äo  j:"  -|-  i9,  (x  + o)"— * (x  + 2«)"—*  + .... 

= öo^*+ßi  (a; + «)"“*  + ß*(a:  + 2« + /3)“-®+  />j(xH-3a+2^)"-»+.... 

Hürde,  SU  ist  zu  berücksichtigen,  dass  der  Ausdruck  der  rechten 
Seite  zu  einer  Reihe 

Co  X»  + C,  (X  + a)»-J  + Ci  (X + 

mit  dem  Parameter  a 13  dieselbe  Beziehung  hat  w ie  der  Aus- 
druck .2Äp(x+pot)"-P  zu  2ApX"~P;  auf  die  Form  2Cp(x  + a)”~P 
ist  aber  der  Ausdruck  2Bp(jc  pa)’^~P  leicht  zu  bringen.  Durch 
Vermittelung  der  Grössen  C erhält  man: 

4)  -Dp+i  = Bp+i  — (p  - 1)  (n  — p)  ßBp 

+ (P— 2)  (n  - p + i)iß{pß  -I-  2a)  Bp-i 
- (p — 3)  (n — p + 2)3  /S(p|3  + 3a)*  .ßp_2  + . . . . 

Will  man  nach  2)  die  hypergeoraetrische  Reihe  F( — «,  ß,  y,  x), 
wo  n eine  ganze  Zahl  ist,  durch  den  Parameter  d erweitern,  so 
erhält  man  : 

5)  C(— n,  ß,  y,  x) 

= F(1— n,  ß,  y,  — nd)— n,  ^F(2— n,  jS+1,  y-fl,  (1— n)d)  [x  + (n— l)d] 
+ «,  ^^;^F(3-«,  ß+2,  y+2,  (2-«)d)[x  + (n-2)d]* 

gn-211 

+ (-l)»-*n4^4^F(-l,  j3+n-2.  y+n-2,  - 2d)  [x  + 2d]«-* 
««-111  ßnll 
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Wird  ß :=  Y,  BO  geht  die  Gleichung  5)  über  in : 

6) ...(1— = — [1  + (n— I)dJ"— - [a:+(n— l)d]  +.... 

+ ( — I)"“®  «2(1  + 2d)  {x  + + ( — 1)"~*  n{x  + d)"~*  + ( — 

Auch  kann  inan  unmittelbar  aus  2)  die  Ab  ei 'sehe  Gleichung 
erhalten  : 

7)  ...  (a:  + §)'‘=  X"  f w§(ar + «)”-! + W2  1(1  — 2a)  (x+2a)"-2 

+ W3l(^-3a)2(x  + :ja)«-3+ 

+ w|[s— («  — Ij [^  + (w  — •)“]  +s(S  -««)"“*• 


IX. 


Ableitung  der  Complanationsfornicl  in  Polarcoordina- 
ten  aus  der  Figur. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdintjer, 

Lehrer  der  Mutliciiiatik  an  der  öfTciitliehen  Ulierreitlaeliule  am  Itauerii- 
iiiarkle  u.  s.  w.  in  Wien. 


Es  sei  31  in  Tat.  111.  Fig.  3.  ein  Punkt  der  krummen  Fläche 
mit  den  Coordinaten  r,  a,  u für  O als  Pol.  Man  lege  durch  OTIi 
und  0.^'  eine  Ebene  und  beschreibe  in  derselben  aus  O den  un 
endlich  kleinen  Bogen  3Jn  = rda.  Es  sei  3JK\_Ox,  ^ 31KJU 
= M,  und  man  drehe  die  Ebene  031 K um  Ox  um  den  uneiicl' 
lieh  kleinen  Winkel  du\  hierdurch  kommt  3In  nach  pq  und  eii 
ist  3Iq  = np  — 31 K.  du — r Sin  a.  du. 

Die  Figur  31npq  ist  ein  unendlich  kleines  Rechteck  auf  de  ' 
Oberfläche  einer  Kugel  vom  Mittelpunkt  O und  vom  Radius  r . 
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Werden  die  Seitenflächen  der  zugehörigen  Kugelpyramide  OMvpi/ 
erweitert,  so  entsteht  auf  der  gegebenen  Fläche  die  Figur  lUNPQ 
als  Differenzial  derselben  = dS.  Das  Kechteck  Mvpq  ist  die 
Projection  dieses  Flächeneleinentes  dS  auf  die  Kugelfläche.  Nun 
ist  OT . Mnpq  — adadu,  bezeichnet  also  ai  den  Winkel,  wel- 
chen die  Ebenen  der  beiden  Vierecke  unter  sich  einschliesseii, 
so  ist; 


(I) 


dS  = 


r^Sxuadadu 
Cos  0) 


Zur  Bestimniuiig  des  Winkels  ca  aus  der  Figur  dient  fol- 
gende Betrachtung:  Ist  r — f(a,u)  die  Gleichung  der  Fläche,  so 
ist  iVn  die  Aenderung  des  Leitstrahls  durch  die  Aenderung  von 


o,  Nii=  Qq  die  Aenderung  des  Leitstrubls  durch  die 

Aenderung  von  u,  Qqz=^^^du.  Da  aber 


Nu 

AJn 


so  wird  durch  Substitution : 


(2) 


‘gf 


1^ 

r 


tgr'  = 


rSin  a 


Ziehen  wir  die  (leraden  NQ,  nq,  so  ist  das  rechtwinkolige  Drei- 
eck nBlq  die  Projection  des  Dreieckes  MNQ  und  ca  ist  der  Nei- 
gungswinkel ihrer  Ebenen.  Es  sei  ^NMQ~x,  so  wird  ar.vIUq 
~iiUN,IUQ.S\tix.Cotno  — i.lln.IUq,  oder  weil  JUn  = lUN.Cose, 
Mq  = MQ . Cos  f' : 


(3) 


Sino;  Cos  ca  = Cos  £ Cosa'. 


Die  von  den  Geraden  ßlO,  MN,  MQ  in  M forinirte  dreikantige 
Kürperecko  ist  rechtwinkelig  in  der  Kante  MO  nach  der  Con- 
struction,  und  die  Kuntenw inkel  sind  x,  90^-}-£,  00“ -f  e';  X ist 
also  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  zu  be- 
trachten, dessen  Katheten  90“ -F  £,  90“ -F  a'  sind;  mithin  ist 
Cos  jc  = Cos  (90“  -F  a) . Cos  (90“  -Ff')  oder 


(4).' Cosa:  = Sin  £.  Sin  a'. 

Eliminirt  man  aus  (3),  (4)  x,  so  folgt  aus  der  resultirenden 
Gleichung : 


(5).  . 


Cos  CO  = 


V"  1 -F  tg‘^£  -F  tgV  ’ 


oder  wenn  man  für  tga,  tge'  die  früher  gefundenen  Werthe  sub- 
stituirt: 
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(6)  . . . Co»  (o  = 
und  nach  (1) : 


rSina 


I |Sin*o+^ 

dry 

.du) 

Ir* -Fl 

(- 

[du. 

Diese  Formel  (7)  stammt  meioes  Wissens  von  Euler  her, 
er  gevrinnt  sie  jedoch  durch  Transformation  aus  der  Complana- 
tionsformel  in  rechtwinkeligen  Coordinaten.  Eine  Ableitung  aus 
der  Figur  finde  ich  nur  bei  Herr,  Höhere  Mathematik  Bd.  2. 
|i.  422.,  aber  der  Winkel  a wird  dort  nicht  ans  der  Figur  er- 
mittelt, 'und  diess  veranlasste  mich  zu  den  vorstehenden  Zeilen. 
Es  ist  von  Wichtigkeit,  sich  immer  zu  vergegenvrärtigen,  dass 
alle  geometrischen  Fundaroentalformeln , wie  jene  für  Recti- 
fication,  Quadratur,  Complanation,  Cubatur,  sei  es  in  rechtwin- 
keligen oder  Polarcoordinaten  (wenn  man  nicht  die  Formel  für 
das  eine  System  in  das  andere  transformirt),  der  Natur  der  Sache 
nach  nur  aus  der  Figur  abgeleitet  werden  können.  Moigno 
macht  von  der  Formel  (7)  eine  Anwendung  auf  das  dreiaxige 
Ellipsoid,  Vorl.  über  die  Integralrechnung,  deutsch  von 
Schnuse,  p.  177.  Uebrigens  ist  diese  Formel  noch  wenig  unter- 
sucht und  angewendet. 


Bemerkung  des  Herausgebers. 

Ich  darf  mir  wohl  erlauben,  bei  dieser  Gelegenheit  auch  an  meine 
Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  für 
polare  Coordi  natensysteme.  Mit  einer  lith ogra p b i r* 
ten  Tafel.  Greifswald  und  Leipzig.  1857.  gr.  8°.  zu  er- 
innern, in  welchem  282  Seiten  umfassenden  Buche  ich  ein  voll- 
ständiges, ganz  unabhängiges  — also  gar  nicht  durch  Coordina- 
tenverwandlungen  an  die  gewöhnlichen  cartesischen  Coordinaten 
sich  anschliessendes  — System  der  gesammten  analytischen  Geo- 
metrie für  polare  Coordinatensysteme  aufzustellen  gesucht  habe. 
Die  in  dem  vorstehenden  Aufsätze  von  dessen  verehrtem  Herrn 
Verfasser  aus  Betrachtung  einer  Figur  abgeleitete  Complanations- 
formel  ist  in  meinem  vorgenannten  Werke  Cap.  Xll.  Compla- 
nation und  Cubatur  krummer  Flächen.  S.  267.  IT.  mittelst 
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einet  strengen  Gränzenbetrachtung  gleichfalls  unter  Anschluss  an  , 
eine  Figur,  wie  ich  glaube,  in  völliger  Allgemeinheit  entwickelt, 
und  sowohl  auf  das  Kotationsellipsoid  als  auch  auf  das  allgemeine 
dreiazige  Ellipsoid  mit  ziemlicher  Ausführlichkeit  angewandt  wor- 
den, so  dass  im  letzteren  Falle  das  zu  bestimmende,  gehörig  be- 
gränzte  FlächenstSck  wenigstens  auf  eine  blosse  Quadratur  zu- 
rückgefuhrt  worden  ist.  G. 


X. 


Bedeatang  und  Eigenschaften  der  aus  r=a^^  ent- 
springenden Cur?e. 

Von 

Herrn  Ludwig  Stoeckly 
in  Urenchen,  Canton  Solothurn  in  der  Schweiz. 


Bezeichnen  wir  den  Bogen  BCD  (Taf.  III.  Fig.  1.)  des  um  A 
beschriebenen  Kreises  mit  6 und  die  dazu  gehörige  Sehne  BD 
mit  t,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des  Bogens  b auf  dem  nach 
seiner  Mitte  C gezogenen  Radius  AC,  und  es  ist  bekanntlich, 
wenn  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  des 
Kreises  mit  z und  den  Radius  mit  a bezehnen: 


Ks  ist  also  z eine  Function  von  b,  und  lassen  wir  den  Bogen  vom 
Punkte  B ans  stetig  wachsen,  so  ändert  sich  auch  die  Lage  des 
Schwerpunktes  für  denselben  stetig.  Es  soll  die  Gleichung  der 
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Ciirve  bestimnit  werden,  die  der  stetig;  sich  ändernde  Schwer- 
punkt heim  Wachsen  des  Bogens  heschreiht. 

Am  einfachsten  ist  die  Polargleichung  zu  finden.  Es  sei  für 
den  Bogen  BI)  der  Ahstand  z—AM,  also  M ein  Punkt  der  ge- 
suchten Curve.  Nun  sei  wie  üblich  AM  oder  z — r und  der  mit 
dem  Radius  = 1 aus  A zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels 
CAB  beschriebene  Bogen  =qp,  so  hat  man: 


BE  — afiincp,  2BE  = BD  — s — 2as\n<p; 
Bogen  BC=ntp,  Bogen  BCDz=b  = 2acp. 

Daraus  folgt  nach  Gleichung  (1) : 


oder  vereinfacht : 


2asin  (p 

l JX  t 

lacp 


5sin(T 


(2) 


Dies  ist  die  Polargleichung  der  betreffenden  Schwerpunkts- 
curve  des  Kreises  und  also  der  zu  diskutirende  Ausdruck. 


Für  (p—0  führt  die  Gleichung  auf  die  unbestimmte  Form 
r = Setzen  wir,  um  auf  den  wahren  Werth  zu  kommen,  dg> 

statt  cp  und  beachten  wir  zugleich,  dass  sinÖ9>=9(p,  also  — 1, 

so  wird  r=n.  Man  kann  sich  die  Sache  auch  so  vorstellen : 
Wenn  ^ = 0,  also  noch  gar  kein  Bogen  vorhanden  ist,  so  kann 
auch  von  keinem  Schwerpunkt  desselben  die  Rede  sein.  Der 
Kreis  muss  von  B aus  zuerst  zu  fliessen  anfangen,  bevor  die 
Curve  ihren  Anfang  nehmen  kann;  für  den  unendlich  kleinen 
Bogen  0g)  wird  alsdann  r—a. 


Für  cp—n  wird  r—a—  wie  es  sein  soll,  wovon  man  sich 

durch  Anwendung  der  Gleichung  (1)  überzeugen  kann.  Es  ent- 
.spricht  dieser  Werth  dem  Punkte  F der  Curve. 

Für  <p=n  wird  r = 0,  welches  dem  Centrum  A entspricht. 
Dies  die  Curve,  soweit  sie  Gegenstand  unserer  Untersuchung 
sein  soll. 


Da  r mit  wachsendem  cp  beständig  abnirarot,  so  müssen  noth- 
wendig  09  und  0r  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Um  dies 
zu  vermeiden  und  leichtere  Rechnung  zu  haben,  beginnen  wir  die 
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ßrehnng  von  G aus  rückwärts,  indem  wir  in  (lleichnng  {'1)  n — (p 
statt  qs  setzen.  Beachtet  man,  dass  sin(re — <p):^BUup,  so  er- 
hält man  die  neue  Gleichung: 


rasing) 

71 (p 


(3) 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt : 


dr  (n  — <p)acos(p-l- osiiup 
dq>  (7t  — cpy^ 


Man  denke  sich  ferner  die  im  Punkte  31  an  die  Curve  gezo- 
gene Tangente  3IT  verlängert,  bis  sie  die  auf  dem  Radius  vector 
A3I  errichtete  Senkrechte  schneidet,  bezeichne  den  dadurch  ent- 
standenen Winkel  mit  ß und  den  Winkel  AMT,  den  die  Tan- 
sente  mit  dem  Radiusvector  bildet,  mit  a.  Es  ist  nun,  wie  leicht 
aas  Taf.  III.  Fig.  1.  ersichtlich,  MT  die  Tangente,  MN  die  Nor- 
male, AT  die  Subtangente  und  AN  die  Subnormale  der  Curve 
für  den  Punkt  31.  Zur  Bestimmung  dieser  Linien  erhalten  wir: 


dr  (rr-g)) 

rdg>  (7t- 


- gj) sing) 


rd(p 

Br 


(tt — g))sing) 

(ti  — g>)  cosg)  -j-  sin  q> 


— cotjS. 


d(l  — cos®g)) 

' (7t  — g)) cosg)  -f-  sing)’ 


' = r^l 


r=,V  = 


1 + 


(7t  — g))*sin®g) 


[(tt — gi)  cosg  -f  sin  g]* 


^ Sr  (7t  — g) a cos g -f  o sing 
= Sg  ~ (7t- g)*  ■ 


N = ^: 


r*  + 


Sg*' 


f sin*g  ' ■ 

(7t— g)cosg-|-5ing"|* 

r (7t— g)*  + 

L (tt  — g)®  J 

Für  g = 0 wird  : 

tg|3  = (»,  tgtt  = 0,  St  = 0,  = T = 0 und  N — 

Im  Punkte  A haben  also  Subnormale  und  Normale  den  glei- 
chen Werth 


Für 


7t 


9>  — 2 


wird  : 


Digitized  by  Google 


112 


Stnecklv:  Bedeutung  und  Eigenschaften  der  aus 


‘B“  = 2’ 


St  = a,  Sn  = 


4a 


und 


Für  den  Punkt  F ist  die  Subtangente  gleich  dem  Radius  a. 
In  diesem  Punkte  kann  also  sehr  leicht  eine  Berührungslinie  an 
die  Curre  gezogen  werden,  indem  man  einfach  Fund  G verbindet. 

Für  cp  = n wird: 

„ (w  — y)  cosy-f  siny 0 

(n  — y)siny  Ö’ 

Differentiircn  wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  für  sich,  um 
auf  den  wahren  Werth  zu  kommen,  so  erhalten  wir: 


0 ysiny  — »siny  0 

ncoacp  — ycosy — siny  Ö 

=?=». 


ycosy  + siny  — »cosg) 
ysiny  — ;ssiny  — 2cos9 


Ferner  wird  für  cp  — n: 

tgo:  = cotj3  = g=  00, 


, «(1  — cos^y) 0 osln*y  0 

(n—  <p)  cosy  + siny  0 Jtcosy  — y cosy -f  sin  y Ö 

2osinycosy  0 2acos*y  — 2asin*y  2a 

ysiny  — nsiny  Ö ycosy-Feiny  — Trcosy  0 * 


_ (a:  — y)n cosy + « siny 0 aysiny  — oTrsiny 0 

” (tc  — y)*  Ö 2y  — 2»  0 

ay  cos  y-f-a  siny  — ancoscp  0 „ 

— 2 — 2 “ 

T = = V'a*  + Qo*  = OD ; N=  V r*"+  Än*  = Vo*  = n. 

In  B bildet  also  der  Radius  vector  mit  der  Tangente  einen 
rechten  Winkel.  Während  der  Drehung  (von  der  Rechten  nach 
der  Linken)  wird  dieser  Winkel  immer  kleiner,  bis  er  im  Centrum 
A gleich  0 geworden.  In  B laufen  ferner  die  Tangente  und  die  auf 
dem  Radius  vector  errichtete  Senkrechte  parallel,  d.  h.  sie  bilden 
zusammen  einen  Winkel  =0.  Dieser  WMiikel  wird  während  der 
Drehung  immer  grösser,  sein  zuerst  unendlich  weit  entfernter 
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r = a entspriimenilen  Curte. 

f 

Scheitelpunkt  T kommt  immer  näher,  bis  in  A dieser  Winkel, 
dessen  Schenkel  nun  unendlich  klein  geworden,  gleich  90*^  ist. 

Die  Endpunkte  T und  iV  der  Subtangente  und  Subnormale 
beschreiben  also  während  der  Drehung  selbst  wieder  krumme 

Linien,  deren  Gleichungen  sehr  leicht  aus  der  Gleichung  r = 

der  Haupteurve  hergeleitet  werden  können.  Für  die  Curve  der 
Subtangente  ist  diese  selbst  Kadinsvector,  und  lässt  man  die 
Drehung  von  P aus  beginnen,  so  ist  der  Polarwinkel  der  derivirten 
Curve  Winkel  PAT=q>  gleich  dem  Polarwinkel  der  Haupteurve  in 
diesem  Moment;  denn  jeder  besteht  aus  einem  Rechten  und  dem 
Winkel  GAT.  Nun  ist  offenbar: 

«(I  — cos®g>) 

{n — <f>)cos(p  Fsinro 

die  Polargleichung  der  betreffenden  Curve.  Man  braucht  also  nur 
die  Polai^xe,  von  welcher  aus  die  Drehung  für  die  Haupteurve 
beginnt,  um  90®  rückwärts  zu  drehen,  so  ist  der  Ausdruck  für 
die  Subtangente  der  Haupteurve,  wenn  man  darin  St  = r setzt, 
die  Gleichung  der  Curve,  welche  der  Scheitelpunkt  des  Winkels 
ß während  der  Drehung  beschreibt. 

Wird  die  Polaraxe  AG,  von  welcher  aus  die  Drehung  für  die 
Haupteurve  beginnt,  um  drei  rechte  Winkel  rückwärts  ge- 
schoben, so  dass  die  Drehung  in  gleichem  Sinne  jetzt  von  Q 
aus  beginnt,  so  ist,  vvie  leicht  aus  der  Figur  ersichtlich: 

(n  — q>)n  cosqs  -p  osin  cp 

’’  — — 

die  Gleichung  der  Curve,  welche  der  Endpunkt  der  Subnormalen 
während  der  Drehung  beschreibt.  Es  zeigt  Taf.  III.  Fig.  2.  die 
Haupteurve,  sammt  den  daraus  abgeleiteten  Curven  der  Subtan- 
gente und  Subnormale.  Die  Curve  der  Subnormalen  beginnt 
io  m,  welcher  Punkt  in  der  Mitte  von  AF  liegt,  und  endet  im 
Centrum  A.  Die  Curve  der  Subtangente  geht  vom  Centrum 
A aus  durch  den  Endpunkt  G des  Radius  AG  und  erstreckt  sich 
in’s  Unendliche. 

Denkt  man  sich  aus  dem  Punkte  M (Taf.  III.  Fig.  1.)  der  Curve 
eine  Senkrechte  auf  AB  gefällt,  so  hat  man  auf  rechtwinkliche 
Coordinaten  bezogen  für  den  Anfangspunkt  A ganz  einfach : 

y = rsingj  und  x~rcosq, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1): 

Theil  XLVIll.  8 ,r 
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«in  !f 


entspringend.  Cut  ve. 


asinoD 

y — — ^ — .8ID9) . 

asino) 

X = . cos  ®. 

9 

Mit  Hülfe  dieser  zwei  Gleichungen  lässt  sich  die  Curve  ebenfalls 
leicht  coDstruiren.  Durch  Differentiation  folgt : 

dy  sin  (p  cos  9 — sin*(p  2(ptg<p  — tff*(p 

8x  q>(cos*q}  — sin  *91)  — sin  9 cos®  ® (1  — tg*®)  — tg®» 

Setzen  wir  ^ = 0,  so  folgt  2®tg®  — tu*®  = 0,  woraus  tg®  = 2®. 
Die  Curve  erreicht  also  ihr  Maxiniuiii  für  einen  Winkel  ®,  des- 
sen Tangente  zweimal  so  gross  ist,  als  der  dazu  gehörige  Bogen. 
Es  findet  dies  Statt  für  ® = 66'*46'. 

Das  gleiche  Resultat  erhält  man  übrigens  noch  schneller,  wenn 
man  in  Bezug  auf  Polarconrdinaten  Winkel  a gleich  Winkel  ®, 
respective  gleich  Winkel  (n  — ®)  setzt  und  den  Ausdruck  für  tga 
benützt. 

Das  Differential  der  Fläche  der  Curve  mit  Bezug  auf  die 
Polargleichung  (I)  ist: 

• 8F  = ir*8<p  oder  8F  = ^ 3®. 

Somit  ist: 


S|  fl  ^ 

Entwickelt  man,  um  integriren  zn  können,  den  Ausdruck 
in  eine  Reihe,  so  erhält  man  zunächst: 


sin2®  4 — icos2® 
— 


2®* 


1 


. cos2® 1 


®*  ®*  ’u®*  2®* ' 

und  wenn  man  statt  cos 2®  die  entsprechende  Reibe  setzt,  so  ist: 


sin*®_  1 1 (2®)*  (2®)«  (2®)« 

^2  — 2®a  2®*"  1.2  +1.2. 3. 4 1.2.3.4.6.6  + ~"" 


ein*®_„.,  (2®)*  , (2®)« 

®*  1.2.3.4  + 1.2.3.4.6.6 


(2®)« 


1.2.3.4.5.6.7.8 


Diese  Reihe  muss  convergent  sein,  weil  die  Cosinusreihe  es  ist. 
Man  hat  übrigens : 


(n-f  ])tes  Glied  = 


py)*" 

1.2.3....2n(2n+l)(2«-F2)’ 


yC 
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(»i  + 2)tes  Glied  = i .2. 3....-2n(2n+l)(2«+2)(2«+3)(2n+4)' 
Mithin 

(2<p)*  

t/«+i  (2n  + 3)  (2n  + 4)  ’ 

und  also  die  Reihe  convergent  für  4(p®  < (2n  + 3)(2a  + 4),  d.  h. 
liir  jeden  endlichen  Werth  von  tp.  IHultiplicirt  man  Gleichung  (4) 
mit  c(p  und  integrirt,  so  erhält  man: 

|/*8in*(3P^  1 (2<p)®.(p  , 1 (2ip)*.(p  1 {2tp)*.<p , \ 

1/  “3  r2T.4  + 5' 1. 2.3.4. 5.6~7*1.2....8+"7 

+ C. 

Um  die  ganzeFlächezu  erhalten,  muss  das  Integral  -jO  J ■ 8y 
lon  (p  = 0 bis  q>=  n genommen  worden.  Wir  erhalten : 

, , /'’'sin*qu.,  , , (2a)a  ..  (2a)*  , (2a)« 

i«y  ’''4-*r.X3:4+*-r:::6“'^-r:::8 


+^ 


(2a)8 


Berechnet  man  die  Glieder  bis  zur  8ten  Potenz  von  a,  so  er- 
Ult  man  die  Grosse  der  Fläche,  welche  zwischen  der  Curve  und 
dem  Radius  AB  liegt: 

F=  a*a.  0,2410316725. 


XI. 

Uebungsaurgaben  für  Schäler. 


Wenn  ABCD  (Taf.  III.  Fig.  6.)  ein  Viereck  im  Kreise  ist  und 
die  Seiten  AB,  CD  sich  in  dem  Punkte  F,  die  Seiten  BC,  DA 
■tl)  in  dem  Punkte  G schneiden ; so  stehen  die  beiden  Geraden, 
*elche  die  Winkel  F und  G balbiren,  jederzeit  auf  einander 
«»krecht.  (Sylvester.) 
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üelirsatK. 

In  Taf.  III.  Fig.  7.  sei  AB  die  grosse  Axe  einer  El- 
lipse, deren  Brennpunkte  F und  F'  sind,  ln  dem  Brenn- 
punkte F errichte  man  auf  die  grosse  Axe  AB  ein  Per- 
pendikel, welches  die  Ellipse  in  D schneidet,  und 
mache  DE=  FD=  dem  halben  Parameter  der  Ellipse. 
Beschreibt  man  dann  aus  dem  Brennpunkte  Eals  Mit- 
telpunkt mit  FE  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher 
die  Ellipse  in  G schneidet,  und  zieht  die  Gerade  FG‘, 
so  ist  FG  die  gerade  Linie  des  kürzesten  Falls  von 
dem  Brennpunkte  F bis  zur  Ellipse.  (E.  Mc  Cormick  in 
The  Educational  Times.  -Vol.  XIX.  Avril  1866..  pag.  18.) 


JLU. 

M i 8 c e I I e n . 


Geometrischer  Satz. 

Von  Herrn  l)r.  K.  Weihrauch  in  Arensburg  auf  der  Inset  Oesel 

in  Livland. 

Ijehrsatz. 

Ist  ab  in  Taf.  III.  Fig.  4.  die  Seite  des  regelmässigen 
Vierzehnecks  im  Kreise  um  o,  ferner  ac  = ab  gemacht, 
so  ist  im  Dreiek  oac  die  grösste  Höhe  gleich  der  Summe 
der  beiden  Kleineren,  od=ae-[-cf. 

Beweis.  1)  Es  werde  od  = hi,  ae  = h^,  cf=hg,  ao  — r, 
ab  s=  ac  = X gesetzt.  Es  ist  ki.ac  = hf^.oc  = h^.ao,  also: 
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r* 

Nnn  ist  oc=zr  — bc,  bc:ab  = ab:ao,  bc= — , oc  = ; 

r r 

also: 

L L r /'  »•  . L 2ra.T— .T* 

«a  + As  — _ A,  • 

Ads  der  Gleichung  Tür  die  Seite  des  regelmässigen  Vierzehnecks: 
a:®  — rar*  — 2r^x  -f  r^  = 0 

zieht  man  sofort  2r^x  — — rx^ , also  Aa-fÄ3  = Aj,  w.  z.  b.  w. 

2)  Der  Satz  lässt  sich  übrigens  auch  ohne  Zuziehung  der 
Gleichung  des  regelmässigen  Vierzehnecks  beweisen,  wenn  man 
den  im  Archiv  Bd.  XLII.  S.  229.  von  dem  Herrn  Herausgeber 
infgestellten  Satz  anwendet. 

Beachtet  man , dass 

Laoc  = yR,  ^abc=^acb  = tR,  ^cao  — *R,  ^aco  = rR, 
so  hat  man : 

^aco  — 2.^cao,  ^cao  = 2.^aoc. 

Nach  dem  citirten  Satze  ist  dann: 

ao^  = co^  + CO . ac  oder  ao*  = co.(co  + ac) , 
co^  ac^  ac . ao  oder  ac . ao  = (co ac)  (co  — ac); 
und  durch  Division : 

ao CO 

ac  CO  — ac 

Daraus : 

ao  .CO  = ao  .ac  ac . CO , 

1 _ 1 -L. 

ac  CO  ^ ao' 

d.  b.  Aj  z=  k^  + k^,  w.  z.  b.  w. 

Durch  Addition  der  ursprünglichen  Gleichungen  entsteht: 
ao®  = ac.(ao  + oc  + ac), 

d.  b.  die  grösste  Seite  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der 
kleinsten  und  dem  ganzen  Umfange. 

Von  dem  Herauegeber. 

Nach  einer  Bemerkung  des  Herrn  James  Booth  — wenigstens 
eotlehne  ich  sie  von  ihm  — ist  jede  sechsziffrige  decadische 
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Zahl  von  der  Form  ablabl  durch  7 und  13  ohne  Rest  theilbar. 
Der  Beweis  ist  sehr  leicht.  Es  ist  nSmIich; 

«67o67  = a.  100000  + 6. 10000  + 7. 1000  + fl.  100  + 6. 10  + 7 
= a.l00100+6. 10010  + 7.1001, 

und  weil  nun : 

100100  = 14300.7  = 7700. 13, 

10010=  14.30.7  = 770.13, 

1001  = 143.7  = 77.13 

ist;  so  ist: 

o67n67  = (a.  14300  + 6. 1430  + 7. 143).7 
= (a. 7700  + 6. 770  + 7. 77). 13, 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


Von  Hem  H e r h u • " e li  e r. 

Wenn 

a = a:*  + ^*  + t*  + w*. 
b — x\y\t  \ XI 

ist,  so  ist: 

4a  — 6*  = (a:+y — * — m)*+(j:+z — y — M)*+(a:  + u — y — z)*. 


Punktweise  Construktion  des  Eliipsnides  aus  den  Axen. 

Von  Herrn  Franz  Unferdinger,  Lehrer  der  Mathematik  an  der 
öiTentlichcn  OberrealKehule  am  Bauernmärkte  in  Wien. 

Man  construire  aus  O,  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoides,  mit 
den  Halbaxen  a,  b,  c desselben,  als  Radien,  drei  concentrische 
Kugeln,  ziehe  aus  O einen  beliebigen  Strahl,  welcher  die  drei 
Kugeln  in  A,  B,  C schneidet;  a,  ß,  y seien  die  drei  ISO*'  nicht 
fibersteigenden  Winkel,  welche  dieser  Strahl  mit  den  positiven 
Halbaxen  des  in  O rechtwinkeligen  Coordinatensystems  einscbliesst. 
Legt  man  nun  durch  A eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  iyt),  durch 
B eine  Ebene  parallel  zur  (o:z),  durch  C eine  Ebene  parallel  zur 
{xy),  so  sind  die  Gleichungen  dieser  Ebenen: 

o;  = aCos«,  y = 6Cos/3,  z = cCosy; 

ihr  Durebachnittspunkt  M liegt  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoides ; 
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Bezeichnet  R die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Mittelpunkt  O, 
so  ist ; 

ß = V" o*Cos*o -|- 6*Cos*/3 -|-c*Cos®y, 


nnd  sind  X,  (t,  v die  180®  nicht  ühersteigenden  Winkel,  welche 
der  Strahl  OIU  mit  den  positiven  Halbaxen  der  Coordiiiaten  ein- 
schliesst,  so  ist: 


nCoso  , hConß 

V/OS  A — 9 C'08  ' » 


Cos  v = 


cCosy 

ß 


Diese  Construktion  für  Punkte  eines  Ellipsoides  ist  einer 
lirkannten  Construktion  der  Ellipse  analog,  und  da  ich  mich  nicht 
emniere,  dieselbe  schon  irgendwo  gelesen  zu  haben,  so  erlaubte 
ich  mir,  sie  hier  niitzutheiien. 


Sehr  wichtige  literarische  Nachricht! 

Da,  indem  ich  Dieses  schreibe,  der  diesem  Hefte  beizuge- 
bende Literarische  Bericht  No.  CLXXXIX.  bereits  geschlos- 
sen ist,  so  halte  ich  es  für  meine  Pfliciif,  den  mir  am  Schlüsse 
dieses  Heftes  noch  dargebotenen  Raum  zu  benutzen,  um  den 
besern  so  bald  als  irgend  möglich  eine  mir  so  eben  aus  Rom 
zu!>egangene  wichtige  literarische  Nachricht  niitzutheiien,  welche 
<ch  nicht  glaube  bis  zu  dem  Erscheinen  des  nächsten  Literari- 
schen Berichts  verschieben  zu  dürfen. 

Der  berühmte  und  hochverdiente  Herr  D.  Baldnssarre 
Boncompagni,  dei  Principi  di  Piombino  in  Rom,  welchem 
ältere  Literatur  und  die  Geschichte  der  Mathematik  die  viel- 
fachsten und  wichtigsten  Bereicherungen  und  grössere  Beförde- 
rung  verdanken,  als  irgend  einem  anderen  Gelehrten  vor  ihm, 
"‘cd  vom  Januar  dieses  Jahres  an  auf  seine  eigenen  Kosten 
C'ne  der  Bibliographie  und  Geschichte  der  Mathematik  eigens 
gewidmete  Zeitschrift  herausgeben,  was  einen  Jeden,  der  die 
grossen  Verdienste,  welche  Herr  Bonconipagni  sich  bereits  in 
00  hohem  Maasse  um  diese  Zweige  unserer  Wissenschaft  erwor- 
ben hat,  kennt  und  nur  einigermassen  zu  würdigen  versteht,  mit 
dor  grössten  Freude  und  dem  grössten  Danke  erfüllen  muss,  da 
ee  einem  so  wichtigen  Unternehmen  unter  den  jetzigen  Mathe- 
eratikern  gewiss  Niemand  mehr  geeignet  und  im  Stande  ist,  als 
gerade  Herr  Boncompagni.  Der  Raum  fehlt  mir  jetzt,  mich 
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weiter  über  dieses  neue  Unternehmen  von  dein  unschätzbarsten 
Werthe  zu  äussern;  ich  sehe  aber  dem  Erscheinen  der  ersten 
Lieferung  mit  dem  grössten  Verlangen  entgegen,  und  werde  dann 
nicht  säumen,  die  Leser  weiter  mit  dieser  wichtigen  neuen  Zeit- 
schrift bekannt  zu  machen,  indem  ich  mich  für  jetzt  auf  die  Alit- 
theilung  der  beiden  folgenden,  von  Herrn  Boncompagni  in  fran- 
zösischer Sprache  erlassenen,  zunächst  in  Briefform  an  einzelne 
Gelehrte  gerichteten  Ankündigungen  zu  beschränken  genötbigt  bin. 

Greifswald  im  Januar  1868.  Grunert. 


. Monsieur 

Dans  le  mois  couiant  on  commence  ä publier  a Korne  un 
recueil  inensuel,  in  4to,  intituK  — bulletino  m bibliogbafia 

E BI  STOltlA  BELLE  SCIENZE  MATEMATICIIE  E FISICHE  — . Le 
sous.signö  ose  vous  prier,  Monsieur,  de  vouloir  bien  lui  envoyer 
par  la  poste  quelque  ecrit  relatif  ä la  bibliograpbie  ou  ä l'bistoire  des 
Sciences  mathematiques  et  physiques,  et  peiinettre  que  ces  ecrits 
soieut  publies  dans  ce  recueil.  Toute  analyse , notice  ou  röcension 
d’ouvrages  anciens  ou  modernes  relatifs  ä ces  Sciences,  pourra 
etre  publiee  dans  ce  recueil. 

Rome  1 janvier  18G8. 

B.  Boncompagni. 


Le  recueil  intitule  „bullettino  bi  bibliografia  e bi  .storia 
BELLE  sciESZE  MATEMATICIIE  E FisiciiE“  est  un  ouvrage  p6rio- 
dique  dont  on  publie  cliaque  mois  un  cabier  de  trois  feuilles  au 
moins,  et  de  cinq  au  plus.  Ces  caliiei’s  so  vendeut  ä Rome  dans 
rimprimerie  des  Sciences  mathematiques  et  physiques  (Via  Lata, 
n«.  211  A)  au  prix  de  35  Centimes  la  feuille.  Les  personnes  qui 
voudront  bien  envoyer  des  erits  destines  ä etre  publi^s  dans  ce 
recueil,  sont  priees  de  les  remettre  au  bureau  de  la  poste  dans 
des  plis  adressös  ä D.  B.  Boncompagni  ä Rome.  Ceux  de  ces 
ecrits  qui  seront  redig^s  en  italien,  en  franyais  ou  en  latin,  seront 
publiös  textuellement  dans  ce  Bulletin. 
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Xlll. 

Les  prcmieres  notions  de  la  thdorie  des  functions 

elliptiques. 

Par 

Monsieur  Dr.  E.  G.  Björling 

& Westeräa  en  Suedc. 

(Tradait  da  rdcit  annoaire  ponr  le  Lycde  roj.  de  Weiter&a  enSuide  1866.) 


II  y a saus  doute  plusienrs  qui,  an  premier  coup-d’oeil  sur 
ce  memoire,  au  moins  s’etonnent  de  sa  publication  dans  an  temps 
nü  la  connaissance  des  fonctions  elliptiques  est  dejä  presque 
devenue  la  propri^td  de  chacun,  et  — ce  qu’il  y a de  plus  — o« 
l’on  aborde  ordinairement  cette  etude  avec  des  vues  l>ien  plus 
vastes  que  celles  qui  sont  offertes  dans  ce  travail.  Mais,  voici 
en  peu  de  mots  le  motif  de  l’auteur!  S’^tant  occnp^  pendant 
quelques  annees  de  ces  fonctions  interessantes,  il  lui  a sembl^ 
qne  l’entrde  nieme  de  cette  belle  rdgion  d’analyse  est  devenue 
pour  le  commen^ant  — pent*£tre  ä cause  de  ces  vastes  vues 
meines  — si  extremement  epineuse  qu’il  serait  une  vraie  preuve 
de  bienveillance  que  de  lui  en  faciliter  l’accession.  (7est  cette 
Intention  bienveillante  qui  a ^td  la  cause  motive  de  ce  travail. 
Qa’il  soit  aussi  regarde  de  ce  point  de  vue! 

An  reste  il  y aurait  beaucoup  k dire  en  pr^face  sur  la  raatiire 
radme  de  ce  memoire,  pas  precis^nient  pour  Tinstruction  du  com- 
men^ant,  roais  comme  une  explication  de  l'auteur  devant  les 
earants.  Mais  le  peu  d’espace  lui  en  permet  seulement  quelques  mots. 

Touloir  introduire  le  comraen^ant  dans  la  r^gion  des  fonctions 
eirculaires  moyennant  une  d^finition  qui  convient  ä la  notion 
generale  de  fonction  circulaire,  quel  que  soit  l’argument,  ima- 
ginaire  ou  reel,  voilä  ce  que  serait  — avonons-le  — ä trop  de- 
mander  au  pouvoir  humain.  Un  tel  essai  echouerait  sans  doute, 
tant  qu’il  pursse  sembler  que  ce  procede  serait  le  plus  juste  et 
le  plus  direct.  Mais  s’il  en  est  ainsi  des  fonctions  eirculaires, 
nest-il  pas  aussi  le  cas  — et  ä plus  forte  raison,  s’il  est 
possible  — des  fonctions  elliptiques?  Au  moins  l’auteur  n’en 
Theil  XLVIII.  9 
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öproüve  aucun  doute.  II  faut  ndcessairement,  croit-il,  faire  com- 
mencer  l’etudiant  avec  des  argunients  reels;  donc  point  da 
tout  l’introduire  par  des  definUions  generales,  qui  convienneiit 
ä la  notinn  „fonctions  elliptiques  d’un  argiiment  qiielconque“  *), 
mais  par  des  preliminaires,  qui  conviennent  ]>rccisement  ä la 
notinn:  fonctions  elliptiques  d’argument  recl  et  liien  de 

module  positif  <1  (ou  nienie  zero).  Voilä  le  principe  que 
l’auteur  a cherche  d’avoir  toujour«  present  ä l’esprit;  voila  aussi 
son  niotif  pour  ne  s’nccuper  dans  ce  memoire  introduc- 
toire  que  de  fonctions  d’arguinents  reels*). 

Mais  de  l’autre  cotd  on  ne  doit  point  par  de  tels  prdparatifs 
trop  retarder  ceux  qui  ont  pour  dessein  d'aller  jusqu’au  fond  des 
choses. 

Ce  n’est  pas  sans  un  pen  d'assnrance  qu’ose  esperer  i’auteur 
d’avoir  satisfait  par  le  memoire  present  ä ces  deux  pretentions. 
Et  plus  encore:  il  y a sans  doute  plusieurs  qui  — en  conside- 
rant  toute  l’utilitd  qu’a  apportee  la  thdorie  des  fonctions  circulaires 
d’arguraent  reel  — se  contentent  de  la  connaissance  des  fonctions 
elliptiques  dans  ce  sens  iimite.  Eh  hien!  I’auteur  ose  meine 
presumer  que  ces  personnes  peuvent,  moyennant  I’insfruction  ici 
donnee,  poursuivre  leur  chemin  sans  etre  egarees  par  de 
fausses  indications,  malbeureusement  pas  trop  rares  mdme 
aujourd'liui.  Ce  sont  en  effet  ces  sortes  d’indications  qui  ont  in- 
spird  ä l’auteur  l’idee  d’essayer  de  delivrer  d’autres  des  difficultes 
et  des  ddsagrements  auxquels  il  a ete  expose  lui-meroe  au  com- 
mencement  de  ces  etudes. 

Maintenant  aussi  quelques  mots  sur  des  speclnlites! 

II  y a une  chose  capitale,  chose  ä laquelle  — selon  ce  qui  nous 
semhie  — les  auteurs  meme  de  notre  temps  n’ont  attrihue  assez 
d’importance,  c’est  qu’il  ne  faut  soumeftre  niillement  ni  la  notinn 
„fonctions  elliptiques“  ni  memes  les  proprieles  fundamen- 
tales de  ces  fonctions  ä l’integrale  elliptique  (39)®)  avee 
toutes  ses  suhtilitds.  Ici  (§§.  I et  2)  nous  avons  eu  soin  de  noo.' 
conformer,  comme  il  faut,  ä ce  principe,  et  du  reste  nous  avons 
dpargne  au  commengant  la  peine  de  toiis  embarras  sur  la  valenr 


1)  Vnili  ce  qni  ne  scrait  pan  moins  mal-n-propoi  qne  de  dl’tinir 
au  Premier  nbord  le«  fonctions  circulaires  p.  ex.  par  iine  certaine  dqna- 
tinn  dilTdrentielle. 

2)  Par-Iä  nons  avons  niissi  indiqiid  nos  motifs  pour  passer  ici  son« 
silence  la  donhle  pcriodicild  des  fonctions  riliptiqnes. 

3)  Vnir  le  g.  3 ri-dessnus. 
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de  cette  integrale  pour  x minier.  >1.  Ei,  en  effet,  que 
celte  deraiere  ,,crax“  dans  Sa  Iheorie  de  l'intesrale  elliptique 
ne  tODcbe  nnllement  la  iheorie  inirodiiciive  det«  fonctions  ellip- 
tiqoes  doat  il  s'asit  ici,  c'est  ce  qui  doit  etre  evident  poor  qui> 
conqoe  en  pent  encore  hesiter,  de  ce  que  nous  avons  dit  snr 
cette  integrale  dans  les  §§.  3 et  5. 

A propos  de  celä,  l'aoteor  ose  esperer  que  la  deduction  fre«- 
simple  de  la  relalion  (53)  ou  (32)  dans  le  §.  3 soit  jugee  convenable. 

Comrae  la  pInpart  de  ses  conteniporains  l’autenr  anssi  con- 
sidere  les  notions  anciennes  de  Jacob i 

t 

(1) sinam(o)  et  cosam(a) 

comrae  peu  convenables  ä la  th^orie  gendrale;  il  est  meme 
convaincn  qu’elles  n’y  peuvent  etre  employees  sans  ri.sque. 
Ponr  sa  part  il  snuhaiterait  — comrae  on  le  pent  voir  dans  le 


4 — qn’elles  fussent  reniplacees  (dans  cette  thdorie  generale) 
par  les  nofafions  signi  ficatives  et  plus  conrtes 

(2) . 5(o)  et  <£(o)*)- 


Dans  ce  meme  §.  4 l'aiitenr  a aussi  enonce  son  opinion  qu’on 
pent  meme  dans  le  cours  preparatif  (arguraent  reel,  roodule  ^I) 

emplover  avec  profit  cette  espece  de  notations  (soit  par  les 
lettres  € et  S oii  par  les  i et  p ou  d’antres)  qui  sont  bien  propres 
ä indiquer  la  ddpendance  inimediate  de  rargiiment  sans  l’in- 
tervention  de  la  fonction  „amplitude“,  — apres  avoir  pourtant 
coDiroenc^  par  employer  les  notations  primitives  (1),  devennes 
djaraals  memorables. 

Quant  ä la  notation 

(3) ^am(a) 

poor  la  troisieme  des  fonctions  „simples“,  l’auteur  s’accorde 
avec  la  plupart  d’autres  ä l’elider  meme  de  la  thdorie  p repa- 
rative, comrae  on  le  voit  ddjä  de  la  formule  (7)  dans  le  §.  1. 
En  echange  il  propose  la  notation 

X>(a). 


1)  PIntdt  qne  p.  ex-  par  rellea  de  MM.  Briot  et  Bonqnet 
i(a)  et  /»(ff) 


OR  par  cellea  de  Gtidermann 

sn(/7)  et  rn(/j).  elr. 


9* 
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analogue  aux  deux  premieres  (2),  d’autant  niieux  qu’elle  rappelle 
nettement  i’identite  de  cette  fonction  ä la  fonction  toujours  memo* 
rable  ^am.  Motiver  cette  Elision -lä  n’est  plus  necessaire  ici.  — 
Du  Teste,  II  n’est  pas  besoin  de  mentionner  ici  que  l’exclusioD 
mdme  de  ce  eigne  des  le  commencement  d^jä  et  son  remplacement 
par  une  Dotation  analogue  aux  deux  premieres  (2)  motivent  aussi 
l’introduction  de  celles-ci  ä la  premiere  occasion  conve- 
nable,  et  qu’en  effet  une  occasion  tres-favorable  de  faire  cet 
echangement  s’offre  dös  qu’il  s’agira  premiörenient  des  formules 
d’addition. 

Que  i’auteur  a choisi  la  formule  (66)  ou  (72)  pour  fonde- 
ment  des  formules  d’addition,  ainsi  que  sa  melhode  de  la  deduire, 
cela  indique  que  lui,  comme  la  plupart  des  auteurs,  se  conforme 
ä Lagrange  dans  cette  partie.  Peut-etre  trouvera-t- on  que 
son  remaniement  de  la  deduction  de  ce  grand  geometre  ait 
i’avantage  de  soulager  le  travail  du  commen^ant,  et  — bien 
entendu  — sans  dommage  de  l'exactitude.  Du  reste  il  ose  croire 
que  sa  möthode  de  deduire  les  autres  formules  d’addition  de 
cette  relation  fondamentale  sera  trouvöe  preferable  aux  autres 
methodes  employees  jusqu’ici,  a cause  de  sa  simplicite  et  parce 
qu’elle  n’exige  point  de  consideration  de  fonctions  d’arguments 
imaginaires  ^). 

L’avantage,  ou  plutöt  la  necessitö  d’examiner  sdparö- 
ment  la  position  k=\,  avant  de  discourir  de  fonctions  ellipti- 
ques  a „inodule  < ou  =1“,  ne  semble  malbeureusement  pas 
etre  assez  observe  de  tous  auteurs;  donc  notre  §.  5 sera  sans 
doute  juge  bien  a sa  place,  — jugement  que  merite  aussi,  comme 
j’espere,  la  Note  a la  fin. 

Cnfin  un  mot.  II  peut  se  faire  qu’nn  se  soit  attendu,  dans 
ce  mdmoire,  a quelque  histoire  du  sujet  en  question.  Pourtant 
s’il  en  est  ainsi,  on  n’a  pas  assez  observe  ce  que  nous  avons  dit 
ci'dessus  sur  le  but  de  ce  mdmoire.  En  effet,  la  dite  histoire 
n’apporte  en  rien  de  telles  difficultes  pour  le  commen^ant 


I)  Qiie  r»n  cnmpare  ö eile  p.  ex.  la  deduction  de  Jacob!  dans  le 
Journal  de  Grelle,  T.  39  png.  323 — 328;  ou  celle  de  Mr.  le  Prof.  0. 
.1.  Broch  dans  iine  Kote  ,,Siir  leg  fornnilcg  d’addition  des  fonc- 
tions eil  i pti  ques  “ inseree  dans  Ics  Coinptes  Kendos  T.  69  (1864) 
pag.  999;  ou  bieneeiles  qni  sc  tronvent  dans  la  „Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen“  de  Mr.  Uurege  ’oii  dans  „Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Th  eta  - Fu  n c t i onen‘‘ 
de  Mr.  Schellbach. 
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^ae  nous  y avoos  mentionnöes ; du  reste  U faut  convenir  que  le 
temps  propre  ä commencer  l’etude  de  cette  histoire  ne  sera 
renu  qa’apres  qii’oo  s'est  instruit  des  elönients  qui  fout  l’objet 
de  ce  mämoire. 


§.  1. 

Defiultfons  et  formales  fondamentales. 


1.  Si,  en  partant  de  zero,  la  variable  reelle  tp  passe  cod- 
Ument  par  toutes  les  valeurs  possibles,  positives  ou  negatives, 
k foDction 

ou.  pou^  abreger.  F((jp,  k) 

„ s'o  «P 

(b  coDstante  ou,  comme  on  dit  ordinairemeot,  le  module  k 
satisfaisant  aux  conditions  1 > ^ 0) 

rariera  elle-meme  continüment,  puisque  la  fonctioo  -y 

V 1 — Ä*sin*(p 

SOUS  le  eigne  d’intdgration  jouit  elle-meme  de  cette  propriete. 
Ponr  qp  = 0 eile  deviendra  zdro;  du  reste  on  aura  evidemment 


0) F(—ip,k)  — — F(q>,k), 

*1  F{(p,  k)  sera  constamment  du  meme  signe  que  <p.  De  plus,  la 
derivee  etant  toujoiirs  positive,  la  valeur  nume- 

V 1— Ä®sin‘'*<p 


tltjue  de  la  fonction  (1)  croit  constamment  et  indefiniment  avec 
Celle  de  par  suite  cette  fonction  est  elle-meme  capable  de 
toutes  valeurs  reelles  possibles  et  en  obtiendra  des  differentes 
poDr  des  valeurs  differentes  de  <p. 


De-Iä  il  suit  que,  quelle  que  soit  la  quantite  reelle  donnee  a, 
^yaura  toujours  une  valeur  de,qp,  et  une  seule,  qui  satisfait 
1 1 equation 


(3). 


F(q>.  k)(=r 

\ ,/  V^l — Ä*siii®qo/ 


I)  En  effet  la  fonction  F(_(p,  k)  est  pour  ctiaqne  valeur  de  <p  nniuc- 
“‘foomeDt  ^ J ^ dtp  (ou  y),  aelon  que  k eet  positif  (^1)  ou  zero. 
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Confornieiiient  ä l’usage,  nous  designerons  cette  valeur  de  qp 
par  ia  denoniinatioii 

l’amplitude  de  u (mod.  k) 
et  par  Ia  iiotation 

am  (d,  k). 

Les  fonctions  trigonometriques  de  cette  quantite,  c.  ä d. 
sinani(d,  k),  cosam(«,  k),  etc. 

sont  precisement  celles  qu’on  appelle  „les  fonctions  ellipti- 
ques  de  l’argument  «,  pour  le  module  k.“ 

Remarque.  On  peut  ais^raentse  formcr l'idee de l’imniense 
interet  que  doiveiit  offrir  ces  fonctions,  si  Ton  reflecbit 
sur  Ia  theorie  si  (econde  des  fonctions  trigonometriques 
(circulaires)  et  sur  ce  qu’en  effet  celles- ci  ne  fonneiit 
qu’une  espece  tres-particuiiere  des  celles -lä 

sin  am  (d,  k),  cos  am  (d,  k),  etc. 
espece  que  l’on  peut  caracteriser  par  Ia  denomiiiation 
les  fonctions  elliptiques  de  d,  pour  le  module  zero. 

En  effet  il  suit  immediatement  de  Ia  definition  ci- 
dessus  de  „ani(d,  k)“  que 

(4)  . . . . am(d,  0)  ii’est  que  d meme 
et  par  suite 

(5) ...sinam(d,0)  = sind,  cosam(d,0)  = cosd,  etc. 

C'est  de  l'histoire  de  ces  fonctions  qu’on  aura  ä s’in- 
forraer  du  motlf  de  Ia  denomination  fonctions  „ellipti- 
ques.“ Ponrtant  iK  est  bien  ä propns  d’indiquer  ä cette 
occasion  dejä  que  le  mot  est  derive'  du  nom  de  Ia  courbe 
connue,  d’autant  mieux  que  par-lä  nous  faisons  entendre 
— comme  en  d’autres  ternies  ci-dessus  — Ia  generalite 
de  ces  fonctions  en  comparaison  aux  fonctions  circulaires. 
En  effet  l’ellipse  constitue  le  genre,  le  cercle  l’espece; 
l’ellipse  se  reduit  ä un  cercle,  quand  l’excentricite  devient 
= 0;  de  meine  les  fonctions  elliptiques  aux  circulaires, 
quand  le  module  devient  zdro. 

Ainsi  que,  parmi  les  fonctions  circulaires,  sind  et  cusd  peu* 
vent  etre  regardees  comme  les  elements  de  toutes  les  autres  et 
de  ce  motif  sont  appelees  fonctions  simples,  on  designe  ordinaire- 
ment  parmi  les  fonctions  elliptiques  par  lameme  denomination  ces  trois 
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(6)...  sinani  (a,  A')>  cosam(a,  A),  Vl — Ä*«Tn*an»  (a,  A). 

Et,  de  plus,  Jans  la  tlieorie  des  foiictions  elliptiques  ces  trnis 
constituent  ä un  tel  de;;rd  tout  l'objct  de  la  disciissiuii  qu’oii 
su|jprinie  ordinaireraent  l’^pithete  „simples“  et  qu’uti  n’entend 
par  l’expression  „les  fonctions  elliptiques“  que  ces  trois  inönies 
($1  ce  n’est  que  parfois  on  indique  cxpressenient  un  aulre  sens 
du  niot).  Dans  ce  memoire  nous  adopterons  cet  usaf^o  d'autaiit 
plus  qu’en  effet  il  ne  s'agira  ici  d'autres  fonctions  elliptiques  que 
de  ces  trois  meines. 

Nous  en  designeron.s  la  troisieme  — et  ^ela,  eii  verite,  non 
«eulement  pour  abreger  — par  la  Dotation  nouvelle  T>(a,  k), 
adiptaot  ainsi  pour  definition  la  formule 


(7)  I5(«,  A)  = V^i  — A*sin*ara(o,  Ä); 

d'on  resiilte  que  pour  nous  la  fonction  D(oc,  k)  sera  constamraent 
positive  pour  cbaque  valeur  reelle  de  a,  et  qu'on  aura  ponr  le 
modale  zero 

(8)  D(a,0)=:l  (quel  que  soit  a). 

2.  En  vertu  de  la  definition  de  „ara(a,  A)“  ci-dessus  donnee 
DU  aura  d’abord 

C>) am(0,  k)  = 0, 

par  eoDsequent 


(10)  ...  sin  am  (0,  k)  = 0,  cosam(0,  k)  = l=  19(0,  k); 
puls 

(11)  ani( — a,k)  = — am(a,  ä)*), 

et  par  suite 

Isin  am  ( — a)-)  = — sin  am  (o) , 
cos  am  ( — a)  = cos  am  (a) , 

JS(-a)  = ®(a). 

1)  En  elfet,  tp  etant  =am(a,  i},  et  par  auite 

f(if,  *)  = a, 

*■  * oTidemnient 

— — F{tp,  k)  = F{ — 7>,Ä),  en  vertu  de  (2), 

c.  a d. 

— (f  — am  ( — « , dt). 

2)  On  peut  evidemuieot  aopprimer  le  inodule  (dt),  qnaiid  oii  n'en  risque 
pa»  d’etreiirs. 
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De  plus,  si  l’oD  d^signe  par 
(13)  K la  valeur  de  J ou 


on  aura  encore,  en  vertu  de  la  meipe  defioition  ci-dessus,  non 
seulement 

(11) a.m(K,  k)=z  ln, 

et  par  suite 


(15) ....  sinamÄL  = 1,  cosamAC=rO,  X>(K,  k)  = ^1  — = k 

(voir  ci-dessous), 


mais  aussi  pour  cbaque  argument  (ü),  numeriquement  < ÜT, 

(16) ain(il,  k)  numdr.  <i5e, 

et  par  suite 

J sinamü  constammentdememesigne  que  l’arguinent  (Ü), 
cosamil  toujours  posjtif  = V^l^sin*ami. 


(17)  I 


Observ.  On  ddsigne  ordinairement  l’expressioa  1—1* 
par  &'  et  par  le  nom  „modale  complemeiitaire  de 
k“  ou,  siraplement,  „le  complöment  du  modele 
k‘‘  *). 

Mais  — demandera-t-on  peut-etre  ici  — comment  trouverlee 
valenrs  de  ces  fonctions  sinam(«),  cos  am  (o),  D(tt)  pour  un« 
quelconque?  Le  paragraphe  suivant  nous  iostruira  beaucoup  sur 
cette  question  cardinale.  Nous  y trouverons  en  effet  que  ces 
fonctions  (G)  sont  (de  roeme  que  les  fonctions  circulaires  sinus 
et  Cosinus)  des  fonctions  pdriodiques  de  l’argument  (o),  et 


1)  D’oii  rüsulte  que,  pour  *=0,  A est  =iw,  ou  (pour  abrdger) 

^(*=0)  = ä’T- 

Quant  ä l’övaluation  de  A pour  un  autre  modale  quelconque,  non«  en 
dirona  ci-dessous  tant  qu’ii  sera  necessaire  ici.  En  vertu  de  la  ddfioition 
(13)  il  est  cvidemmont  toujours  ^ 0.  En  attendant  nous  le  considerona 
comnie  un  nombre  connn  (fonctiou  de  Ä,  naturelleuient). 

2)  Vu  qu'en  effet 

est  =1, 

ou  k'*  le  complcment  d 1 de  la  quantite  A*. 
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pai  suite  que,  pour  trouver  leurs  valeurs  pour  un  argument  r^el 
quelcouque,  il  ne  faut  que  trouver  leurs  vaieurs  pour  cha- 

que  argument  num.  ^K. 


§.  2. 

$ir  la  periodieite  et  les  coefficicnts  dlfferentiels  des  fonctlons 

elliptiques. 

I.  On  voit  aisdment  *)  que  chaque  argument  numer.  > K est 

|18)  . . . = quelque  argum.  ü (num.  ^K)  + 2tiK, 

(fl  dtant  de  valeur  numer.  entiere). 

Etant  ainsi,  cherchons  d’abord 

am  (il  -f  2mK) , mnombreentier, 
c.  a d.  la  valeur  de  ■tjj  qui  satisfait  ä l’eqnation 


= il  + 2m 


/ 


dg> 


V^l  — A®  sin 

w plutdt  — puisque,  n etant  nombre  entier,  evidemment 

dm  pn.\n  dm  «"b 

est  = / 

V 1 — k^sva^tp  J 


dcp  ®) 


1)  Eq  effet,  il  suffira  evidemment  de  ia  seale  iospection  de  cette 
ligte-qi: 


—3X —2g  —K  0 K 2K  ZK  \K 

2)  En  effet  ce  dernier  membre  est 


0 

b pln» 

^ ^ d(p  y*  4^  d% 


W— *“8in> 


+/”+/“'  +-+/■", 


9 


(n-l).47i 


),  V 1 — Ä’“  sin  > % 1 — 7.“  sin 


r 


81  l’on  pOSe  X — ^—rf, 


donc  =/*" 

•'  V^l  — A*sin*9 
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fa  valeur  do  qui  satisfait  k l’equation 

/'/'  dif) ^ dig 

Vl  — Ä*siii^  1/  V^i — Ä*sin*t(/ 

o ^ o ^ 

Ce  Premier  merabre  est  = / — 

J — Ä^sina,!, 

mn 

/“  rf(3 


V I— Ä*8iir*(B’ 

«I 

si  nous  designons  la  difference  tj>  — mit  par  ca;  donc  notre  equa- 
tion  se  reduit  ä 

/“  <ic4 

o 

ou,  ce  qui  revient  au  nienie, 

(o)  =)ip — mit  = ani^, 

ijj  = mit  + am 

Donc  iious  avons  trouve 
(19) am  (ü  + 2inK)  = am  il  + mit. 


De  plus,  comme  il  s’en  suit,  eq  vertu  de  la  forniule  (11), 


(19') am(il — 2mK)  = amü — mit  *), 

il  en  est  constate  qu’eu  effet  cette  relatiou 
(20) am  (iJ  -t-2pÄ)  = am  ü + pjc 


subsiste  pour  cbaque  argument  iiunieriquement  > K, 

II  en  suit  aisemeiit,  pour  un  argument  (reel)  quelcon> 
que,  soit-il  numer.  > ou  = ou  <Ä^, 


|)ui< 


/ 


|a  d(f  _ 

V\  — Ä*sin  '^9>  ^ V 1 — Ä*  «in  * 

•i  Ton  pose  maintenant  f=<f  — it. 


dunu 


=/*' 


d(f> 


V 1— 


«in*9> 


etc.  etc. 

1)  En  eifet  le«  furniules  (19)  et  (11)  donnont 

am  ( — H — 'imh)  = am  ( — ü)  — mit , 
uu,  — ü reiiiplace  pur  ü,  la  furmule  mdmo  (19'). 
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(21) am(o(  + 2ftAr)  = am«  + ftw  *), 

et  par  consequent 


(22) . 


sinaiii  (of-|'2fiA')  =( — l)^sinama, 
cos  am  (« -f  2fi  Al ) = ( — 1 )•“  cos  am  « , 
I5(a+2ftÄ)=  D(c). 


De  ces  fortnules  (21)  et  (22)  il  est  evident  non-seulemcnt  que 
l'aaiplilude  et  les  loiictions  elliptiques  peuvent  etre  evaluees  pour 
DU  argument  quelconque  iiuni.  > A,  poiirvu  qn'elles  soient 

coonues  pour  tous  argumenta  num.  et  de  plus  commeut 

teile  evuluation  doit  so  faire,  niais  encore  — chose  cardinale  — 
que  ces  trois  fonctioiis 

(23) sioani«,  cosamo,  !>(«) 

jouissent  de  la  propriete  d’^tre  des  fonctions  periodiques  de 
o>  de  nieme  que  les  circulaires  sin«  et  cos«.  En  effet  les  for- 
fflulea  (22)  montrent  que  les  fonctions  sin  am  et  cos  am  ont  la 
laeme  valcur,  pour  un  argument  a quelconque  et  pour  ce  merae 
0 augmente  ou  diminue  par  4A  ou  quelqu’un  de  ses  multiples;  et 
que  la  fonction  I>(a)  a la  me  me  valeur  pour  a et  pour  oc-|-ju(2A); 
tu,  eil  d’autres  termes,  que  tous  les  arguments  dont  la  difference 
eat  4A  ou  quelqu’un  de  ses"  multiples,  ont  le  meme  sin  am  et 
tusani,  et  que  tous  les  arguments,  dont  la  difference  est  2A'  ou 
quelqu’un  de  ses  multiples,  ont  le  meme  D. 

Donc  on  peut  aussi  dire  que  la  quantite  4A  suffit  pour  in- 
diquer  ia  valeur  de  la  periode  de  sinam  et  de  cosam,  et  la 
quaofite  2A  celle  de  la  periode  de  I>. 

Mais  ajoutons  aussi  qu’elles  ne  font  que  sufCre  exactement. 

Car,  piiisqu’il  faut  — comme  on  sait  bien  — que  am«  passe 
pur  l’iotervalie  ‘27t,  pour  que  les  valeurs  de  sin  (am  a)  reviennent 
||«riaiiiquement,  il  est  aussi  necessaire  pour  cela  meme  que  l’ar- 
tument  a passe  par  l’intervalle  4A,  vu  que  l’equation 

(21) am  (a  -f  ^)  = am  « -f  2n 


1)  La  viM'itc  il«  oette  fornmlo  pnur  a nuin.  sat  conitat^e  par 

Et  pour  cliaqiiH  a iiiiiii.  ^ A,  c.  ä d. 

= ävA  (v  entier) , 
peut  la  vdrifier  facileinent  a l’aide  de  (20). 


D^ilized  by  Google 


132 


Björltng:  Les  premterea  notions 


ne  8oit  satisfaite  que  par  \—XK,  en  vertu  tant  de  (21)  qae  de  ce 
qu’ä  diffdrentes  valeurs  de  l’argumentcorrespoDdenttoujoars  valeuts 
differentes  de  l’aroplitude. 

Mdme  raisonnement  pour  la  fonction  cos  am. 

Quant  ä la  fonction  I>,  eile  a pour  a = 0 la  valeur  1.  Et  si 
k n’est  pas  zdro,  il  faudra  necessairement,  pour  que  T>  reprenn^ 
cette  valeur  1,  que  l'argument  a passe  par  rintervalle  tout  entlal 

puisque  l’equation  I 

(25) (I,  A-)  = V 1- >1*810 = J . 

ou,  ce  qui  revient  au  mdme  (A  n’etant  pas  zdro), 

sin  am  I = 0 

ou  bien  celle-ci 

am^  = pn,  c.  ä d.  = am(2pÄ)  selon  (21), 
n’est  satisfaite  que  par 

5 = f*(2/f); 

ce  qu’il  fallait  ddmontrer. 

Pour  Ä=0,  au  contraire,  l'dquation  (25)  est  satisfaite,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  Aussi,  comme  on  sait  bien  (voir  ci- 
dessus),  la  fonction  T>  est-elle  constamment  =1  pour  ce  module 
particulier,  et  l’on  en  conQoU  aisement  que,  rigoureusement  parle, 
il  ne  peut  pas  etre  dit  que  la  fonction  !)(«,  0)  est  periodiqae 
comme  les  deux  autres  sinam(u,0)  et  cosam  (u,  0) , quoiqu'il 
soit  vrai  que  la  troisieme  des  formules  (22)  subsiste  eile  men» 
pour  ce  module  aussi. 

Donc:  Les  trois  fonctions  (23)  sont  des  fonctiooi 
periodiques  de  l’argument;  la  periode  commune  def 
deux  premieres  est  AK,  celle  de  la  troisieme  an  cod' 
traire  2£,  le  module  k soit  positif  <1  quelconque,  oi 
m4me  zero,  — excepte  senlement  5(o!,  0),  qui  est  con 
stamment  = 1. 

Les  formules  (22)  donnent  les  relations  entre  les  valeurs  dei 
fonctions  elliptiques  pour  un  argument  (reel)  a quelconque  et  cel 
les  pour  « augmentd  ou  diminuö  d’un  multiple  pair  de  K,  ^ 
parmi  eiles  ces  speciales: 

!sinam(c£+4/i()  = sin  amu, 
cos  am  («  + 4 A)  = cos  am  a , 

D(a  + 4Af)=  2)(o) 
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|sinam(a  — — sin  am«, 
cosam(oi  +2/tT)  = — cosama, 

D(«±2A0=  ©(«); 

dont  les  dernieres,  en  verta  des  formnles  (12]^  donnent  aussi  lea 
remarqoables  *) : 

j / sin  am  (2A’ — o)  zz  sin  am  a, 

(28).  . , . /fcosam(2/iL  — o)  = — cos  am«, 

i ( jD(2A— o)=  D(«). 

I Mais  — iea  relations  eotre  les  valeurs  des  fonctione  elliptiques 

J»tr  o et  celles  pour  [a±  un  multiple  impair  de  K\'i  Les  for- 
mles (22)  n’en  donnent  pas  avis  im  me  diätem  ent,  comme  on 
leroit;  mais  il  ne  faut  qu’observer  que 

(29) . . . . tt  + (2wiJ;l)A(  est  = («+Ä)-|-2/nA, 

foor  apercevoir  qu’en  effet  nos  formules  (22)  donnent  aussi  la 
leponse  de  cette  question , pourvn  que  Ton  connaisse  les  relations 
eotre  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  pour  a et  celles  pour 
Ion  et  l’autre  des  deux 

(•30) a±K. 


C'est  de  ce  que  nous  serons  informes  dans  le  paragraphe  sui- 
wot,  attendu  que  nous  y trouvions  les  relations  importantes  entre 
les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  pour  un  argnraent  « quelcon- 
'^leet  celles  pour  son  „complement“ 


K-a. 


Observons  aussi  ddjä  qn’en  outre  ces  dernieres  relations  nous 
fefont  avaiicer  un  nouveau  pas  vers  la  Solution  de  la  question 
eofdinale  indiqnde  dans  la  fin  du  §.  1.  En  effet  on  con^oit  aisd- 
®eot  qu’en  vertu  de  ces  relations  la  dite  question  sera  reduite 


• celle  qui  se  rapporte  ä des  arguments 


positifs 


= 2‘ 


2.  Avant  de  finir  ce  paragrapbe,  nous  ajouterons  quelques 


I)  De*  deux  premieres  de  celles -ei  les  formules  bien  coiinues 
«in(7r  — «)=  sina, 

C08(7T  — a)=  ~cusa 

wiu  des  cat.  spdciaox.  La  troisidme  donne,  dans  le  tndmo  cas  (inod.  =0), 
®(fr  — o)  = ]E5(o)  = l, 
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mots  sur  les  rolations  importantp.s  cntrc  les  foncfions  elliptiqnes 
et  leurs  deriv«^es  du  preniier  ordro. 

Puisque  am  a est  precUdmcnt  ia  valeur  de  cp  qiii  satisfait  ä 
reqaatioii  (3),  on  aiira  evideniment,  poiir  chaque  valeiir  de  o, .) 

(31) = V^T— Ä2sin%nia  = ©(o^^ 

et  par  suite  i 

i ^Z(sinaiiia)  =rfsinq)=  cas(pd<p=:  cosam«.lD(o;)<Za,  ^ 

Z d(cooama)  — dcosq>  = ~ ii\nrpd^=:—  8itiania.D(a)<ict, 

( dV{tt)  = f/  I — Ä*sin*q)=:  — )t*sinama.cosam«rfa; 


(32).  . . 


/ f/sinanuv 
da 

dcoaamtt 


= cosaniaZ>((K), 


-sin  amc(JD(o(), 


da 

fZ®(«)  . 

= — Ä*smamacosartia; 
da 


relatioris  qui  meritent  en  veritd  Ia  plus  grande  atten- 
tion *). 

Elles  sont  vraies,  conime  nous  l’avons  dit,  pour  toute« 
valenra  (reelles)  de  a.  Mais  puisqu’on  a toujours 

(33)  I>  (a)  = V^l  — Ä®  (sin  am  k)®  = V A'*  -f  A®  (cos  am  o)® , 
et,  du  moins  pour  a numer.  ^ K, 


(34)  . 


(35). 


t cos  am«  = V^l  — (sin  am«)®, 

( Acosamc  = Vl>®(a)  — A'®; 

sinam«=  + V^l  — (cosanic)®, 
suivant  que  a est  positif  ou  ndgatif; 

Asinamo  = + 1 — )D®(a), 

(de  meme); 


il  en  rdsulte  que  les  relations 


1)  On  vnit  qoe  Ics  denx  premiercs  «r  riidiiiient  pniir  k — 0 d df> 
foriDoIet  ddji  Inen  nonnoei. 
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— — = V^[l— (<*inanmr)*][l — A*(sinama)*], 

— -j = i-  V [1— (cosania)*i[Ä''*+A'^(cosaiiia)^, 

pa 

suivant  que  etc.  (voir  ci  >(168811$), 

= + V[1 -DV)]  [!>*(«) -Ä'*]. 

' (de  meine), 

»nbsistent,  tant  qu’aii  moins  on  n’excede  pa$  l'inter- 
valle  +K  de  l’argument. 

Rem.  Attribuer  ä ce.$  deriiierea  formules  la  roeme  gene* 
ralite  qu’ä  celles  ci-dessus  (32)  — qiii  siibsistent  pour 
toutes  Valeurs  (reelles)  de  « — serait  evidemment  une 
fnute  grave  *),  que  Ton  trouve  pourtant  commise  malheu- 
reusement tr^8  souvent.  En  effet,  il  ne  faut  qu'observer 
que  les  derniers  membres  des  formnies  (36)  ne  changent 
pas,  qnand  on  fait  croitre  nu  decroitre  a par  2/f  nu  son 
multiple;  ce  qu’on  ne  peut  dire  dos  premiers  membres 
du  moins  de  ceux  des  deux  premieres. 


§.  3. 


la  fonction  U,,  i-  ct  les  relations  entre  Ics  fonetions  elllptiques 
d’argnmcnts  complementaires. 


1.  De  la  premlere  des  formules  remarquables  (36)  il  est  evi- 
dent qu’on  peut  satisfaire  ä I'equation 

(37) .  .....  =z  da, 

^(I-I*)(l-A-*^) 

da  moins  pour  cliaqiie  a num.  < K,  par 

(38)  I = sinam  (a,  A‘). 

Cette  remarque  donne  lieu  directement  de  considerer  cetfe 
nonvelle  fonction : 


(39)  . . 


■r 


tlx 


V(I-a:*)(I— Ä*ar*) 


--*). 


[k  comme  ci-dessus,  voir  la  formule  (1)], 


t)  Snppnii^  qne  l’on  entrnd,  rnmme  on  dnit  tniijniir«,  par  In  nntation 
V«  la  meine  prinripalc  (In  meine  positive,  si  n est  ^0). 

3)  Vniei  l’intdgrale  an  plntdt  iine  des  integrales  qiii  ics  premieres 
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dont  l’intdgrale  bien  connue: 


(40) 


n’est  dvidemment  qu’un  cas  tr^s-späcial. 

De  menie  que  cette  intdgrale  speciale,  aussi  la  gdndrale  (39) 
varie-t-elle  contindment  avec  x (reel),  tant  que  x n’excede, 
les  limites  ±1  ^).  Attendu  qu'en  outre  sa  valeur  (pour  cbaque 
valeur  de  x)  ddpende  de  la  constante  k,  nous  designerons  poor 
abreger  cette  fonction  gdndrale,  supposd  toutefois  que  x ne 
seit  pas  numdr.  >1,  par 

admettant  ainsi  pour  ddfinition 


(41) 


cLx 


{x  num.  ^ 1) ; 


d’oü  en  particulier 


(41') 


dx 


arc  sino;. 


(x  num.  ^ 1). 


Cela  posd,  nous  avons  evidemment 
(42) ?7o,t  = 0,  ü-x,k  — — ÜT,k, 

et,  pour  cbaque  valeur  de  x nunier.  ^1, 


(43) 


dtp 

V^i— Ä*sin*9) 


—F{tp,k),  savoir  ^ = arcsina:. 


ou,  en  un  mot. 


(44) Vx,  k = F(arcsina;,  k) 

contamment  du  nieme  eigne  que  o:  et  — [puisque  la  derivee 


ont  donne  naissance  d tnntc  |>arlie  inepnisable  de  l'Analj'se  qni 

e»t  appelee  la  theorie  de»  fonction»  clliptiqae»,  — Non»  ii’ecri- 
Tons  pas  d'histnirc  iri;  toiitcfoi»  Ic»  nom»  Euler  et  Legendre, 
Abel  et  Jacobi  suient  au  iiioin»  eite»  ici,  en  memoire  de»  graodi 
auteurs  et  pour  l’encouragemcnt  de»  comiucncants. 

1)  Voir  la  Note  ä la  fin. 
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k)  , . L 

da:  • c-  ä 1-  ’ 

st  toajonrs  positive]  — num^riquement  croissante  avec  x jos- 
Q'aux  limites 

( üi,i=  =>=K, 

(45) .  . . j V i — Ä*8in> 

» ü-i,k  = -üi,k=-K; 

onc  cette  fonction  est  capable  de  toutes  valeurs  possibles  entre 
ti(,  et  en  obtiendra  des  differeotes  pour  des  valeurs  differentes  de  x. 

II  en  resulte  que,  quelle  quantite  rdelle  ü nuni.  que 

isit  donnde,  il  y a toujours  une  valeur  rdelle  de  et 
ite  seale«  qui  satisfait  k l’equation 

(46)  = (num.  ^AT), 

tqn'en  effet  cette  valeur  de  |,  dtant  dvidemment  =0  pour  A=0, 
!ra  precisäment  sin  am  (ü,  k)  meme,  vu  qu’en  vertu  de  la  for- 
lole  (44) : 

17)  arcsinl  est  =&m(ü{,k),  voir  laddGn.  de  „l’amplitude“  (§.  1.), 
=am(Ü,  k),  I dtant  la  ra^ine  reelle  de  l'dquat.  (46), 

Ipar  coDsdquent 

(46) § = sin  am  (ü,  A). 

C'est  precisdment  de  cette  raeroe  conclusion  que  les 
lations  remarqnables  entre  les  fonctions  elliptiques  d’argu- 
eats  compidmentaires  seront  dednites  dans  l’article  snivant. 

3.  Dans  la  thdorie  des  fonctions  elliptiques  on  entend  par 
caargnments  compidmentaires  deux  arguments  quelconques 
»Bt  la  somme  est  =K;  ainsi  p.  ex.  « et  K — « b). 

Concevons  d’abord  que  A reprdsente  un  argument  positif 
aalconque  < K.  En  vertu  des  proprietds  ci-dessus  mentionndes 
e la  fonction  ü il  nous  rdussira  facilement  d’exprimer  la  valeur 
‘ainam  du  complement 


t)  P.  ex.  pour  A;  = 0 les  bien  connns 
a et  *a. 

Th«U  XLVIII.  10 
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(49)  K — A , (i4  positif  < Ä), 

par  des  fonctions  elliptiques  de  A m^me. 

En  effet  il  ne  s’agit  igi  (voir  la  fin  de  l’art.  1)  que  d’exprimer 
en  foDction  de  a;  la  valeur  rdelle  de  $ qui  satisfait  ä l’equation 

(50)  ü(,k=(K-A=)K-ür.k. 

X representant  la  valeur  de  sin  am  et  par  consdquent  etant 
positif  < I. 

[De  l’art.  1 il  est  d^jä  connu  non -seulement  qu’il  existe  effec- 
tivement  une  teile  valeur  de  et  une  seule,  pour  chaque  valeur 
de  X,  mais  aussi  que  cette  valeur  de  | est  positive  < IJ. 

Pour  Ä = 0 cette  dquation  se  reduit  ä 


(50') Pf,o  = i«-l7x.o 

c’est  ä dire 

arcsin  $ = — arcsin  a;  = arcsin  (V^  1 — x^), 

et  par  suite  on  a definitivement  dans  ce  cas 
(60") I = 


Mais  en  gäneral  (k  soit  =0  ou  positif  <1  quelconque),  tao- 
dis  que  x varie  contindment  entre  zero  et  une  valeur  positive 

< 1 quelconque,  | variera  aussi  continüment  avec  x en  vertu  de 
la  relation  (50),  demeurant  lui-niemo  positif  < 1 pour  x positif 

< 1 , puis  = 1 pour  2 = 0,  et  on  aura  constamment  pour  cha- 
cune  des  valeurs  de  x: 

d(U{,i)  _ _ d(Vx,k)  ^ 
dx  dx  ’ 

c.  ä d. 

«n  ^ 

^^(1— |*)(l-A-*g*)  V(1-2*)(I— A»2*) 

Maintenant  comme,  pour  A=0,  | est  = V 1 — x*,  il  y a 
evidemment  beaucoup  de  vraisemblance  qu’en  gendral  | doit  etre 
de  la  forme 

/(ar,  Ä).  Vl— 2*  on  plutöt 

S’il  en  est  ainsi,  il  faut  necessairement  que  cette  fonction 
f(x,  k)  soit  =1  et  pour  k=0  et  pour  2 = 0;  du  reste,  pour 
tonte  autre  valeur  de  x (positive  < l)  eile  doit  4tre  positive  e< 
teile,  selon  (51),  que 
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f.xdx+{\ — x^)df dx 

ou  bien  — [si  l’on  pose 

y = Vl— Ä***, 
donc  (puUque  x est  > 0) 

kx  = V 1 — y*,  k'^xdx  = — ydy,  etc.]  — 

teile,  que 

t.ydy+  {k'^—y‘^)dt  ^ dy 

V(A'*+f*  — y*)  (A'*  + A*f 2 — y*)  V J — y*' 

Et  comme  cette  eqnation  — cela  sante  aiix  yeux  — est  v^ri* 

fiee  par  

f=y,  c.  ä d.  =Vl — 

et  qne  de  plus  cette  valeur  de  f remplit  effectivement  les  deux 
conditions  ci'dessus  d’dtre-  =1  et  pour  A = 0 et  ponr  x = 0, 
il  en  est  bien  constatd  que  la  valeur  de  | cherchee  est  deGnitivement 


(52) 


V\—x^ 
Vl  — A*x*’ 


ou  bien  qne  pour  chaque  A positif  < K 

cos  am  .(4 

(53) sinam(Ä — A)  est  ~ ' X>(A)  ' 

Nous  Toilä  donc  parvenus  ä notre  but  d'exprimer  la  valeur  de 
sinam  du  complement  (49)  par  des  fonctions  elliptiques 
de  A lui-meme. 

Ajoutons  que  de  (53)  suivent  non-seulement  ces  formules 

A' sin  am  .<4 
cos  am  ( AC  - .4)  = — — , 

Qais  anssi  en  particulier  pour  l’dvaluation  des  fonctions  ellip- 
liques  de  l’arguroent  iAT: 

(55) 

»inam(JAL)  = ^ *),  cosam(iÄ)=  ^ j— D(iÄ)=v'A'; 


1)  La  vdritä  de  cette  formule  ponr  k — 0 eit  dvidente.  Mail  loit 

10* 
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par  soite  aassi  la  relation 
(56).  . . . 8inam(lÄ).I)(iK)  = cosam(lÄ). 

Mais  aassi  observons  maintenant  1®)  qu’en  effet  les  formales 
precedentes  (53)  et  (54)  sabsisteront  encore  poar  des  valears 
ndgatives  de  comme  on  le  vdrifle  aisdment  ä l’aide 

des  formales  (12)  et  (27)  ^); 

2®)  qa’en  verta  de  ce  1®)  et  des  formales  (18)  et  (22),.  ces 
relations  generales 


, cosam«  . ,17  , . 

sinam(Ä— o)  = -jp^^  = siDam(K+et), 

I . Ä'sinaraa  ,i7  . . 

(57)  \ cosam(£ — o)  = — — = — cosam(«+o), 


]D(Ä-«)=^j  =3P(lf  + «) 


Bubsistent,  quelle  qae  soit  la  valeur  d’argument  (reel) 

«*); 


A potitif  (^1)- 
so  carri , 


La  formale  (53)  donne  poar  A='iK,  si  noa*  dlöroDi 

. , 1 — *in*Bm(K) 

•in*amfirtj=  ; — 

1— Ä*«in*ani(iÄ) 


OQ,  ce  qiii  est  la  mdme  choee, 

Ä*  «in  *ara  (iff)  = 1 + A' , .in  «amfiff)  = , 

doDc,  en  definitif,  pni.que  sin  am  (gA*)  doit  dtre  et  positif  et  1 > 

•inam(4/0  = y 


1)  EffectiTement  an  a,  en  verta  de  (12)  et  (2T), 

.inam(A'  — H)  = *inam(A'-|-il)  = — sin  am  ( — A’-J-d)  = sinam(A'  — d) 
cos  am  d cos  am  ü 

jHd)““'^csr’ 

et  ainsi,  A peu  pr6s,  de.  deuz  formale.  (54)  aassi. 

2)  D’abord  il  est  dvident  de  1®)  et  de  la  formale  (27)  qu’elles  »ub- 
sUtent  pour  chaqae  valenr  de  a nnmdr.  ^A'.  De  plus,  comme  on  peat 
expriraer  chaqoe  valenr  de  a nam.  ^ A'  [voir  (18)]  par 

(o=)il+2^A',  (U  namdr.  ^A'), 
on  en  aara  evidemment 


Digitized  by  Google 


de  la  theorie  des  foncttons  elHpUques. 


141 


3°)  qu’il  en  r^sulte  que  la  räponse  de  la  question  proposee 
immediateraent  apres  les  formales  (28)  dans  le  paragraphe  prece- 
dent  sera  donnde  par  ces  oouvelles  formales 

IsiDam[a+(2p+l)Ä]= 

cos  am  [«+(2^  + 1)  iP]  = - (- 1)^. 

et  eofia  4°)  qa’en  verta  des  relations  entre  les  fonctions  ellipti- 
qoes  d’argaments  coniplementaires  maintenant  troavees,  la  qae- 
ttion  importante  dans  la  fin  da  §.  1.  est  redaite  — comme  noas 
arons  dejä  remarqad  [voir  ä la  ligne  (30)]  — ä celle  des  arga- 
ments  positifs  namer.  ^).  — Le  titre  mdme  da  para- 

graphe  saivant  indiqae  qa’il  noas  foarnira  largement  des  matd- 
riaux  poar  rdpondre  a cette  dernidre  qaestion. 


§.4. 

Theoremes  d'addition. 

1.  Troaver  les  relations  qai  existent  entre  les 
fonctions  elliptiqaes  de  deax  argnments  u et  ß (rdels) 
etcelles  de  lear  sorame  a-tß,  voici  le  probleme  dont  il  s’agit 
maintenant. 

Poar  fixer  les  iddes,  noas  sapposons  d’abord,  dans  le  rai- 
sonnement  saivant,  qne  le  modale  i est  positif  (pas  =0);  pnis 
noas  pronverons  qa’en  effet  les  rdsaltats  tronvds  sabsistent  encore 
pour  Ä = 0. 

Soit  g>  nne  qaantitd  rdelie  continament  variable;  la  fonction 

/’ ““  “• 

0 ^ 

sera  elle-meme  continament  variable  avec  q>  (voir  §.  1)  et,  tandis 


«in  am  (ZT — «)  = sin  am  [(2/i-J- 1)  ZT — JJ]  = (—  1)^*  «in  amfZ'  — iJ) 

, cosarnü ^ cn«am(«  — cosama 

ot  de  mdme  aii««i,  a peu  pri«,  de«  deiix  autre«  formale«  (57). 

1)  Pour  lui-roeme  la  rdponae  ä cette  que«tion  est  ddjä  dounde 
par  les  form  ule«  (55). 
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que  9>  passe  par  toutes  valeurs  reelles  possibles,  a atteindra  tdt 
ou  tard  une  certaine  valeur  particuliere  aj ; seit  la  valeur  cor- 
respondante  de  tp,  c.  ä d.  seit 


/ 


dq> 


■ Vl  — Ä*siii®( 


g, 


= «i- 


Alors 


^ 9>  dq> 

a — «1  est  = / — ^ , 

J V 1 — A*sin*g> 

9i 


et  par  conseqoent,  en  designant  am(ot  — a|)  par  ip,  comme  alors 
' ’P  d^ 


r 


Vl— 


= est  =a — a.  , 

• o_.  ‘ 


00  aura 


m-.r  = f ’ r/ 

.1 

De  cette  relation  entre  i|; , et  <p, , ou  (en  d’autres  ternies) 
entre  les  ara(a — «|),  ama  et  ama| 

Dous  ddduirons  la  relation  entre  les  sinus,  cosinus  etc.  de  ces 
amplitades,  c.  ä d.  (en  d’autres  termes)  entre  les  fonctions  ellip- 
tiques  des  arguments  m^mes  a,  et  a — Uf 
La  formule  (59),  ou  bien 

dtp  dip  ^ 

Vl  — A:®  sin *ip  Vl  — A*  sin ®g> 


doniie 


=Vl  — A:®sin®tp»  ^ = V^l  — A*sin®gj  > 


da 


»2  • , r Z2  • 

^2  =~A®sini(/cosif;,  = — A^singjcosg); 

ou  bien,  si  l’on  pose  pour  abreger 


celles-ci : 
(60).  . . 


da 
da ' 
d5 
da 


a=  tp  + g), 

S = il>-gi, 

y/~  1 — A®sin®ip  + V 1 — A*sin®g3, 


= V 1 — A*siü®i/; — yf  1 — A*sin*(p, 
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1^^^  = — Ä‘*(8inif)cosif/+siDg)cosg)) =— A®sinffcosö , 

\d&'  . 

^=^ö'd'  = — Ä®(sin*i;» — sin®qp)  = — A*sin<Jsind; 

,doii  resulte,  par  dit'ision, 

/ /cfg'\ 

I\€laJ  copd  <iö' coBÖ.dö (^(sind) 

, /dd\  sin  d ’ ****  ff'  sin  d sin  d ’ 

® • \da) 

\da  / cos  ff  dö' cosff.dff d (sin  ff), 

L.  /</ff\“sinff’  ***’  d'  “ sin  ff  sin  ff  ’ 

ou,  en  d’autres  termes, 

* ( (ff' =)^=  C.sind, 

j (62) j 

1 ( (Ö'=)^=C,.siDff. 

[Conme  ces  formules  subsistent  pour  chaque  valeur  de  a,  Ton  en 
»dilient,  en  particulier,  pour  a = ci  [vu  qu’alors  q>  est  =q>t, 
t=0,  a = ipi,  d = — 9?!  et,  en  vertu  de  (60), 


' ^-  = 1 + V"l  — Ä®sin  *9»x  > 

1 — V’I^Ä^sUT*^  J 

formules 

(63)  ! — C.singi,  = 1+ Vi— Ä*sin®gPi, 

\ Ci . sin  = 1 — yTi  — A:®sin 

pour  la  determination  des  „constantes  arbitraires“  C et  Q. 

I Oe  plus,  cotnnie  il  resulte  des  memes  formules  (62)  que 

da  dS  r>  ■ X dS  . . ^ . da 

est  =Csind.^  et  aussi  =C,sinff.^, 

en  conclut 
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Cavai.dS  = Cxsmc.da,  i 

ou,  eo  d'autres  termes, 

(64) C.cosd  = C^eosff+ 

pour  chaqae  valeur  de  a,  et  par  suite,  en  particulier,  pour  a = ci 
(C — Ci)cos>pi  = Ca, 
c.  a d.  en  vertu  de  (63) 


Casing),  rr — 2cosg>i. 

La  constante  ainsi  deterrainde,  la  formale  (64)  se  reduit  ä 
cosd-fcosa  cosd — cosa 


cosgpi  = 


V I — k*8in*tpi, 


ou 

(65)  — cosg>|  = COS1);  cos  go-f  sin  T/>  sing)  V 1 — Ä*sin|*g9i , 
ou  bien,  en  d’autres  terraes. 


cos  am  of,  = cos  am  («  — «j)  cos  am  « + sin  am  (a  — «, ) sin  am  aI)(oi)- 

Maintenant  si  je  remplace  Oi  — a par  ß (par  suite  par  a-1^)’ 
j’obtiens  la  formule  remarquable 

(66)  cos  am  (oi-|-j3)  = cos  am  a cos  am  |3 — sin  am  a sin  am  ß.'D{u-{ß) 
pour  tous  arguments  (reels)  a et  ß. 

Voilä  une  formule  vraiment  fundamentale,  dont  on  ponrrs 
en  effet  deduire  toutes  les  autres  formules  pour  les  relatiou 
entre  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  des  trois  arguments 

(67)  «,  jSet«+^») 

et  parvenir  ainsi  ä t’enserable  des  expressions  analytiques  ponr  ce 
qu’oD  appelle  dans  la  thdorie  des  fonctions  elliptiques  les  tbdo- 
rdmes  d’addition  (en  tant  qu’il  s’agit  de  trois  arguments). 

2.  Nous  nous  proposons  ici  d’entrer  dans  les  ddtails  de  l> 
dite  deduction,  roais  avant  tont  il  Importe  d’indiquer  que  des  s 
prdsent  nous  allons  employer,  au  lieu  des  longues  expressions 

sinam(tt,  A:)  et  cosam(«,A:), 


1)  Cos  relations  bien  trouv^es  pour  toutes  valeurs  de  a et  de 
on  eo  Bura  dvidemment  trouve  anssi  les  relations  pour 

a,  ß et  a — ß. 
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les  plos  convenables 

S(o,  k)  et  C(«,  Ä:) 

oD  m4me,  quand  ü conviendra  de  snpprimer  ie  module,  tont 
simplemeat 

• S{u)  et  (?(«), 

et  ceia  de  tant  meilleur  gre  qu’en  effet  ces  longues  notations-lä 
nepeuvent  plus  dtre  employees,  sans  entrainer  de  confusion  et 
de«  erreurs  graves,  dans  la  thdorie  gdndrale  des  fonctions 
elliptiquesj  c.  ä d.  oü  il  s’agit  de  fonctions  elliptiques 
d’arguments  quelconques  (iniaginaires  ou  complexes  ainsi 
qoe  r^els)  *),  et  que,  de  l’autre  cötd,  dans  cette  theorie  gendrale 
•D  tirera  de  grands  avantages  de  l’emploi  des  trois  expressions 

(68)  S{a,h),  <i{a,k), 

pour  designer  brievement  les  fonctions  elliptiques  gdnd- 
rales,  quel  que  soit  l’arguinent  a. 

II  est  bien  evident  aussi  que  par  l’adoption  de  ces  nouvelles 
ootatioiis  toutes  les  formules  pour  * les  relations  entre  les  trois 
ibnctions 

(69)  S(o),  (f(«),  ß(«) 

se  presenteront  dans  une  forme  bien  plus  elegante  que  ci-dessns. 
Poortant  il  n’est  pas  besoin  de  rdpeter  ici  ces  relations  dans  leur 
lOQvelle  forme;  nous  citerons  seulenient  comme  exemple 

(70)  . . . D(o)  = v'r^Ä*s«(^ö  = VT*+w*(iö 

d sa  consequence 

(71)  ...  . D2(a)  = 1 - A*5«(«)  = A'»  + Ä*(f*(a), 

aiosi  que 

€*(«)  = 1 — 5®(«). 

Cela  pose,  allons  au  fait. 

I.  Si  l’on  remplace  dans  la  formule  foudamentale  (66),  c.  ä d. 
(d’apris  la  nouvelle  notation) 


I)  Sans  doute  on  ne  pourra  s’empdcher  d’entrevoir  ici  qne  la  ddfi- 
Dition  gdndrale  de  la  notion  „fonctions  elliptiques“  doit  etre 
VDS  antce  et  de  bien  plus  grande  latitude  que  celle  qne  nous  avons 
donnie  ci-dessus  pour  la  notion  „fonctions  elliptiques  d’argu- 
oiBDts  rdels“,  inais  pourtant  teile  qu’elle  se  rdduira  en  effet  pour 
des  argumenta  rdels  prdciscment  ä edle  que  nous  avons  donnde. 
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(72) .  . .tf(«  + ß)  = tf(«)tf((S)-5(«)5(^).©(«  + (S), 

a -f- ß pur  a,  par  suite  a par  a — ß,  et  que  puis  oii  change  le 
sigiie  de  ß,  il  vieiit 

(73) .  . .(£(«)  = (£(ß)tf(a  + /3)  + S(ß)S(a  + j3).r>(o). 

II.  En  rempla^ant 

a per  « + A( 

on  obtient  imniediatement  de  la  formule  fondamentale  (72),  en 
vertu  des  fnrmules  (57),  cette  nouvelle  relation: 

(74)  S(a-t-ß)D(a)  = (S(a)S(ß)  + <£(ß)S(a)I>(u-1-ß); 

d’oü,  si  l’on  y change  « + /J  eii  ß (par  suite  ß en  ß — et)  et  puis 
a en  — a,  il  vient  de  plus: 

(75)  5(a  + 13)  (£(«)  =.  D(a)  S(ß)  + T)(ß)  S(a)  (£(a  + ß), 

et  enfin  de  l’une  oii  de  i’autre  de  ces  forniules,  si  Ton  y change 
a + ß en  « (par  suite  « en  a — ß)  et  puis  ß en  — ß: 

(76) ...  D(a  + ^)5(«) + (£(«  + ^)S(/S)  = e{ß)X>(a)S(u  + ß). 

III.  De  tneme,  en  rempla^ant  ä la  fois 

a par  a-\-K  et  ß par  ß — K, 

on  obtient  aussi  immödiatement  de  la  formule  fondameutale  (72), 
en  vertu  des  formules  (57): 

(77)  . . . T>(a+ß)  (£(a)  i£{ß)  -tf(a+^)  T>(a)  T>{ß)=k'^S^a)S(ß) ; 

puis  de-lä,  par  le  meme  chaiigenient  que  ci-dessus  au  passage 
de  la  premiere  ä la  seconde  des  formules  daiis  II: 

(78)  . . . A'*S(«+)3)5(a)  = D(a+^)  C(«)  tf(|3)-tf(a+/3)  tf(«)  I>(ß). 

IV.  Si  I’  on  elimine  de  la  forniulc  fondamentale  (72)  S(a)S(ß) 
ä l’aide  de  la  formule  (77),  il  vient 

A'^<£(a  + ß)  = e(a)(£(ß)lk’^-I>^(a  + ß)]+X>(a)Zi(ß)X)(a  + ß).<£(a+ß), 

et  par  suite  en  vertu  de  la  relation  (71)  entre  les  fonction  (£  et  P, 
Ton  obtient  cette  formule  tr4s-remarquable : 

(79)  P(«)P(j3)P(a  + ^)  = k^e(a)(£(ß)i£(a+ß)  + k'*. 

V.  De  cette  derniere  on  obtient  immediatement,  si  i’on  change 

( o en  o + Ä',  ) 
l ^ en  ß—K  j ■ ■ 
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j (80)  . . . . D («  + /J)  = jD(«)  D(|3)  - Ä*5(a)  5(|J) . <£(«  + /3) , 

) tout  ä fait  analogue  ä ia  forniule  fondanientale  nienie  (72);  et  de- 
i la,  de  la  ineme  niani^re  que  (73)  est  obteiiue  de  (72) : 

! (81).  . . 2!)(o)  = D((S)15(a  + |S)+Ä®5(^)S(a  + i3).tf(«). 

VI.  Et  enfin  on  obtient  tres-facilenient  les  formales  importantes 

4.  _ g(«)tf(|3)-5(«)5(ß).t^(o)P(g) 

« -r  p;  j _ 

T,  4.  _ P(«)P(^)  -^-»5(o)S(ß) . <f  (g)(g(^) 

+ l—k^Si{a)SKß)  ' ■’ 

*T  rn  I 'D(ß) . 

* 1“ + p;  - 1 • 

par  lesquelies  chacune  des  trois 

, -S(«  + /S),  (£(a  + ß).  5(a+ß) 

«e  trouve  exprimee  par  des  fonctions  elliptiques  de  a et  de  |? 
( meines ; 

savoir  la  premiere  et  la  seconde,  ei  Ton  climine,  rcspective- 
®ent,  D(a-f^)  et  (i(a  + ß)  entre  la  formale  fondamentale  (72)  et 
I 6on  analogae  (80) ; 

et  pais  la  troisieme  provient  de  (74)  oa  (75)  ou  (76),  si  l’on 
eMlimine,  respectivement,  U(a  + |3)  oa  tf(a  + j3)  oa  toates  les 
iImi  moyennant  les  formales  (82)  poar  D(a  + ^)  et  <f(«  + /3). 

Rem.  Maintenant  rien  n’est  pIns  facile  qae  de  verifier  qae 
toates  ces  „formales  d’addition“  (72)  jusqa’ä  (82)  sub- 
sistent  encore  poar  A-  = 0*).  En  effet  on  voit  presqae 
immediatement  qu’en  y rempla^ant  k par  zdro  on  les 
rddait  oa  ä des  simples  identites  oa  aax  formales  bien 
connaes 


(82') 


cos(«  +jS)  = cosacos|3  — sin  «sin  jS, 
sin(o;4-j3)  = sinacosjS  -fcosasinjS. 


On  concevra  bien  aisement  qnel  nombre  immense  de  relations 
les  fonctions  elliptiqaes  se  laissent  dddaire  moyennant  ces 
»formales  daddition“  (72)  jusqu’ä  (82),  si  l’on  se  rappelle  sen- 
*®ent  la  grande  atilite  ä cet  egard  des  deax  formales  tr^s-par- 
l'culieres  (82')  dans  la  tbeorie  des  fonctions  circalaires.  II  noas 

')  'oy,  les  ^remicrea  li^nes  de  ce  §.  4. 
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manque  d’ecpace  ici  poar  entrer  dans  ces  details,  mais  aussi  il 
est  bon  d’obserrer  ä ceax  qul  veulent  pdnetrer  dans  la  theorie 
gdnerale  des  foiictions  elliptiques  (oü  — comme  nous  i’avons 
dejä  dit  — on  ne  se  borne  pas  ä des  arguments  re  eis)  qu’il  n’y 
a point  de  raison  de  se  retarder  auparavant  par  ces  details. 
En  effet  on  est  actuellement  ici  parvenu  an  point  mdme  d’ou  l’on 
peut  entrer  iramediatement  dans  cette  region  si  vaste  et  si  inte- 
ressante de  l’analyse. 


Mdrae  la  question  cardinale  (voir  la  fin  du  §.  1)  de  i’evalua- 
tion  des  fonctions  elliptiques  pour  des  arguments  rdels  — et  ä 
la  Solution  de  laquelle  les  formules  prec^dentes  d’addition  four- 
nissent  des  nioyens  excellents,  corame  on  Io  voit  bien  — meme 
toute  cette  question,  reduite  comme  eile  est  en  effet  par  le  §.3 
ä celie  pour  des  arguments  positifs  peut  encore  dtre  laissee 

ä part  de  qui  a pour  but  d’dtudier  la  dite  theorie  gendraie  des 
fonctions  elliptiques.  Et  ce  qu’il  y a de  plus,  pour  economiser 
le  terops  on  pourra  mdme  se  dispenser  de  l’evaluation  non-seule- 

’ I’*  dtp 


), 


ment  de  ce  iK  ou  bien  de  la  quantitd  K(=  r 

^ J V^l— A*sinV 

mais  en  gdneral  de  la  fonction  on  — comme  on  dit  ordinairement  — 
de  i’intdgrale  elliptique 


F{tp,k),  c.  ä d 


/’ 


dtp 

yT  1 — Ä*sin*g> ' 


pour  des  vaieurs  de  tp  positives  et  jusqu’ä  ce  qu'apres 


1)  Quant  ä dei  vaieurs  do  9 aoit  positives  on  negatives,  oou< 

savons  ddjä  et  que 

f( — 9,  A")  est  =~F(tf,h) 

et  qtie  chaque  arc  de  cercle  nnnidr.  ^ peut  dtre  rcpresentd  par 
pnt-\r  un  arc<^  num.  ^ gTr  (/«de  valeur  numdr.  enti^re). 


et  qu’en  vertu  de  la  forraule  (20) 
' dtf 


f 


Vi  — k't 


eit 


-r 


1^1— **  sin» 


= + ä/**”  > 


9 


ou.  plus  alirege, 


/*rr)  = f’(<f>)-f  2/iÄ”; 

8.  äd.,  nous  savons  ddjä,  comment  la  valeur  de  l’iatdgrale  doot  U 
s’agit  pour  chaque  valeur  de  9 numer.  > ^ir  peut  etre  tronvde,  pourrn 

qn’elle  soit  connue  pour  9 positif  ^ 
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«’etre  informä  des  richesses  de  cette  thdorie  gdnärale,  od  se  trou- 
Fera,  pour  y parvenir,  en  possession  de  ressoiirces  bien  plus 
paissantes  que  celles,  dont  on  peut  disposer  ä präsent  ‘). 

Toutefois  a l’entr^e  m^me  de  la  nonvelle  rdgion  il  est  bien 
it  propos  de  donner  un  avis  assez  essentiel.  II  est  contenu  dans 
le  paragraphe  suivant. 


§.  5. 

Su  U posltlen  A>  = 1. 

1.  Ainsi  qoe  nous  avons  vu  que,  pour  £<1  positif  ou  zito, 
l'eqaation 

f*  9 dtp 


f 


V^l— A*sinV 


ou  F(q>,  k)  = a 


pnt  4tre  veriCee  pour  cbaque  valeur  rdelle  de  a par  une  seule 
Faleur  reelle  de  q>,  nous  allons  faire  voir  que  cela  est  aussi  le 
cas  de  l’dquation 


mf 


dtp 


yf  1— si 


sin^9> 


^ Pf  jju  gpßn  F(g), l)*^=o, 

— - ^ J S cos*® 

0 *^0  ^ 

mais  toutefois  — bien  ä remarquer  — que  cette  derniÄre  va- 
lanr  de  tp  sera  constamroent  nnmdr. 

Cela  est  evident  de  ce  qu’en  effet  la  fonction 


dcp 

yf  cos*<p 


ou 


F{V.  l) 


pasaera  successivement  par  toutes  valeurs  rdelles,  tandisque  q> 
parcourt  contindment  l’intervalle  entre  \n  et  — ja,  niais  devien- 

dra  infinie  pour  cbaque  valeur  de  tp  numer.  ^ \n. 


0 Quant  aux  (icrsonne*  au  contraire  — et  cesten  effet  lu  plupart  — 
iai|  San*  vouloir  p^ndtrer  dnns  l’dtude  plus  profonde  des  fonction* 
dliptiqne*,  veulent  prnfiter  pour  des  buts  pratiques  des  rdsultats  que 
toamit  ddja  la  thdorie  de  ces  functions  d’arguments  rdels,  quant  k ce* 
PTtaonne*  ou,  pIn*  exact,  pour  ce  qui  conqerne  le  profit  qu'ils  pourront 
tirer  du  prdsent  memoire,  Tauteor  a ddjd  dnonqe  en  pen  de  mot*  son 
“pioiou  dans  la  pröface. 

2)  £n  effet,  nous  nous  ddcidons  ä dtendre  ainsi  l’emploi  du  signe 
*),  ce  qai  est  ^Tidemroent  permis* 
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Effectirement  on  voit  bien  non-seulement  qoe,  tandisqne  o 
B nura.  la  fonction  F{(p,  1)  variera  contindroeDt  avec  9I 


reste  nura.  la  fonction  F{(p,  1)  variera  contindroent  avec  9I 

en  y etant 

F(-<p,  1)  = -F(.p.  I),  F(0,  1)=0. 

et  que  de  plus 

/**  ^ dm 

(0<q><4n:),  F((p,  1)  ou  / croitra  avec  <p, 

O 

en  demeurant  tonjours 


mais  aussi  que,  pour  ce  qui  concerne  q>  nuraer.  —\it. 


F{\ic,\)  ou  r cäd.  lim. 

1/  V cos  *<P  t/  V C08*OP 

0^0 


en  convergeant  £ (positif)  indedniraent  vers  zdro,  sera 
= oc  = — F(— ijr,  I). 

Et  pour  prouver  ensuite  que  F(q>,  1)  est  aussi  iofini  pnur 
chaque  valeur  de  <p  nuni.  il  sufGt  de  faire  voir  que,  pci» 

cbaque  valeur  de  positive  <ini. 


r(i,+^,l),  Iim.r  P’-  JtL  + *=] 

• ” r,  =oiLJ  «OS»  V 

t — n I .1  • 1 . 


rf=o-]I_t/ 

Lfi=Oj  o iJV+fi 

(£  et  £j  positlfs), 

sera  infini,  ce  qui  evidemment  n’a  rien  de  difficile  ^). 


1)  Eo  effet,  comme  en  general 

/*  d<f nx=mt>  dx 


dx 

I = nn  a 

i)aand  a et  ^ sont  positif«  ct 
mais  =—  (le  m^ine),  qoaod  a et  d sont  situe«  entre  ^71  et  .1 
et  par  «nite 

»;7t-e  dq>  _,,n  + -T' 


f 


cos  *9 


= = 4^(t — 7)  po«'  X = sin(i;r— s)=l— 17  (7  posii 


litiO 


c.  ad. 

^ n ' 
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Donc:  Pour  chaqne  valeur  (reelle)  de  u l’equat.  (84')  est 
^satisfaite  par  une  valeur  reelle  de  q>,  et  bien  par  uiie  seule, 
qui  est  toujours  num.  et  doiinee  par  la  formale 

(p  — arcsin 

I ^tant  la  racine  reelle  de  l’dquation 


p?  di 


c.  ä d. 


e“ — e~ 


e“  + c~“ 


Nous  d^signerons  — par  analogie  ä ce  que  nous 
»vons  fixe  ci-dessus  (pour  A < 1)  — cette  valeur  de  g> 
la  ddnomination 

l’amplitude  de  a (mod.  1) 

et  par  la  Dotation  abregee 

ani(of,  1). 

Ce  n’est  pas  tont;  nous  adopfons  aussi  la  ddnomination  „les 
^fonctioiis  elliptiques  (mod.  1)  de  l’arguroent  ainsi  que 
:nrs  notations  abreg^es  D,  5 et  (f  (quand  il  faudra),  de  meme 
nom  „raodule  complenientaire“  et  la  Dotation  A:' ; tout  (cla 
idans  le  meme  sens  pour  k = l que  ci-dessus  pour  >t<l  i) 
j(d’oü  il  suit  que  k'  sera  dit  etre  =0  pour  A-=l). 

De  cette  Convention  il  suit  immediatement  que  pour  cbaque 
[raleur  reelle  de  «: 

(85).  . . am(a,  1)  est  = arcsin^,  | = 


fQK 


Pi’r+<p^  ^ , ri-,in(^-|-y,)-|  _ S 

^ V^c08*y  * Ll 6in(Jjr-p9>,)ü  \2 — ‘ 


l»+*i 

TU  que  sin  (s7r-}-<i)  est  =1  — q,  (^i  |insitif); 
il  eo  rdsulte  dvidemment,  que  1)  est  infini,  attendu  que 


^ V ' ^ Vi  ' 


eroit  ind^finiment,  quand  q et  17 j convergent  indöfinimcut  vers  zdro. 

1)  En  effet  nous  en  ne  fnisons  que  de  nous  conforiner  tout-ä-fait 
a lossge  ordioaire,  ou  pluldt  ä cc  qui  est,  ä l’ordiiiaire,  tacite  couvenu. 
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sinam(a,  1)=|= 


c“  + e-“  * 


(86) 


COS  am 


(.,!)  = Vui?  = = B(«.  i); 


d’oü  il  eet  dvident  qu’en  effet  les  „fonctions  elliptiqoes“  -j 
si  tontefois  l’on  ne  restreinte  pas  cette  denomination  au  cm 
)S;<1,  mais  qu’on  Temploie  aussi  (comme  nous  avons  dit  deja)1 
pour  Ä = 1 — constituent  un  gen  re  de  fonctions,  dont  non-seo- 
lement,  comme  il  cst  dit  auparavant,  les  fonctions  circulaires 
(£=0),  mais  aussi  les  exponentielles  (4;  = 1)  ne  sont  que  de 
simples  spdcialitds. 

Des  formules  prdcddentes,  ou  plutdt  de  la  premidre  d’elles, 
il  est  evident  qu’il  n’y  a pas  de  periodicitd  cbez  les 
fonctions  elliptiques  au  modnie  1 i).  En  effet  cette  for- 
male montre  que,  quelque  grande  que  soit  la  valeur  nuineriqae 
de  l’argument,  son  ainplitude  (pour  A-=:l)  restera  toujouts 
numdr.  et  Ton  sait  bien  que  dans  l’iiitervalle  itirciloy 

a de  pdriodicite  cbez  les  fonctions  sinus,  cosinus,  etc.  — Aussi 
la  valeur  liraite  que  nons  avons  designd  pour  A < 1 par  K [roit 
la  formale  (13)],  et  dont  ddpend  l’dtendue  des  pdriodes,  se  redult* 
eile  dans  ce  cas-la  ä 

‘ 1*  dq> 
coacp ' 


r 


c.  A d.  a l’infini;  d’oü  il  suit  en  outre  que  dans  ce  cas  d 

ne  peut  pasdtre  qnestion  d’arguments  compidmentaires  (§-3)- 


Rem.  On  dit  en  abrdgd  „Pour  A = l,  K est  =oo“; 
effet  il  est  devenu  d’usage  de  ddsigner  par  K la  valeur 
de  l’intdgrale  (13)  non  seulement  pour  A < 1 (comme  d* 
dessus),  mais  aussi  pour  k~\. 

Et  de  meme  aussi,  puisque  on  est  convenu  de  d^sig- 
ner  — pour  cbaque  module  k (entre  0 et  1)  — la  valeur 
de  l’intdgrale  ' 


dcp 


I 

(A'  le  module  compidraentaire)  i 


I)  Chose  dvidente  ddjä  mdtne  de  ce  que  ces  fonctions  — voir  ci- 
dessus  — ne  sont  en  effet  qne  des  fonctions  exponentielles  (d’exposaor 
rdel). 
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par  K' , il  s’eiisuit  que 

K'  est  =00  pour  A'=0, 
pour  A-=l. 

Mais  aussi,  excepte  seulement  ce  peu  de  differences,  toutes 
es  autres  proprietes  et  relations  des  fbnctioiis  elliptiques,  que 
loas  avons  deinontrees  ci-dessus  pour  £'^1,  subsistcnt  en- 
core  pour  le  module  1,  donc  en  effet  toutes  ces  mäines 
proprietes  avec  la  seule  modification  qui  est  une  suite  evi- 
dente de  ce  qu’en  peu  de  mots  il  n’existe  pas  de  quantite 
ou  que,  en  d’autres  termes,  dans  ce  cas  particulier  l’ani- 
plitode  de  chaque  argument  est  num.  — C’est  ce 

i|M  nous  allons  expliquer  ici  en  quelques  mots. 

En  effet,  quant  ä la  verite  dans  ce  cas  des  formules  fonda- 
nentales  (9) — (1‘2),  eile  est  evidente  par  les  seules  formules  (85) 
et  (86).  Quant  aux  formules  d’addition  (7'J)  — (82),  nous  obser- 
tons  d'abord  qu’en  effet  notre  deduction  (voir  l’art.  1 du  § 4)  de 
formule  fondamentale  (72)  ou  (66)  s’applique  aussi  bien  au  cas 
^=1  *).  De  plus,  comme  les  fonctions  et  sont  identiques 
dann  ce  cas,  cette  formule  fondamentale  se  reduit  ici  ä 


(87). 


• + - I ^S(a)S{ß)’ 


(mod.  1), 


par  suite,  chacune  des  formules  dans  II  [c.  ä d.  (74)  — (76)]  ä 


■^(“  + P)  — l-f5(a)5(|S), 


(mod.  I), 


fornmles  qu’on  pourra  d’ailleurs  verifier  immediatement  p.  ex.  ä 
laidede  la  preniiere  des  formules  (86).  Par  la  position  (f  = )D 
lea  formules  dans  III  et  dans  IV  se  reduisent  evidemnieiit  ä des 
iJentites,  et  celles  dans  V aux  formules  memes  (72)  et  (73). 
l*<inc,  en  rdsumd,  les  formules  d’addition  subsistent  effectiveraent 
f'nr  A=:l  et  se  rdduisent  alors  aux  deux  seules  precddentes  et 
d“  Teste  ä de  simples  identitds. 

[ Enfin , pour  ce  qui  concerne  les  relations  importantes  (32)  et 
■®>)  entre  les  fonctions  elliptiques  et  ses  derivbes,  comme  il  est 
d'ideot  que  la  formule  (31)  subsiste  encore  dans  le  cas  dont  il 
il  s’ensuit  qu’il  en  est  de  meme  de  ces  relations  (32)  et 
et  — bien  entendu  — que  dans  ce  cas  particulier,  vu  qn’alors 

I 1)  PoarvD  inutcfois  qiie  l’on  y couqoive  que  tu  variable  <f>  »oit  ciiu- 
[••äniaent  de  valciir  num^rique  ^ J:r. 

I ■‘■‘‘«l  XLVIII. 


11 
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l’amplitude  teste  constamment  oumdr.  <i«,  ces  derniires  (36) 
subsisteront  — aussi  bien  que  les  (32)  niemes  — pour  toutes 
taleurs  de  Targnment  a. 


2.  Puisque  ainsi  la  premifere  des  forraules  (36)  subsiste  encore 
pour  A = l,  et  m^me  alors  pour  toutes  valeurs  de  o,  il  en  rdsulte 
que  pour  k=l  on  pourra  satisfaire  ä I’öquation  (voy.  §.  3) 


(37) 


z=da 


V(l-I»)(l-A*l®) 


par 

(38) £ = sinam(o,  Ä), 

meme  quelque  grande  que  seit  la  valeur  numdr.  de  a. 

11  y a plus;  on  en  est  naturellement  condnit  ä faire  usage 
de  la  notation 

Vj,k,  {x  num.  ^1,  comrae  ci-devant). 


meme  pour  *=1.  et  bien  ä fixer  le  sens  de  cesigne,  meme  pour 
A=l,  par  la  definition  adoptde  ci-dessus  (seulement  pour  *<1): 

rin  r;  . -/** ^ (x  num.  5l), 

(41)  Vx,k  J v^(i_a;*)(l  — A*a:*)  — 

0 

d’oü  resulte,  en  particulier, 

/*  dx  , < 

(xnum.  ^1). 

o 

Cela  pose,  comme  en  consdquence  on  aura,  pour  chaque 
valeur  de  x numdr.  ■^1« 


et,  en  particulier, 

l/o,  1 = 0. 


mais  (pour  a:=:  + l) 

0 

il  est  dvident  qu’on  pourra  toujours  satisfaire  ä l’dquation  I7f,  i=«. 
quelle  valeur  rdelle  de  u que  seit  donnde,  par  nne  valeur  rdelle 
de  £,  et  bien  par  une  seule,  savoir 
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^ = 1^+7::»  = sin  am  («.  1), 

et  qu’ainsi  la  proposition  tres  • importante  (dans  le  §.  3)  aupres  de 
la  ligne  (46)  restera  vraie  aussi  pour  k—\  et  meme,  dans  ce 
cas  particulier^  quelle  que  soit  la  valeur  (rdelle)  de  Ü ou 
de  a. 

Donc,  en  resumd; 


La  fonction  sinam(a,i(),  quel  que  soit  le  module  k 
entre  les  limites  0 et  1 (inclusive),  jouit  de  la  pro- 
pridtd  de  satisfaire,  au  moins  pour  chaque  valeur  de 
iDuni.  < Al  ^),  ä l’equation 


(90).  . . 




\A(1_|2)(1_A*S*) 


= da. 


Oant  en  effet  elle-mdme  la  seale  valeur  rdelle  de  £ 
pi  satisfait  ä l’dquation 


(91)  ( Vs,  k =)  f*  - - = a (nuradr.  ^ K) ; 

’ J \^(1— £2)(1— Ä*£*)  ' = 


voilä  un  thdordme  bien  propre  au  point  mdroe  d’entrde  ä la  thdo- 
rie  gdndrale  des  fonctions  elliptiques! 


Remarque. 

De  la  formule  (89) , c.  ä d.  de  ce  que  pour  chaque  valeur  de 

* mm.  < 1 

Ux,i  est  PS''  s“'*®  = i'arc  ein  ^ «) , 

m lire  immddiatement  la  relation 

arcsin (j/t)  = iü  y , y rdel  quelconqne  •), 

_ 

1)  Pour  A=1  cela  revient  dvideroment  au  ladme  que  de  dire:  pour 
<i>aqne  valeur  de  a, 

2)  Car,  du  moins  pour  chaque  valeur  de  x num.  1, 

-/(— -! — I est  =arcsin«, 

2/  Vl  — a:/ 

* <tant  ddtermind  pur  la  formule  c.  ä d.  (comme  on  trouve 

Vl  — 8* 

^milemeut)  z— — . (Voir  Canchv,  Eiere.  T.  IV.,  p.  %1.) 

^ \—X' 

9)  Car,  en  effet,  si  l’ou  substitue  dans  la  formule  prdeddente  y au 
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formule  tres  reniarquable  en  effet  comme  complemeDt  ä la 
relation  bien  connue 

arcsinA;=  Ui,o,  {x  nura.  ^ I), 
et  a sa  consequencc 

arcsin!  r ~ I = t7  v «V  quelconque. 


Note. 

II  est  assez  connu  que,  f {x)  etant  une  fonction  de  x (variable 
reelle)  continue  entre  deux  limites  Xq  et  X,  et  f{x)  une  autre 
qai,  continue  entre  les  niemes  limites,  a la  premiere  pour  ddrivde, 
tant  qu’on  n’excede  pas  ces  limites,  on  a d^ßnitivement 

(1) J*  f'{x)dx  = f{X)—f(Xf,). 

•»o 

Mais  il  parait,  au  contraire,  qu’en  general  on  n’a  pas  assez 
reflecbi  sur  ce  qu’en  effet  cette  formule  (1)  subsiste  encore 
pour  les  cas  oü  la  fonction  f'{x),  continue  d’ailleurs 
entre  les  limites,  devient  discontinue  pour  une  on  pln- 
sieurs  valeurs  de  x en  dedans  les  limites  ou  bien  poar 
l’une  ou  l’autre  des  limites  elles*memes,  ponrvn  ton> 
tefois  qae  f{x)  m^ine  soit  continue  snns  cesse  entre  les 
limites  et  qn'elle  ait  f'{x)  pour  derivee,  au  moins, 
pour  quelle  valeur  de  x que  solt  donnee  en  dedans 
de  cet  Intervalle. 

La  demonstration  de  ce  thdoreme  — sur  leqnel  *)  il  semble 
que  Cauchy  lui-m6me  a fortement  appuye  — peut  se  lire  p.  ex. 
dans  les  Memoires  de  l’Acad.  des  Sciences  ä Stockholia 
1852,  pag.  186  et  187  *).  Le  peu  d’espace  nous  defend  de  larepeter 


Heu  de 


(expression  qui  eviderament,  x representant  ici  ubc 


1^1  — X* 

qaantild  rdelle  quelconque  nuiner.  -^1,  estelle-mdme  propre  ä reprdsenter 

V 

une  quantitc  reelle  quelconque),  onaura;  X — ■ , etc. 


1)  Enoncd  en  iin  peu  d’autres  ternies  peut-dtre;  dont  pourtant  d 
n’est  pas  besoin  de  discourir  19!. 

2)  Dans  i’introdnclion  du  ineiuoire  inserd  l’autenr  a en  soin  de 
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ici.  Mais,  ce  qa’il  y a bien  ä propos,  noos  allons  ajouter  ici  ex* 
pressement  — comme  elant  en  effet  la  base  meme  de  ce  que 
ijoas  avons  eoonce  dans  les  premieres  lignes  du  §.  3.  ci-dessus 
— ce  corollaire,  ecident  en  effet,  du  dit  theoreme,  ä savoir, 
qae  la  formole 

(2) f{x)  djc  = fix)  — f(Xo) 

Jt« 

est  parfaitement  sure  ponr  chaque  caleur  de  x qui  n’est  pas  situ^ 
hors  de  deux  limites,  dont  l’une  est  x^,  pourvu  — comme  ci- 
dessus  — que  fix)  soit  contioue  entre  eiles  et  qu’elle  ait  fix) 
pour  derivee,  au  moins,  pour  chaque  valeur  de  x doiinee  en  de- 
lans  de  cet  intercalle  — cette  ro^me  fonction  fix)  soit  y con- 
tinue  Sans  cesse  ou  non  — ; et  que  par  suite  la  fonction 

fix)  dx 


sera  eile -meme  en  tel  cas  fonction  contioue  de  x entre  ces  limites. 


Ed  voici  quelques  exemples  *): 
1)  Puisque 


est  =arcsina:, 


tandis  qu’au  moins  x est  oum.  <1,  et  que  cet  arcsina;  est 
fonction  continue  de  x entre  a:  = 0 et  a:  = 1 ou  — 1 ; on  en  peut 
conclure  assürement  que 


fixer  rigourensement  quelques  notions  fondamentales  de  l’Analyse 
•Dperieure,  du  Trat  sens  desqnelles  il  aemblait  qu’on  n’dtait  pas  alors 
parfaitement  d’accord.  Couime  cela  est  effectivement  le  cas  encore 
aojourd’bui  en  quelque  degrö,  cette  introdnction  pourra  peut-6tre  cncore 
tonrner  au  proflt  it  qnelqnes-nns. 


1)  Remarquons  qu'on  a employe  ici,  pour  abrdger,  l’ezpression 
F'ix)dx  = Fix) 


/' 


te  meme  sens  que  celle-ci  plus  ioogue: 

f'fa)  est  et  f(Xo)  = 0- 
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/*  dx 

, e*t  =arcstBx 

l— X* 

o 

poar  cbaqae  raleor  de  x Dam.  ^ 1. 


2)  Puieqne,  paar  i:<l, 
dx 


f 


V(l— 


•J  V^l  — k*aiD  *g 


taadis  qa'aa  moina  x est  nam.  < 1,  g>  etant  =arcsinx,  et  qne 
cet 

Pf  dqi 

J 'V'^1  — il-*siD*g) 

*»  ' 

eat  fonction  continae  de  x entre  x = 0 et  x=  £!*),  on  en  peot 
conclure  aasüreroent  qae 

/*  dx  p9  dtp 

V7r^x*)7i^^^  **  VT— A*sin*^ 

pour  cbaqae  valeur  de  x num.  ^1,  donc  ausai  fonction  continae 
de  X entre  x=l  et  x — — 1. 


I)  En  effet,  cnrome,  tandis  qne  X n’excede  pa«  les  limite«  +1,  <f 
(c.  ä d.  arcsinX)  e«t  contindment  variable  avec  x,  dvidemment  la  fooc- 


/<f  d(B 

— - ^ — = (fonction  continae  de  <p  entre  dei  limilea  de  a 

i^I-Ä*ein»9, 

o 

quelconquei)  «era  elle-nidme  fonction  continue  de  X dan»  le  dit  Intervalle. 
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XIT. 

lieber  die  Sätze  von  Wilson  und  Fermat  und  über 
die  Theilbarkeit  der  Factorenfolgen  und  Fakultäten. 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oettinger, 

GroitheraugUch  Radixchem  Hofrathe  und  ordentlichem  Profeiaor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Frriburg  i.  B. 


§-  1. 

Obgleich  der  Wilson’sche  und  Fermat’sche  Lehrsatz  auf 
verschiedene  Weise  schon  heiviesen  wurden,  so  dürfte  doch  der 
nachstehende  Beweis  eine  Stelle  finden,  weil  er  auf  allgemeinere 
Sätze,  als  die  bisher  entwickelten,  führt  und  zugleich  noch  wei- 
tne  Anwendungen,  als  die  bisherigen  zulässt. 

Die  Entwicklung  der  Fakultät  (a -f- <2)P— in  eine  Reihe  gibt 
fteianntlich 


I)....  (a+cf)P-^I<*  = (a  + d)(a  + 2<Z)....(a  + (/>  — l)d) 

= oP— *+C(l,  p — l)*flP— ‘d+C(l,  p— l)*aP— .... 

....  +C(1,  p— 1)P— *a<ZP-*+C(l,  p — 13P-*dP->. 

Dierin  sind  der  Kürze  wegen  die  Fakultäten-Coefficienten,  oder 
die  Zablenausdrücke  der  Verbindungen  ohne  Wiederholungen 
^tis  den  Elementen  1,  2,  3,  ....  p — 1 zu  den  verschiedenen  Di- 
mensionen oder  Classen  durch 


2) C(i,  p-iy  = C(1,  2.  3, ....  p-iy 


angedeutet.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  in  I)  vorkora- 
menden  Vorzahlen  mit  Ausnahme  der  letzten 


C(l,  p-l)P-‘  = 1,  2,  3,  ....  (p-J) 


f 
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darch  p theilbar  sind.  Sieht  man  daher  vorerst  von  der  Bezie* 
hung,  (vorin  a und  d zn  p stehen,  ab,  so  ergibt  sich  folgende 
Congrueiiz : 

3) 

(a+d)?"*!**  = + (p— l)d  = Mod.p. 


Diess  beweist  sich  am  Einfachsten  aus  den  Gesetzen  des 
Polynomiums.  Bezeichnet  man  nämlich  die  entwickelte  Darstel- 
lung der  p*«"  Potenz  von 

4) P — ao+aia:+fl*a:®-|-a3a:®-f 

durch 

6) . . . . Pp=  + Ffar-H  ....  + 


so  bat  man  für  die  Ableitung  der  Vorzahl  F^  aus  den  vorher- 
gehenden Vorzahlen  der  vorhergehenden  (p— l)**"  Potenz  folgende 
Gleichung: 

6) 

r . F?  = pK  F|:zJ+  2a, F^l'-fSa,  F^jJ  ....  r.a, 


Dieses  Ableitungs-Gesetz  findet  man  am  Besten  diircb  Diffe- 
renziren  und  es  ist  aus  5): 


7) . . r\  + 2Flx +3Vlx*  + ....  r.  F>^~* , 


8x 


und  ferner: 


djPP 

dx 


8) 


= p(Fj  ^-hFf  *x-hF,  *x®-f  ....)(a,-h2a,x-f  3o8X® + ....) 


= F[aiFj"’+«iFf  ' 

x-f «1  F,  * 

x*+«iF^  * 

2«*Fo"-^ 

2a,Fr* 

2aaFr* 

3a,  FJ-^ 

3a8Ff‘ 

4«,Fr‘  1 

Aus  7)  und  8)  folgt  6). 

Aus  der  Analysis  sind  ferner  folgende  Sätze  bekannt: 


9) 


1 


1. 


=1  'S  = 1+2  + 3 + 5'  + • ■ • 


und  es  ist  nach  4): 

Oo  =1,  «1  = 


a,  — Or  — 


r+r 


k 
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Eb«n  so  hat  man : 


10) 


''■'  = [5isr^J  = ‘+ 


. C(I,p+D*  C(I,  p+2)3**_ 
■^(P+1)(P+2)(p+3)' 


Cd,  ;>)» 

■ it-x 

p + I 

C(l,  p^r-Xyx^ 
" (p  + l)'-i‘  ■ 


Die  Bildungs-Elemente  für  6)  sind  hieraus: 

ai,  p-hr-l)^  _ C(l,  % 3 p+r-1)^ 

’'r—  (p+iy\i  (p-El)(p  + 2 ....  (p-fr)  ’ 

„p-i  = C(l,  p+t-2)r  __  Cd,  2,  3 p+r-2)r 

pr\l  p(p^  i)  (p  + r—l) 

nd  es  entsteht  durch  Einführung  der  erforderlichen  F und  a in  6): 
r.gi,P+r-I)’'  _ J-Cd.P+r-3)'-t  ^ 2C(1,  p-fr-^-« 


r-C’(l,  p+r-  

(p+l)'l‘  3.pr-^\^ 

r-1  OLp-1):  - r 


. 3C(1,  p-fr-6)r-3  . 

+ i.pr-3\l  +••••  r 


+ 


r-f  l]’ 


Multiplicirt  man  mit  (^»-^I)’^l‘  = (p-^l)(p■f2)....(p-^r)  und  unter- 
driickt  die  gleichen  Factoren  im  Zähler  und  Nenner  der  Glieder 
»f  der  rechten  Seite,  so  bleiben  im  er.sten  Gliede  die  zwei  hSch- 
«tea,  im  zweiten  Gliede  die  drei  höchsten  Factoren  von 
Sbtig  u.  s.  w.  und  man  erhält,  wenn  man  diese  Factorenfolgen 
*li  fallende  schreibt: 

+ p -1  r-iy-^  + .... 

+ p+r-q-2y-i . . . . (p  -1  r)-+‘  l-‘, 

oder  wenn  p — r statt  p geschrieben  wird : 

11) 

r.C(l.  p-l)r  =?Mcd,  p-3)-*-F  2j!(rf(£z2)c(,,p^)r-z 
+ ^-1)--(P-3)C'(1^  p_5)r-3  + .... 

+^(p-l)  • • • • (p— 9)Cd.  p— ?— 2)»-».. . . jT^p(p— l)....(p— O- 

11* 
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In  dieser  Darstellung  kann  nach  1)  der  Werth  von  reicht  grösser 
als  {p — 2)  werden.  Die  Ausdrücke,  welche  in  der  allgemeinen 
Form  C(l,  m)"  begriffen  sind,  können  nur  ganze  Zahlen  bedeuten, 
da  sie  Producte  aus  lauter  ganzen  Zahlen  sind.  In  Jedem  Gliede 
auf  der  rechten  Seite  von  II)  kommt  ein  Divisor  vor,  der  so  viele 
Einheiten  enthält,  als  die  Factoren-Anzahl  der  Fakultät  im  Zähler 
beträgt.  Dieser  Divisor  ist  in  die  zugehörige  Fakultät  ohne  Rest 
theilbar.  'Sind  nämlich  p und  x ganze  Zahlen,  so  können  die 
Ausdrücke 


, X P(P— J)(P— 2)  ....  (p—x+l) 

(P)x  - j ,2.  3 a: 

r a P(P  + l)(P  + 2)  ....  (p  + a:— I) 

[pjx  = L2:  3 a: 

bekanntlich  nur  ganze  Zahlen  sein,  denn  diese  Ausdrücke  be- 
stimmen die  Anzahl  der  Gruppen,  welche  die  Elemente  a,,  Of 
....  flp  bilden,  wenn  die  V'erbindungen  ohne  und  mit  Wieder- 
holungen zur  a*«"  Dimension  oder  Classe  in  Frage  kommen,  und 
bedeuten  daher  nichts  anderes  als  Summen  von  Einheiten 
oder  ganze  Zahlen.  Im  ersten  Ausdruck  muss  p*>x  sein. 
Hieraus  folgt: 

12)  Das  Product  von  x aufeinander  folgenden  Zahlen  im  Zah- 

lensystem ist  immer  durch  je  eine,  oder  mehrere  oder  alle  Zahlen 
1,  2,  3,  X ohne  Rest  theilbar,  wenn  jede  der  theilenden  Zah- 

len nicht  mehr  als  einmal  vorkommt. 

13)  Ist  eine  oder  sind  mehrere  dieser  Zahlen  zu  den  Divi- 
soren 1,  2,  3,  ....  X theilf'remd,  so  muss  das  Product  der  übrigen 
(x — 1),  oder  (x — 2)  Factoren  u.  s.  w.  durch  die  in  Frage  stehen- 
den Divisoren  ohne  Rest  theilbar  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  alle  in  II)  vorkommenden  Glieder  durch 
die  ihnen  zugehörigen  Divisoren  ohne  Rest  theilbar  sein  müssen. 

Ist  nun  p eine  Primzahl,  so  sind,  da  r nicht  grösser  als 
(p — 2)  werden  kann,  alle  vorkommenden  Divisoren  zu  p theilfremd, 
und  es  folgt  weiter,  dass  die  Ausdrücke  in  11)  auf  der  rechten 
Seite  und  folglich  auch  der  auf  der  linken 

C(l.  p-I)^=  C(l.  2,  3.  ....  p-l)r 
durch  p ohne  Rest  theilbar  sind. 

Diess  stellt  sich  auch  so  dar:  Der  Ausdruck 
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14) 


Cd,  % 3, ....  p-\r  = p-3)^-‘ 


ist  eine  ganze  Zahl  und  tbeilbar  durch  die  Primzahl  p, 
so  lange  r eine  der  Zahlen  1,  2,  3 ip—'i)  bedeutet. 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  von  3)  beiviesen.  Setzt  man  —d 
statt  d in  1),  so  ändert  sich  nichts  in  der  Schlussreihe  und  man 
kat,  da  ( — = r/P— 1 ist: 

15).  . . . (a — d)P-*l-<*  = nP— * + r/P— *l<*,  Mod.p. 

Da  alle  Primzahlen  (2  ausgenommen)  ungerade  sind,  so  können 
»rischen  zwei  Primzahlen  entweder  eine,  oder  drei,  oder  fünf 
i^hleo  u.  8.  w.  liegen.  Hiernach  fliesst  aus  12)  und  13)  derFolgesatz: 

16)  Liegt  eine  Zahl  zwischen  zwei  Primzahlen,  so  ist  sie 
durch  1.2.3  = 6 theilhar,  wenn  die  niedere  Primzahl  grösser  als 
'3  ist;  liegen  drei  zwischen  denselben,  so  sind  sie  durch 
l''1.3.4.5  = 120  theilhar,  wenn  die  niedere  Primzahl  grösser  als 
aist;  liegen  fünf  dazwischen,  so  sind  sie  durch  1.2.3. ...7  = 5040 
tbeilbar,  wenn  die  niedere  grösser  als  7 ist  u.  s.  w. 


Was ' nun  die  Beziehungen  der  a und  d zu  der  Primzahl  p 
10  3)  und  15)  §.  1.  betrifft,  so  sind  entweder  beide  Grössen  durch 
P tbeilbar,  oder  die  eine  ist  theilfremd  und  die  andere  tbeilbar, 
oder  auch  beide  sind  theilfremd  zu  p. 

Im  ersten  Falle  bat  man  aus  3)  und  15)  §.  1.: 


(a±d)P-i|±i  = (o±<f)(a±2rf)....(a±(p— l)rf)  = 0,  Mod.  p. 

Ist  a theilfremd  zu  p und  d tbeilbar  durch  p,  also  d = np,  so 


1) 


‘tttsteht: 
2).  . 


(a  + d)P— 1|±<*  = flP— Mod.  p. 

Ist  a tbeilbar  (a  = mp)  und  d theilfremd,  so  wird : 

3) 

(a ± rf)P-i|±«'  = dP-»|rf  = d.2d....(p-l)d,  Mod,  p. 
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Aus  2)  und  3)  folgt: 

4)  Ist  in  der  Basis  der  Factorenfolge  die  eine 

Grosse  theilfremd,  die  andere  theilhar  durch  p,  worunter 
hier  und  künftig  immer  eine  Primzahl  verstanden  werden  soll,  so 
ist  die  Fakultät  durch  p nicht  theilhar. 

Nummer  3)  lässt  sich  noch  einfacher  darstellen.  Bestimmt 
man  nämlich  die  Reste  der  d nach  dem  Modul  p,  so  erhält  man; 

d = Ti,  ^d^r^,  3d  = T3  ....  (/>  — I)d  = rp_i. 

Da  aber  diese  Reste  in  irgend  beliebiger  Ordnung  mit  den  Zahlen 
1,  2,  3 ....  (p — 1)  zusammen  fallen,  so  hat  man: 

d,2d.3d  ....  (p — l)d  = r|.r-2.r3 rp-i  = 1 .2.3....(p— 1),  Mod.;j, 

und  3)  geht  über  in: 

5)  . . . . + = (a  + r/)(»i  J;2tf)  — (adb(p — l)r^ 

= d.2d....(p-i)d=\.2.3.(p—l),  Mod.p, 

oder  wenn  mp  statt  a geschrieben  wird : 

6)  . . . . (m/>i;tf)P~*l±'*  = rfP~*l‘*=  Ip~*I*,  Mod.p. 

Für  p = 5,  m = 1,  rf  = +2  wird  aus  6): 

7.9.11.13  - 2.4.6.8  = 9009-384  = 5.1723, 

7.9. 1 1 . 13-1.2.3.  4 = 9009  - 24  = 5. 1767, 

3.  i(_i)(_3)_2. 4 .6. 8 = 9 — 384  = —5.75,  ' 

3.1(— 1)(— 3)— 1.2.3.4  = 9— 24  = — 5.3. 

Aus  den  zwei  letzten  Gliedern  der  Congruenz  5)  und  6)  folgt 
weiter : 

7)  (Zp~*  = 1,  IMod.  p. 

Diess  ist  der  Lehrsatz  von  Fermat. 

Uni  den  Fall,  wenn  a und  d theilfremd  zu  p sind,  zu  ent' ; 
scheiden,  kann  man  von  der  Fakultät  (a  + l)P-*l*  = (a-l-l)(a+2).- 
...{a-\-p — 1)  ausgehen.  Setzt  man  a = mp-\-a,  worin  tt  die  Werfhe 

1,  2,  3, (p— 1)  durchlaufen  kann,  so  nimmt  die  vorstehende 

Fakultät  folgende  Form  an: 

(nip-f  «-1-  l)(rap+o+2)(rnp  + a-l-3)....  (mpd  a+p— 1). 

Schreibt  man  nun  für  « die  angegebenen  Werthe,  so  kann  die 
Fakultät  folgende  Formen  durchlaufen: 
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(mp+2)(mp+3)  ....  {mp-Yp), 

(m;»+3)(mp+4)  ....  (mp+p) (?np+p  + l), 

(i7ip+4)(mp+5) ....  (mp+p)(wp+p+l)(mp+p+2), 

(mp+p)(»ip+p+l)  ....  (»ip+2p— 2). 

Me  dieser  Formen  ist  vregen  des  Factors  mp-f  p>  der  in  jeder 
^kommt,  durch  p ohne  Rest  theilbar.  Daher  ist: 

8) . . . . (a+l)(«+2)  ....  (a+p— 1)  = 0,  Mod.  p, 

^nn  a theilfremd  zu  p ist. 

Untersucht  man  nun  die  Fakultät  (a+d)P~*l**  unter  der  oben 
unnten  Voraussetzung,  so  bat  man  nach  den  Vorbemerkungen 
5)  durch  Zuzählung  von  a; 


a-\-d  = a-^Ti 
fl  + 2d  = a -J-  rj 


Mod.  p. 


a + (p — l)<i=a+rp_i 
■d  hieraus,  da  diess  für  -\d  und  — d gilt: 
id)(a+2rf)....(a+(p— l)d)  = (a+r,)(oi;r2)....(a+rp-i),  Mod.  p. 

kn  fallen  die  Reste  ri,  r^,  rp_i  mit  den  Zahlen  1,  2,  3, 

!-.(p— 1)  zusammen.  Daher  ist: 

..(a±rp_i)  = (a+l(«±2)....(a+pTl)  = 0,  Mod.  p. 
dnit  Rücksicht  auf  8): 

9) 

h±d)(a±2d)....(fl+(p-l)d)=(a+l)(a±2)....(aj;p+l)=  0.  Mod.  p. 
Das  Gesagte  führt  mit  Rücksicht  auf  4)  zu  folgendem  Satze: 


10)  DieFactorenfolge  (aJ;tf)P-‘l±‘'=(a+<i)(a4;2d)....(n+(p— l)rf) 
i immer  theilbar  durch  die  Primzahl  p,  wenn  die  Grossen  (a 
■d  d)  gleichartig  zu  p sind  (also  gleichzeitig  theilfremd,  oder 
kicbzeitig  theilbar  durch  p).  Sie  ist  nicht  theilbar  durch  p, 
tnn  sie  ungleichartig  zu  p sind  (also  die  eine  theilfremd  und 

andere  theilbar). 

Man  kann  aus  dem  Gesagten  noch  andere  und  zum  Theil 
hras  allgemeinere  Sätze  ableiten.  So  ergibt  sich  folgender  Satz: 

11)  Die  Faktorenfolge  (a±<fi)(aj:<ia)....(a±rfp-i)  ist  durch  die 
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Primzahl  p theilbar,  wenn  a zu  p tbeilfremd  ist  und  die 
in  irgend  beliebiger  Ordnung  die  Reste  1,  2,  3 ....  (/>—!)  zu  f» 
gebeu.  Sie  ist  nicht  theilbar,  wenn  a durch  p theilbar  ist  und 
die  d die  genannten  Reste  nach  p geben  und  umgekehrt,  wenct 
a tbeilfremd  ym  p und  die  d theilbar  durch  p sind. 

Eine  Anwendung  dieser  Satze  auf  arithmetische  Reiben  gibt 
Folgendes: 

12)  Gruppirt  man  die  Glieder  einer  arithmetischen  Progres- 
sion von  der  Form  M=a+n<i  nach  der  Primzahl  p,  so  wird  eines 
unter  den  ersten  (p  — I)  Gliedern  durch  p theilbar  sein,  wenn 
a und  d tbeilfremd  zu  p ist.  Von  da  an  wird  jedes  p^*  Glied 
gleichfalls  durch  p theilbar,  die  zwischenliegenden  (p—1)  Glie* 
der  aber  nicht  theilbar  sein. 

13)  Ist  a tbeilfremd  zu  p und  d theilbar  durch  p,  so  ist 
kein  Glied  der  Reihe  durch  theilbar.  Ist  dagegen  a theil- 
bar und  d tbeilfremd  zu  p,  so  findet  sich  in  den  (p — 1)  ersten 
Gliedern  kein  durch  p theilbares  Glied  vor.  Von  da  an  ist 
aber  jedes  p*^  Glied  durch  p theilbar.  Ist  a und  d theilbar 
durch  p,  so  sind  es  auch  alle  Glieder  der  Reihe. 

Ist  a = 5,  = +3,  n = I,  2,  3 ....  so  entsteht 

8,  11,  14,  17,  20,  23,  26,  29,  32,  35,  38,  41,  44,  47,  50,  53,  56,  59.... 

2,  -I,  —4,  —7,  -10,  —13,  -16,  —19,  —22,  —25,  -28,  —31,  —34, 

— 37,  -40,  —43,  .... 

Gruppirt  man  die  Glieder  dieser  Reihen  nach  der  Primzahl 

3,  so  ist  keines  ihrer  Glieder  durch  3 ohne  Rest  theilbar  nach 
13).  Gruppirt  man  sie  nach  5,  so  ist  keines  unter  den  4 ersten 
Gliedern  durch  5 theilbar,  dagegen  vom  5'™  an  jedes  5'®  Glied, 
von  den  zwischen  liegenden  aber  keines  nach  13).  Bei  der  Zahl  7 ist 
eines  unter  den  ersten  6 Gliedern  und  von  da  an  wird  jedes 
7‘®  Glied  theilbar  sein  nach  12),  u.s.w.  so  bei  jeder  anderen  Primzahl. 

Ist  a = 6,  d = +4,  ra  = 1,  2,  3 ....  so  entsteht 
10,  14.  18,  22,  26,  30,  34  .... 

2,  —2,  —6,  -10,  —14,  —18,  —22  .... 

Jedes  Glied  ist  durch  2 theilbar.  Für  3,  5,  7,  ....  wiederholen 
sich  die  vorhin  angegebenen  Gesetze. 

§.  3. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  9)  §.  2.  auf  3)  §.  1.  erhält  man 
folgenden  Satz: 


1 


i 


( 

! 


I 


1 

1 

( 


( 
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j,  d.2d.3d  ....  (p — I)rf-f-aP“i  = dP“*i'*+aP~^  = 0.  Mod.p. 

^ DieSummeder  (;>— 1)^*"  um  rfsteigendenFakultät  von 
1 und  der  (;>— 1)*«“  Potenz  von  n ist  immer  durch  die 
Irimzahlptheilbar,  wenn  und  atheilfremd  zu^  sind. 

So  ist  für  p = 5,  0=3,  d — I,  2,  3 

1.2.3.4+34  = 24  + 81  = 5.19, 
2.4.6.8+34=384+81  = 5.93, 

3.6.9.12  + 34=  1944  + 81  = 5.405, 

Ls.  IT.,  wobei  a gleichfalls  verschiedene  Werthe  durchlaufen 
j»«.  Dieser  Satz  nmschliesst  die  von  Wilson  und  Fermat, 
M zeigt  zugleich,  dass  die  gleichen  Gesetze  von  Potenzen  und 
Worenfolgen,  die  verwandte  Begriflfe  sind,  gelten. 

Setzt  man  o = 1 und  dann  auch  d = 1,  so  entsteht 

2) d.2d.3d....(p  — J)d  = —l,Mod.p. 

2) 1.2.3.... (p-l)  = —l,  Mod.p. 

Nummer 3)  ist  der  W il  son’sche  Lehrsatz.  Aus  1)  und  2)  w'ird 
flP“*  = — dp-il't  = — ( — 1),  Mod.^o 

^ oP~*  = + 1,  Mod.  p. 

‘ Diess  ist  eine  zweite  Ableitung  des  F ermat’schenLehrsatzes. 

[ Ob»  Satze  1)  lässt  sich  auf  leicht  zu  rechtfertigende  Art 
Mir  Allgemeinheit  und  Anwendbarkeit  geben,  und  es  ist 


^P+<0(mjp+2d)(ni3p+3d)....(OTp_i/>+(;j  — l)</)+oP— *=0,  Mod.p, 
^ (mp  + (Z)P~*l±'t  + aP~*  = 0,  Mod. 

, i”*iP+d){m^p+2d)  — (mp-i  + (/> — 1)<1)  = — 1,  Mod.  p, 

W (m/>+rf)P— 'li“*  = — 1,  Mod.  p. 

I Oie  oberen  und  unteren  Zeichen  gelten  gleichzeitig.  Für  die 
können  beliebig  die  Werthe  0,  1,  2,  3 ....  geschrieben  werden. 
pl  der  Summen  der  Factorenfolgen  und  Potenzen  kann  man 
P ihre  Unterschiede  einführen  und  dann  erhält  man  durch  Ver- 
M«ng  mit  4) : 
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9) 


(»»iP  + d)(mjP±2<Z)....(mj,_ip±(p  — l)d)  — aP-*  = — 2,  Mod.  p 


10)  . 
und 


f/iip  — oP— * s — 2,  Mod.  p. 


11) 


r: 


aP—*— (ffiip J;d)(»ii2p  + 2<i)....(»np_i;}±(p— l)d)  =,+ 2,  Mod.  p, 

12)  flp“*— (m/>  ±d)P— ‘li“*  = +2,  Mod.  p, 

und  im  speciellen  Falle: 

13)  + dP-^l'*+ oP-^  = 1^2,  Mod.  p. 

Aus  1)  und  13)  entnimmt  sich:  * 


14)  Die  Summe  der  {p — 1)'^"  um  d steigenden  Fakai 
tät  von  d und  der  (/>  — 1)‘«*  Potenz  von  a ist  theilba 
durch  p.  Wird  aber  ihr  Unterschied  durch  p getheilt 
so  lässt  er  den  Rest  p — 2 oder  2,  je  nachdem  die  Po 
tenz  oder  die  Fakultät  abgezogen  wird,  wenn  d undla 
theilfremd  zu  p sind. 


So  ist  für  p = 5,  d = % a = Z aus  1)  und  13): 

2. 4. 6. 8+3«  = 384+  81  = 5.93, 

2.4.6.8— 3*+2  = 384—81+2  = 303+2  = 5.61, 
3«-2.4.6.8  - 2 = 81— 384  — 2 = — 303  — 2 =—5.61, 


vr 


u.  8.  w.  Zahlen*6eispiele  zu  5)  bis  12)  ergeben  sich  leicht,  we« 
wegen  sie  nicht  besonders  bervorgehoben  werden. 


Andere  Beweise  für  die  Sätze  von  Wilson  und  Ferma 
3)  und  4)  finden  sich  io  Nouv.  Mem.  d.  l’acad.  de  Berlin  At 
1771  (er  beruht  jedoch  auf  Induction)  von  Lagrange,  indem  Com 
ment.  acad.  Petro p.  und  opusc.  anal,  von  Euler  in  d^ 
Disquis.  arithm.  von  Gauss,  im  30.  Bande  des  Archivr' 
vom  Herausgeber  und  im  32.  Bande  u.  s.  w. 


§.  4. 


Aus  d.^d.Zd....(p  — \)d  = — 1,  Mod.p  erhält  man,  wenn/ 
auf  der  rechten  Seite  zugezählt  und  dann  (p  — 1)  entfernt  wird 


dxd.2d.Zd.,..(p  — 2)<f=+l,  Mod.p. 


Wird  mit  2 multiplicirt  und  dann  p auf  der  rechten  Seite  abge- 
zogen,  so  entsteht: 
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2.<fx<2.2(2.3<2  ....  (p — 2)d  = — (p— 2),  Mod.  p, 
id  bieraos  durch  Unterdrfickung  too  (p — 2): 

d.2dxd.2d.Sd  ....  (p—S)d  = — 1,  Mod.  p; 

^ch  Multiplikation  mit  3 und  ZuzShInng  von  p ergibt  sich  hierans: 
rf.2d.3dxd.2d.3rf....  (p— 4)d= +1,  Mod.  p, 
folglich  allgemein: 

1) 

....rdxd.U.M  ....  (p-r— l)d=(-J/+*.  Mod.  p. 


. . . = 1)'•+^  Mod.  p. 

2 

Da  p eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  — eine  ganze  Zahl. 

I 

Itht  man  daher  r=  - » so  erhält  man  ans  1)  und  2): 


3) 


» '.dV'ss  d.2d....^-j-^dXd.2d....^-^d=(— l)**a  , Mod.  p. 

Utp  eine  Primzahl  von  der  Form  4»  + l,  so  wird  (—1)  a 
|s~i;  fÖr  die  Form  4n+3  wird  (— l)1~=+l.  Daher  folgt  aus3): 

« {d.'id.Zd....^d)*  = —\.  Mod.p, 

^•0  p eine  Primzahl  von  der  Form  4n-|-l  ist;  und 

6) (d.2d.3d....C^*d)*=  +1.  Mod.p, 

hierans  auch : 

«) d.M.Zd....  = Mod.p, 

^enn  p eine  Primzahl  von  der  Form  4n-f-3  ist. 

Für  d = 1 entsteht  aus  diesen  Sätzen : 

7) 

=1.2....  r.1.2....  (p— r— 1)=  (-l)r+*.  Mod.  p. 

8) 

1-T.l“ä  = (1.2.3. ...^V=T1,  Mod.p. 
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9) 1.2.3....^=  + !,  Mod.  p. 

Das  obere  (negative)  Zeichen  in  8)  gilt  liir  p = 4n-fl> 
untere  für  4n-)-3.  Der  Satz  9)  gilt  fiir  p = 4«  + 3.  Das  Zeichei 
ist  unbestimmt,  und  es  liegt  kein  Kriterium  zu  dessen  Bestimnaunj 
vor.  In  den  vorstehenden  Congruenzen  kann  r die  Wertbe  O,  I 

2 — p = 7,  r = 0,  1,  2,  3 wird  aus  7)  bis  9) 

1.2.3  ....  6+1  = 720+1  = 7.103, 

1.1. 2.. ..5—1  = 120— 1 =7.17, 

1. 2. 1.2. 3. 4 + 1 = 48  + 1 = 7.7, 

1.2.3.1.2.3— 1 = 36—1=7.5, 

1.2. 3  + 1=  6 + 1=7. 1. 

Einzelne  Fälle  von  7)bis  9)  haben  schon  Euler  und  Lagrange 
a.  a.  O.  angegeben. 

Zur  Darstellung  von  6)  ist  folgendes  Gesetz  zu  bemerken. 

10)  Ist  das  Zeichen  für  <1=1  anfgefunden,  so  bleibt  das- 
selbe unverändert,  wenn  d ein  Quadratrest  zu  p ist.  Es 
geht  in  das  entgegengesetzte  über,  wenn  d ein  Nichtqua* 
dratrest  zu  p ist. 

Int  p = 7,  so  sind  I,  2 und  4 Quadratreste  und  3,  5 und  6 
Nichtquadratreste  zu  7 und  man  erhält,  wenn  <2=1,  2,  3,  4,  5,  6 
gesetzt  wird,  aus  6)  folgende  Zusammenstellung: 

1.2. 3  + 1=  6+1=7. 1, 

2. 4. 6+1=  48+1=7.7, 

3.6.9— 1 = 162—1  =7.23, 

4.8.12  + 1 = 384+1  =7.55, 

5 . 10. 15—1  = 750-1  =7.107, 

6.12.18— 1 = 1296— 1 =7.185  u.  s.  w. 


§.  5. 

.\us  den  im  vorigen  Paragraphen  aufgefundenen  Sätzen  lassen 
sieb  dadurch  neue  und  allgemeinere  ableiten,  und  weitere  An- 
wendungen machen,  dass  man  sie  mit  Grössen,  die  durch  p theil- 
bar  sind,  in  Verbindung  bringt.  Aus  2)  §.  4 erhält  man  zu  dein 
Ende: 


I 

I 
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1) 

if» + «0  (wiP  + 2rf) . . . . (mrp  ±rd)(nip±  d){n^p + 2<Z)  . . . . (w,p ± qd) 

, =(—1)’'+*,  Mod.  p. 

(rin  ist  der  Kürze  wegen  q statt  p — r — 1 geschrieben  und 

2) 

(mp  + rf)''li''X(np db Mod.  p. 

Die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten  in  1)  und  2)  gleich- 
(ig.  Für  die  rn  und  n können  beliebig  dieWerthe  0,  1,  2,  3.... 
Kilt  werden.  So  ist  für  m = 2,  n = l und  d=4-l,  p = 7 und 
:'2  aus  2): 

15.16.8.9.10.11+1  = 1900800+1  = 7.271543, 
13.12.6.5.4.3  + 1 = 56160  + 1 =7.8023 

I w.  Eben  so  erljält  man : 

3) 

\rtd){m^p±2d) ....  (wirp+rrf)(n,p  + rf)(w*p  + 2rf) ....  {n^pjqd) 

= — 1,  Mod.  p. 

I).  . . (wp+;rf)''lt‘*(np  + rf)P~’'~*l±'*  = — 1,  Mod.  p. 

Für  p = 7,  jn  = 2,  n = 1,  d =+2  und  r = 2 wird  aus  4): 

-16.18.5.3.1 .1+1  =—4320+1  = -7.617, 

12 . 10 . 9 . 1 1 . 13 . 1 !> +1  = 2316600+ 1 = 7 . 330943. 

Das  Zeichen  bleibt  in  3)  und  4)  unverändert,  während  es  in 

n — 1 

«nd  2)  wechselt.  Setzt  man  r = , so  ergibt  sich  aus  3): 

5) 

iFid)(m,p+2d)....(mrp±  rf).(n,p+d)(w*pT2rf)....(wrp+^rf) 

= — 1,  Mod.  p, 

sf  wenn  die  correspondirenden  m und  n einander  gleich  ge- 
ht werden; 

6) 

l■lP)*-(^*J[(m.^p)*-(2rf)*]  ....  [(i»rp)*-(^'rf)*]=  -1,  Mod.p. 

« 1 

Aus  I)  und  2)  wird  für  r—  mit  Kücksicht  auf  5)  u.  6)  §.  4. 

12* 
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^) 

(m,p±rf)(»i^p±2d) ....  {mrp^^d)  (n,p±il!)(»i,p±2d)...(«,p±?^  t 
= ^I,  Mod.  p. 

P— iHi*^ 

8) [(mp±rf)  * ]*  = TJ«  Mod.  p. 

Das  obere  (nep;ative)  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  gilt  i 
7)  und  8),  wenn  p = 4n-i-l,  das  untere  (positive)  wenn  p = 4n-|- 
ist.  Eben  so  fliesst  aus  beiden  Darstellungen: 

0) 

0—1 

(m,p±d)(m*p±2d) ....  (wiy-i  p+^-^d)  = ±1,  Mod.  p. 

s ^ 

a-‘l±s 

JO) (.mp:izd)  * =±I>  Mod.  p. 

Nr.  9)  und  10)  gilt,  wenn  p eine  Primzahl  von  der  Form  4»'f<‘ 
ist,  und  das  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  ist  dann  nnbestiroint 

In  allen  Darstellungen  dieses  Paragraphen  gelten  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  der  linken  Seite  gleichzeitig. 

Ist  p —7,  d =±2,  so  wird  aus  8)  und  10): 

(9.11.13)»-!  = 1656369-1  = 7.236624, 

(5.3.1)*-1  = 226-1  =7.32, 

und  9.11. 13-fl  = 1287-1-1  =7.184, 

6.3.1  — 1 = 15—1  =7.2  U.S.W. 

§.  6. 

In  den  bisher  gewonnenen  Resultaten  ist  die  Zahl  der  Fac* 
toren  (p — 1).  Man  kann  sie  auf  (p— 2)  und  (p— 3)  znrflckbringen 
und  dadurch  mehr  Beweglichkeit  in  dem  Calcul  und  neue  Sitze 
erhalten,  wenn  man  <1=1  setzt  und  dann  von  folgenden  Dar- 
stellungen 

1)  . . . 1.2.3 ....  (p-l)  = — 1,  j . 

2)  . . . 1.2.3....  (p-2)= +1,  [Mod.p 

3) .  . . 1.2  ....  r. 1.2.3  ....  (p-r-l)  = (—I)r4»  1 

ausgeht,  ln  diesen  Darstellungen  kann  man  die  Einheit,  unbe- 
schadet ihrer  Richtigkeit,  unterdrücken  und  dann  die  dhrigen 
Factoren  mit  GrSssen,  die  durch  p theilbar  sind,  wie  bisher  ge- 
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b»k,  verbindeo.  Es  leiten  sieb  dann  aus  1)  und  2)  vier  so* 
.oifflengebtirige  Gruppen  auf  folgende  Weise  ab: 

4) 


(»iPdb*)("V+2) ....  = —1.  ] 

(■»if»±l)("V±2)....(»n^*pi:pT2)  = ±l,  / 
("4P±2)("sp4:3)....(iii,_ipi:P  + l)  = Tl.  I ^ 

(uv±2)(»v>±3)....(m,_v>±pT2)= +1.  ) 


Ffir  die  nt  können  beliebig  die  Werthe  0,  1,  2,  3 gesetzt 
erden.  Oie  oberen  nnd  unteren  Zeichen  gelten  gleichzeitig,  auch 
i(  der  rechten  i»eite  bei  den  beiden  mittleren  Factorenfolgen. 
ie  beiden  inittlereu  Formen  haben  {p — 2),  die  letzte  bat  (p— 3) 
utoren.  FSr  FaknItSten  gilt  hiernach: 

5) (u^+l)P-*‘±*  = — 1,  \ 


(uip±ly-*±'=  ±1, 
(*p±2)f-*l:>  = Tl. 


Mod.  p. 


(»P±2)f-»ii»=+I,  ) 


So  ist  for  p = 5,  m = 1 und  beide  Zeichen  auf  der  linkeii 
■tite  aus  den  drei  letzten  Fennen  von  5): 


6. 7. 8-1  =336  — 1=5.67  und  4.3.2.fl=5.S, 
7.8.94-1=5044^1  =5.101  und  3.2.1— 1=5.1, 
7.8  — 1 = 56—1  = 5.11  nnd  3.2-1  =5.1. 


ins  3)  erfaSlt  man  auf  dieselbe  Weise: 

6) 

■i|»±lK«tP±2)  — (*rp4;r){n,p4:l) . . . . (n^±(p-r- 1 )) = (— 1)^-^‘, 

Mod.  p. 

*«pi2) — {iHfp4:r)(nip4;l)....(i»^»4:(p— r— 1)^J;(- 1/+^.  Mod.p, 

'*iJ>±l).-(ui»pl:r)(i»*p4:2)™(fi^4r(p— r-l))^J:(-l)'+>,  Mod. p, 

V±2) ■~(*rp4:»')("sP+2)  — . (*»p+  (p-r— 1))=  (— l)r-t»,  Mod  p. 

Oie  oberen  nnd  unteren  Zeichen  gelten  auf  beiden  Seiten  gleicb- 
**“5i  g ist  der  KSrze  wegen  fBr  p — r — 1 geeebriebeu.  Setzt 
P = 7,  r = 2,  nt,  = 2,  m,  = 1,  n,  = 1,  «,  = n,  = »I4  = 0, 
* ergibt  sich  bierans: 

5 9X8.2.3.4  41  =‘..3703  u.  13. 5x6(-2)(-3(-4) 4-1  =-7.1337. 
9X8.2.3.4  41=7.247  u 5x6(-2)(—3)(- 4)-l  = — 7.103, 
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15.9x2.3.441  =7.463  u.  13.5x(— 2)(— 3)(-4)— 1 = -7.2Ä3 
9x2.3.441  =7.31  u.  5{— 2)(— 3)(-4)41  = — 7.17, 
u.  s.  w. 

Die  Darstellungen  6)  kann  man  leicht  in  Fakultäten  übet 
führen,  wenn  man  die  m und  ebenso  die  n unter  sich  gleie 

setzt.  Wird  r=  geschrieben,  so  wird  auch  p—r—\—  ^ 

und  man  erhält  für  die  erste  und  letzte  Form  in  6): 

7) 

(m,p±l)  ....  (mrp±^-^)(niP±I)  («rp±^S  = 4l.  Mod.  p 


«) 


(mjp+2)  ....  (mrp±  ^^)(«2P±2)....  {nrp±^-^)  = -\-\,  Mod.  p 


-1. 


Auf  der  linken  Seite  gelten  die  oberen  und  unteren  Zeicbei 
gleichzeitig.  Die  oberen  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  gelten  füi 
eine  Primzahl  von  der  Form  4n4l>  6ie  unteren  für  eine  von  dei 
Form  4n43. 

Die  beiden  mittleren  Formen  in  6)  fallen  im  vorliegenden 
Falle  in  eine  zusammen ; sie  unterscheiden  sich  aber  hinsichtlich 
der  Zeichen  und  man  erhält:  ^ 

9) 

(n«4P+2)  ....  (Wrp4^^)(nip4l)(n»p42) ....  («rP4^-^)  = T >. 
^ Mod.  p, 

(m*p— 2)  ....  (mrp— ^-^)(n,p-l)(n2p— 2)....(«rp— ^ + I, 

Mod.  p. 

Die  oberen  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  gelten,  wenn  p 
eine  Primzahl  von  der  Form  4n4li  die  unteren,  wenn  sie  von  der 
Form  4»43  ist.  Sind  die  correspondirenden  m und  n einander 
gleich,  so  entsteht  aus  7)  und  8): 

10)  I 

[(;«,P±1)(»W2P  + 2)  ....  (mrp4^2-)J*  = + l>  P>  ' 
t(OT4p+2)(m3p+3)  ....  (mrpi;2-^)]*=  4 1,  Mod.  p, 
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iiter  den  nämlichen  Bedingungen  wie  zu  7)  und  8).  Aus  10) 

:itet  sieb  weiter  ab: 

II) 

(»!,/> ±l)(m*p ±2)  ....  {mrp±r-^)  = ±1.  Mod.  p, 

(w«,/?±2)(w3p4;3)  ....  {ntrp-^-^)  = ± 1.  Mod.  p, 

enn  p eine  Primzahl  von  der  Form  4n-|-3  ist.  Das  Zeichen  auf 
er  rechten  Seite  ist  unbestimmt. 

Geht  man  von  den  Factorenfolgen  auf  Fakultäteu  über,  so 
Tgibt  sich  aus  diesen  Darstellungen : 

J»  1 p— 1 

12) .  . . (//ipdfcl)“^'^W±I)"*''*‘  = Tl,  Mod.  p, 

P“3 

(mp+2)“^'*^‘(np+2)“^'**  =+l,  Mod.  p, 

p— 3 p — 1 

13) .  . . (mp+2)  * **(np  + l)  * **  = ^1,  Mod.  p, 

p— 3 p— 1 

(ffip-2)’^'“*(«p-l)'^'“*  = ±1,  Mod.  p, 

14)  . . . . . [(mpi  l)V'±»]a  = rpi,  Mod.  p, 

p— 3 

Mod.  p. 

Auf  der  linken  Seite  gölten  in  12)  und  14)  die  oberen  und 
onteen  Zeichen  gleichzeitig.  Auf  der  rechten  Seite  gelten  in  12), 

13)  und  14)  die  oberen  Zeichen,  wenn  p von  der  Form  4ri-fl; 
die  anteren,  wenn  es  von  der  Form  4n-f3  ist.  Ferner  ist  aus  14): 

p — 1 

15)  (mp+l)'^'=^'  = ±l,  Mod.  p, 

p— 3 

(ffip±2)“ä”l±‘  = J-I,  Mod.  p, 
venn  p von  der  Form  4n-|-3  ist. 

Aus  13)  wird  für  p = 5 und  p = 7,  m = 1 : 

767  + 1 = 294  + 1 =5.49  und  3. 4. 3-1  = 5.7, 

9 10.8.9.10—1  =64799  = 7.9257  und  5. 4. 6. 5. 4 + 1 =7,34.3. 

Aus  14)  wird  für  dieselben  Werthe: 

6. 7. 6. 7+1  =5.353  und  7.7  + 1 = 5.10, 

4.3.4.3  + 1=5.29  und  3.3 + 1 = 5.2, 

f 
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8.9.10.8.9.10—1=7.74057  and  9.10.9.10—1  = 7.1157, 
6.5.4.6.5.4-1  = 7.2057  und  5.4.5.4  — 1=7.57. 

Aus  15)  wird  fiSr  p = 7: 

8.9.10  + 1 = 7.103  und  6. 5.4-1  = 7.17, 

9.10  + 1=7.13  und  5.4'+l=7.a 

Werden  die  Zeichen  im  ersten  Theile  der  Darstellungen  io 
6)  positiv,  im  zweiten  negativ  genommen,  so  entsteht: 

16) 

(mip  + l)....(mrp+r){n,p  — 1)  — (n,p— (p— r— 1))  = — 1,  Mod.  p, 
(fn,p  + l)....(mrp+r)(n4p— 2)....(n,p— (p— r— 1))  = + 1,  Mod.  p, 
(m*p  + 2)....(mrp+r)(n,p— l)....(n,p— (p— r— 1))  = —1,  Mod.  p, 
(m,p+2)....(i/irp+r)(ngp— 2)....(«,p— (p— r— 1))  = +- 1,  Mod.  p. 

Hierin  ist  g filr  p — r — 1 geschrieben.  Werden  die  correspoo- 
direnden  m und  n gleich  gesetzt,  so  erhält  man  aus  der  ersten 

D I 

und  letzten  Form,  wenn  r = ^— g—  geschrieben  wird: 

17) 

[(OT,p)»— 1*]  [(m*p)*— 2*]  ....  [(mrp)*— (^^)*]  = — 1,  Mod.  p, 

[(m,p)»-2*][(m,p)*-3*] ....  [(m,p)«_(£^)*J  = + 1,  Mod.  p. 

Der  Uebergang  aus  den  Factorelifolgen  auf  Fakultäten  ergibt 
sich  aus  16)  Rir  r und  p — r — 1 leicht.  Wird  r = ^^  gcsefit, 
so  folgt: 

18).  . . + = Mod.  p, 

(mp+ 1)  » ' («p— 2)  * ' = + 1,  Mod.  p, 

p— S p— 1 

(mp +2)  * ''(np-I)  * -1,  Mod.  p. 

(mp  +2)^'‘{np-2)^'»’*~*  = + 1,  Mod.  p. 

Fflr  m = I,  n = 1 und  p = 5 wird  ans  18): 

6.7x4.3f  I =5.101  und  6.7x3  — I =5.25, 

7x4.3  + 1=5.17  und  7x3  — 1 = 5.4, 

U.  8.  W. 
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5.  7. 

Auch  auf  den  erweiterten  Wilson 'sehen  Lehrsatz  lassen 
|iich  die  bisher  gemachten  Bemerkungen  anwenden. 

Bezeichnet  man,  wie  gewöhnlich,  eine  zusammengesetzte 
ahl  durch: 

1) i=p».r?.z« 

Worin  ft,  r,  $ Primzahlen  bedeuten,  so  ist  die  Anzahl  aller  zu 
theilfremden  Zahlen: 

2) 


-(p— l)(r— l)(s— l)....=(p— 


p.r.t. 

Bezeichnet  man  ferner  die  zu  z theilfremden  Zahlen  selbst 
cb  6],  6«,  ....  bki  so  gilt  bekanntlich  für  ihr  Product: 

3)  P = bi.b^.bf  ... . bk  = TI,  Mod.  z. 

Das  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  ist  unbestimmt  gelassen 
ud  soll  in  der  vorstehenden  Weise  beibehalten  werden,  obgleich 
dasselbe  specialisirt  werden  kann,  wie  in  Disquis.  arithm.  von 
Canss  78)  nachznsehen  ist.  In  3)  ist  6|  = 1 und  bk  = x — 1. 
Nimmt  man  nun  zu  3)  noch  folgende  leicht  zu  rechtfertigende 
Sitze: 

4)  . . • . P^^^bgtb^^b^  ....  bk — Mod.  z, 

P,  = 6,.*5.64  ....  6a  = i:l,  Mod.  z, 

Pt=b^^bf  ....  6a— 1 = ±1,  Mod.  z, 

t 

n Hülfe,  die  um  einen  oder  zwei  Factoren  verkürzt  sind,  so 
hÜrn  sich  hieraus  folgende  allgemeinere  Factorenfolgen  ab: 

5) 

(mtz-l-6t)  = Tl, 

(ma-iz  + 6*_i)  = + 1, 

(ma  T 6a)  = T I . 

(ma-iz+6a-i)=  ± 1, 

Für  negative  6 erhSIt  man  folgende  vier  Formen  mit  den  zu- 
gehörigen Zeichen: 

6) 

(maz— 6a)  = T 1. 

(ma-iz— 6a-i)=T  1. 

(maz— 6a)  = dh  1, 

(m-it—bk-i)  = ± 1, 


(miZ-f6,)(m,z+6^ 
(nti*  + 6,)(m,z-h6,) 
(m*z -I- 61)  (m,z  + 6g) 
(m,z -I- 6,)  (m,z-f  64) 


(ii»iz— 6,)(m,z— 6,) 
(m,z— 6,)(m,z-6*) 
(mgz— 6^  (m,z— 6,) 
(iiV— 6,)(m,z— 6g) 


Mod.  z. 


Mod.  z. 
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Setzt  manin|=l,  m^=.l,  m3  = l und  ni4=0  in  5)  und  mi  = l, 
»i2  = l,  »{3=2,  »14=2  in  6),  60  erhält  man  folgende  vier  Formen, 
für  die  positiven  und  negativen  b,  wenn  z =10  = 2.5,  £ = 4 
und  bl  = 1,  6*=  3,  63  = 7,  64  = 9 bedeutet: 

11.13.17.9  + 1 = 10.2188  , 9.7.13.11  + 1 =10.901, 
11.13.17-1  = 10.243  , 9.7.13  + 1 = 10.82, 

13.17.9  + 1 = 10.199  , 7.13.11-1  =10.100, 

13.17—1  = 10.23,  7.13-1  = 10.9.  ' 

Da  p,  r,  t,  ....  Primzahlen  sind,  so  wird  die  Anzahl  der  zu 
z theilfremden,  aus  2)  hervorgehenden  Zahlen  gerade  sein.  Nur 
der  Fall  z = 2,  der  übrigens  nicht  weiter  in  Frage  kommt,  macht 
eine  Ausnahme.  Man  bemerkt  nun  leicht,  dass  die  eine  Hälfte 
der  zu  z theilfremden  Zahlen  kleiner,  die  andere  grösser  als  i: 
ist,  und  dass  je  zwei  von  der  ersten  und  letzten  gleich  weit  ab- 
stehenden Zahlen  sich  zur  Summe  z ergänzen  und  daher : 

7) bk-a  = z— 60+1 

ist,  worin  a die  Werthe  0,  I,  2,  3 — durchlaufen  kann. 

Aus  diesen  Bemerkungen  lassen  sich  weitere  Sätze  ableiten. 
Unterscheidet  man  zwischen  dem  negativen  und  positiven  Zeichen, 
geht  von  dem  negativen  aus  und  multiplicirt  mit  bi  und  zählt  : 
auf  der  rechten  Seite  zu,  so  entsteht  aus  3): 

61X61.63.63  — bk  = z — bl,  Mod.  z.  I 

Da  nun  z — 61  z=bk  nach  7)  ist,  so  erhält  man  hieraus:  | 

61X61.63.63  ....  6i_i=  +-1,  Mod.  I. 

Wird  diese  Darstellung  mit  63  multiplicirt  und  dann  — 2 auf  der 
rechten  zugezäblt,  so  folgt: 

61.63X61.63  ....  6t-i  = — (z — 63),  Mod.  z. 

Da  aber  z — 63  = bk-i  nach  7)  ist,  so  entsteht  hieraus: 

61.63X61.63  — 6i-i  = — 6t-i,  Mod.  z, 

folglich : 

61.63X61.63.63  — 61-2=  —1,  Mod.  -. 

Durch  Multipliciren  mit  63  und  Zuzählung  von  z und  Substitution  ^ 
vuu  z — 63  = 6i-2  und  Ausstossen  von  bk-2  erhält  man: 

61.63.63X61.63.63  ....  bk-3=  -+1,  Mod.  z. 
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u.  8.  w.  Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ffihrt  zu  folgender 
Darstellung: 

8).  . . ....  6rX6i-6*  ....  6t-r  = (— )''^S  Mod.  z. 

Diese  Darstellung  gilt  für  das  negative  Zeichen  in  3).  Legt  man 
aber  das  positive  Zeichen  zu  Grunde  und  vrendet  man  die  glei- 
chen Schlüsse  an,  so  erhält  man : 

9) 

....  br'^^b^,  b^,b^  ....  bk~r  = (,  ’l)^#  Mod.  z. 

Man  kann  auch  beide  Formen  von  8)  und  9)  in  einer  geben  und 
dann  das  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  — l)»"  oder  ±(— 1)’’+' 
schreiben. 

Ist  z = 9,  so  sind  die  theilfremden  Zahlen  1,  2,  4,  5,  7,  8 
und  man  erhält  aus  8): 

1.2. 4. 5. 7. 8+1  =2240+1  = 9.249, 

1.1.2.4.5.7— 1 = 280—1  = 9.31, 

1. 2. 1.2. 4. 5 + 1 = 80  + 1=9.9, 

1.2.41.2.4-1=  64—1  = 9.7. 

i 

Ist  z = 15,  dann  sind  die  theilfremden  Zahlen  1,  2,  4,  7,  8, 
11,  13,  14  und  es  wird  aus  9)  für  r = 0 und  r = 4: 

1.2.4.7.8.11.13.14-1  =896896-1  = 15.59783, 

1.2. 4. 7x1. 2. 4. 7-1  = 3136-1  = 15.209. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  = c und  c = r,  so  wird  auch 
i—r  = {k  = c,  und  es  geht  8)  und  9)  über  in : 

10) 

b\b^b^  ....  ....  +"(“*l)*^j  Mod.  z, 

und  das  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  kann,  da  c eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  sein  kann,  positiv  oder  negativ  sein,  wie 
diess  aus  dem  Gesagten  folgt.  Ist  das  Zeichen  positiv,  so  kann 
auch  folgender  Satz  gelten: 

11) 61-62.63  6c  = +1,  Mod.  z. 

Er  muss  es  jedoch  nicht.  Im  vorliegenden  Falle  folgt  immer 
aus  10),  dass: 

1^,  (616263  ....  6c  + 1)(6i6263  ....  6c  1) Q 


s» 
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eine  ganze  Zahl,  oder  dass  das  vorstehende  Product  durch  x 
ohne  Rest  theilbar  sein  muss.  Da  aber  x eine  zusammengesetzte 
Zahl  ist,  so  kann  der  eine  Theil  von  ihr  in  dem  einen  Factor 
in  12),  und  der  andere  im  zweiten  enthalten  sein,  ohne  dass  z 
ausschliesslich  in  dem  einen  oder  dem  andern  enthalten  sein 
muss.  8o  gilt  der  Satz  II)  fflr  die  Zahlen  z = U,  14,  18,  22  n.s.w. 
und  man  hat  für  z = 9; 


für  z = 14: 


f&r  z = 18: 


rar  z = 22: 


1.2. 4+1  = 9.1. 
1.3.5-1  = 14.1, 

1.5.7  + 1=18.2, 
1.3.6.7.9+1  = 945+1=22.43, 


u.  s.  w.  Dagegen  gilt  er  nicht  fdr  die  Zahlen  8,  12,  15,  20, 
u.  s.  w.,  obgleich  nach  8)  und  9)  das  positive  Zeichen  auf  der 
rechten  Seite  auflritt  und  es  ist  aus  12)  für  z = 8 : 


ßr  z = 12: 


für  z = 15 : 


1.3.1.3-1=(3+1)(3-1)  = 8.1, 
1. 5.1. 5-1  =(5  + l)(6-l)  = 12.2, 


1.2. 4. 7x1. 2.4. 7-1  = (56+l)(56—l)  = 15x209=  15x11.19, 

für  z = 20: 

1.3.7. 9x1. 3. 7. 9—1  =(189+1)(189-1)  = 20. 1786  = 20.19.94, 


u.  s.  w. 

5.  8. 

Bringt  man  mit  den  in  §.  7.  erhaltenen  Resultaten  Werthe, 
die  durch  z theilbar  sind,  in  Verbindung,  so  erhSit  man  weitere 
neue  Sätze,  ln  den  Darstellungen  8)  und  9)  kann  6^  = 1 unbe* 
schadet  der  Richtigkeit  weggelassen  werden.  Hiernach  erhält 
man  folgende  vier  Formen  von  Factorenfolgen: 

1) 

(miz+6i)  ....  (mrX  + 6r)(n|Z±6,)....  (n,z±6,)  = (— l)r+»,  Mod.  z. 

2) 

(m,z±6,) ...  (mrX±  6r)(n*z±Ä4)....  (n,zi6,)  = +(—1)'+*,  Mod.  t. 
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3) 

(«*db**)  ••••  (Wr*±ftr)(»i*±6i) ....  (»,  + 6,)  = db(  — •)'■+*•  Mod.  *. 

4) 

••••  (rar*±Är)(»**±*»)  ••••  («»*±6«)  = (— Mod.  I. 

Hierin  ist  q fiQr  k — r geschrieben.  Die  m und  n können  be- 
liebig die  VVertbe  0,  1,  2,  3,  ....  durchlaufen.  Dieselben  Gebilde 
ergeben  sich  för  9)  §.  7.,  wenn  man  (—1)’'  statt  ( — !)'’+*  schreibt 

In  1)  bis  4)  kann  auch  statt  r geschrieben  und  können 

die  m und  n belassen  werden.  Setzt  man  aber  auch  die  corres- 
pondirenden  m und  n einander  gleich,  so  leiten  sich,  da  2)  und 
3)  sofort  zusammen  fallen,  folgende  Darstellungen  ab: 

5) 

[(Bi,x±6i)(m*2±6,)  ....  (m«i±Äc)]*=  (— Mod.  t. 

6) 

+ ....  (i»ei±6,)]*  = ±(— 1)«H-*,  Mod.  x. 

' 7) 

[(»»**  + ft*)  + ••••  (»«e*  + fte)]*  = (—!)*+*>  Mod.  X. 

Wegen  der  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  tritt  die  zu  1)  bis 
t)  gemachte  Bemerkung  in  Kraft. 

För  x = 9,  c = 3,  tu,  =wi,=mj=  1 ergeben  sich  aus  6)  bis  7) 
üfgeDde  Fälle  fÖr  die  negativen  b: 

(8.7.5) »—  = 78400—1  = 9.8711, 

I0.(7.6)*-l  = 12250-1  = 9.1361, 

8.(7.5)»  + l=  9800  + 1 = 9.1089, 

(7.5) *—  1 = 1225—1  = 9.136. 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  för  die  positiven  6. 
Nach  5)  und  7)  kann  auch  sein: 

8) 

(m,i±ft,)(ni,x+6,)  ....  (wex  + fte)  = +1, 1 

(”***  + ft*)  (>**8*  i ft*)  ••••  (»»*«*  i fte)  = il>  1 

*enn  in  5)  und  7)  auf  der  rechten  Seite  das  positive  Zeichen 
üilt  Er  wird  aber  nicht  immer  eintreten,  und  es  ist  wie  in  12) 
9-  7.,  wenn  das  positive  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  gilt: 
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9) 

[(mii±A,)  ....  (nicJjbftc)  + l][(«fi*±*i)  ....  (mc:±6c)  — 1]  = 0, 

Mod.  2, 

....  (ii»cJ±6e)  + I][(m4z±Äs) (n»c2  + 6c)  — 1]  = 0, 

Mod.  2. 

Aus  8)  erhält  man  sofort  für  die  oben  angegebenen  Zahlen* 
werthe  für  2 = 9 und  für  positive  und  negative  6: 

10.11.J3  + li=9.159  und  8. 7.5-1  = 9.31, 
11.13+1=9.16  und  7.5  + 1 =9.4, 

u.  8.  w.  Dagegen  ist  für  2 = 8,  e = 2,  61= + 1 und  6*  = + 3: 

(9.11)*-!  = 9801-1  =8.1225  und  (7.5)®- 1 = 1224  = 8.153, 
11*-1  = 121—1  =8.15  und  5®— 1 =8.3, 

u.  8.  w.  Wird  der  eine  Theil  der  Factoren  in  1)  bis  4)  mit  dem 
positiven,  der  andere  mit  dem  negativen  Zeichen  genommen,  so 
entsteht: 

10) 

(»1,2  + 6,)  ....  (fflrl  + 6r)(n,l  — 6,)  ....'(nql—bq)  = +1, 

(»1,2  + 6, ) ....  (»Ir* + 6r)  (»4^  — 64)  ....  (nqZ~bq)  = + 1, 

(»1,2  + 64)  ■•••  (»»r*+6r)(n,r  — 6,)  ....  (»,2  — 6,)  = +1, 

(»142+6.4)  ....  (ffJrZ  1 6r)(W22  — 6,)  ....  (nqZ—bq)  = ±1, 

Hierin  ist  q für  k — r geschrieben.  Wird  c = ,2  für  r und 
werden  die  correspondirenden  m und  n gleich  gesetzt,  so  gehen 
diese  Factorenfolgen,  da  sich  die  zwei  mittleren  Formen  vereinigen  1 
lassen,  in  folgende  über:  I 

11) 

[{W,  2)®—  6,*]  [(»:,2)*  - 64*] [(»Ie2)*— 6e®]  = ± 1 , 

(»1,2  + 6,)  [(»»,2)*—  64*] [(»Ic2)*— 6c*]  = + 1,  Mod.  2. 

[(ma2)*-6**][(»i,2)*— 63*]  . . . [(nie*)®— 6c*]  = +1, 

Für  2 = 10  ist  k=  i,  c=2  und  die  tbeilfremden  Zahlen  sind 
1,  .3,  7,  9.  Setzt  man  daher  7n,=»i4  = l,  so  erhält  man  aus  H)  | 
folgende  zusammengehörige  Fälle : 

(10® -l*)(10*-3®)+l  =9009+1  = 10.901, 
ll.(10®-3*)  — 1 = 1001-1  = 10.100, 

9.(10*-3*)  + l = 819+1  = 10.82, 

(10®— 3»)  — 1=  9-1  = 10.9. 
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§.  9. 

Nach  Analogie  der  in  §.  3.  5)  und  ff.  mitgelheilten  Sätze 
kann  man  auch  die  in  §.  6.  gefundenen  behandeln  und  dadurch 
zu  weiteren  neuen  Enttrickluiigen  gelangen.  Von  den  vielen  müg> 
liehen  Fällen  heben  wir  einige  hervor,  beschränken  uns  dabei 
aber  auf  Fakultäten,  da  von  ihnen  der  üebergang  auf  Factoren- 
folgen  von  allgemeinerer  Form  sehr  leicht  ist. 

1) 

+ + = 0, 

p— 3 ' p— 3 p— l 

±2)  + fl“^=  0, 

p— 1 ^“‘*1  1 J*””* 

—«”^+2=0, 

p->3  p^3  p— 1 

+ 2=  0, 

Diese  Darstellungen  gelten,  wenn  p eine  Primzahl  von  der 
form  An  1 und  a ein  Quadratrest  zu  p ist. 

2) 

p— 1 p— 1 p— 1 

(np  + 1)  * 

p~3  p— 3 p— 1 

(m;»i2)'*"'=‘^*(np±2)”^'±‘— 0 * = 0, 

{mp  db  1)^*'**  {np  ± + /■^+  2 = 0, 

p— 3 p— 3 p— 1 

{mp±2)~^'^'^{np±2)  * + +2  = 0, 

Siegelten  fflr  p = 4n  + l und  wenn  a ein  Nicht-Quadratrest 
in  p ist. 

3) 


p— 1 p— 1 p— 1 V 

(mp  ± !)■*"'*' (n/>±l)"*'^*  + a'^ -2  = 0,  1 

p— 3 p— 3 p— 1 I 

(mp±2)  * (»p+2)  » '**  +a“^— 2 = 0,  [ 

{mp±  {np  ± -a~  = 0„  l 

p— 3 p— 3 p— 1 I 

{mp ±2)  » '**(np±2)“»''^‘— a"*”  = 0,  ' 


Mod.  p. 


Sie  gelten  für  p = 4n  + 3 und  wenn  n ein  Ouadratrest  zu- 
P ist. 
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4) 

(mp±  I)  • {np  db  1)"^''*'*  + = 0, 

{mp  ± 2)V’lt*  („p  j.  2)Vl±»  + ^ = 0. 

p— 1 p— 1 p~l 

(nip±I)‘^'*\np  db  1)  a"i"— 2 = 0, 

P— 3 p— 3 p—l 

(mp + 2)  * * (np±2)  * '**  — a * —2=0, 

Sie  gelten  ffir  p=4n-f3  und  wenn  a ein  Nicht*  Quadrat  rest 
zu  p ist. 

ln  den  Darstellungen  1)  bis  4)  können  m und  n die  Werthe 
0,  1,  2,  3 ....  durchlaufen  und  gleich  gesetzt  werden.  Die  oberen 
und  unteren  Zeichen  in  den  Fakultäten  gelten  gleichzeitig. 


Mod.  p. 


Setzt  man  p = 7,  so  sind  I,  2,  4 Quadratreste  und  3,  5,  6 
Nicht* Quadratreste  zu  7 und  man  erhält  ans  den  2'*"  Formen  in 
3)  und  4)  für  das  positive  und  negative  Zeichen  und  m = n = l: 


9.10.9.10+1» 

9.10.9.10+2» 

9.10.9.10+4»* 

9.10.9.10  + 3» 

9.10.9.10+5» 

9.10.9.10+6» 


•2  = 7.1157, 
2 = 7.1158, 
2 = 7.1166, 
= 7.1161, 
= 7.1175. 
= 7.1188, 


5.4. 5.4+1»- 
5.4. 5.4+2» 
5. 4. 5. 4+4» 
5.4.5. 4 + 3» 
5. 4. 5. 4 + 5» 
5. 4.5. 4 + 6» 


2 = 7.17,  j 
2 = 7.18, 

2 = 7.26, 

= 7.21, 

= 7.35, 

= 7.48, 


u.  s.  w. 


Auch  können  die  in  {.  6.  gefundenen  Sätze  durch  Potenzimog 
in  allgemeinerer  Weise  dargestellt  werden,  wovon  hier  einige  • 
specielle  Fälle  hervorgehoben  werden  sollen.  1 


Aus  der  ersten  und  letzten  Form  in  5)  erhält  man; 

5)  [(mp  + l)P-*l±i]*«  = +1,  \ 

[(m;»  + l)p-i|±>]*«-»=  — 1.  [ Mod.  p. 

[(mp+2)P-äl±*]»  = +1,  J 

Ans  den  zwei  mittleren  Formen  entsteht: 

6) .  . .[(m;>  + l)....  (mp+(p— 2))]"  = (+l)«,  \ ' 

[(mp  + 2)  ....  (mp+ (p—l))]"  = (+!)■,  ) 

und  es  lassen  sich  ans  jeder  dieser  Darstellungen  drei  Formen  , 
wie  in  5)  ableilen.  Aus  12)  §.  6.  gewinnt  man: 

'ji 
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Mod.  p. 


7) 

[(mp  ± (»p±  = + 1. 

[(mp±  (np  ± l)Vl±»]*«-i  = _ 1, 

[(mp  ± 2)  („^  j.  1 , 

p— 3 p— S 

[(mp  ±2)"^'*^  («P±2)“*"'*Y"~^ 

Diese  Formen  gelten,  «renn  p eine  Primzahl  von  der  Form 
tafl  ist. 

8) 

p— 1 B— 1 


[(mp±l)”*'±*(np±l)'’-^‘'±']-=  I. 

p— 3 p— 3 

[(mp±  2)“*“'±*  (np  + = + 1. 


Mod.  p. 


Sie  gelten,  wenn  p eine  Primzahl  von  der  Form  4n  + 3 ist. 
Aoch  hier  bleiben  die  Bemerkungen  Ober  die  m und  n n.  s.  w., 
reiche  zu  1)  bis  4)  gemacht  wurden,  in  Kraft.  Diese  Darstellungen 
hssen  sich,  wie  man  sieht,  beliebig  fortsetzen.  Aus  5)  entnehmen 
: eich  folgende  Sätze: 


9)  Das  Product  der  geraden  Potenzen  von  (p  — 1)  in  dem 
Zihlensystem  auf  einander  folgenden  (steigenden  oder  fallenden) 

^ Zihlen  ist  um  die  Einheit  grösser,  das  der  ungeraden 
am  die  Einheit  kleiner  als  ein  Vielfaches  der  Primzahl 
Pivenn  p oder  ein  Vielfaches  von  ihr  nicht  unter  diesen  Zahlen 
eodulten  ist. 

10)  Das  Product  aller  Polen  zen  von  (p — 3)  auf  einander 
^‘igenden  (steigenden  oder  fallenden)  Zahlen  von  der  dritten 

(mp + 2)(wp+ 3)  ....(mp ±p  1^2)  ist  immer  um  die  Einheit 
gfüsser  als  ein  Vielfaches  von  der  Primzahl  p. 

Aehnliche  Sätze  lassen  sich  auch  Ober  Factorenfolgen  auf- 
’ldlen,  was  sich  leicht  durchführen  lässt,  und  schliesslich  kön- 

p-> 

”*11  alle  die  so  aufgefundenen  Gebilde  mit  aP~*  und  o * in 
^ttbindung  gebracht  werden. 
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XV. 

IJeber  einige  Anwendungen  des  Census  - Theorems. 

Von 


Herrn  Professor  B.  Listing 
in  Gö  ttingen. 


Die  Bestandtheile  eines  räumlichen  Complexes  im  ailgeroeineu 
Sinne  zerfallen  in  vier  Abtheilungen  oder  sog.  Curien,  nämlich 
die  der  Punkte,  welche  als  effectiv  gegeben  und  im  Census  za 
zählen  sind  (wie  z.  B.  die  Eckpunkte  eines  Polyeders),  die  der 
effectiveii  Linien  (bei  einem  Polyeder  dessen  Kanten),  die  der 
gegebenen  Flächen  (wie  Seitenflächen  an  einem  Polyeder)  und 
die  der  Räume  (beim  Polyeder  der  endliche  von  dessen  Ober- 
fläche eingeschlossene  Raum  und  der  übrige  ausgeschlossene, 
ins  Unendliche  ausgedehnte  und  das  Polyeder  allseitig  umschlies- 
sende  Raum).  Ausser  dem  in  jeder  Curie  vorhandenen  Numerus 
der  Constituenten  kommt  nun  das  sogenannte  Attributiv  im  Census 
io  Betracht,  dessen  Betrag  sich  aus  den  Modalitäten  der  Cyklose, 
der  Periphraxis  und  der  Ausdehnung  ins  Unendliche  zusammeo- 
setzt.  In  der  Curie  der  Punkte,  welche  durchweg  einfach  und 
von  gleicher  Art  aller  der  genannten  Modalitäten  entbehren,  fällt 
das  Attributiv  jederzeit  weg.  Die  Cyklose  oder  der  cykliscbe 
Zusammenhang  ist  bei  einer  Linie  Null  oder  einfach,  bei  einer 
Fläche  oder  einem  Raume  Null,  oder  ein-  oder  mehrfach. 
Die  Periphraxis  oder  die  allseitige  Umscbliessung  kommt  nur 
bei  Flächen  oder  Räumen  vor  und  ist  bei  jenen  Null  oder  (wie 
z.  B.  bei  einer  sphäroidischen  Fläche  ohne  auf  ihr  befindliche 
effective  Punkte  oder  Linien)  einfach,  bei  diesen  Null  oder  (wie 
bei  einem  ein  oder  mehrere  Aggregate  von  Punkten,  Linien,  Flä- 
chen, Räumen  allseitig  umgebenden  Raume)  ein-  oder  mehrfach. 
Die  Ausdehnung  ins  Unendliche  kommt  (den  Fall  ausge- 
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nommen,  wo  Nichts,  also  auch  nicht  der  leere  unendliche  Raum, 
gegeben  ist)  stets  dem  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Raume 
oder  auch  mehreren  Theilen  desselben  zugleich,  so  wie  vorkom- 
nienden  Falls  auch  Flächen  und  Linien  zu,  zählt  aber,  indem  das 
räumlich  Unendliche  censuell  durch  einen  in  unendlicher  Ferne 
gedachten  Punkt  repräsentirt  wird,  für  alle  an  der  Ausdehnung 
ins  Unendliche  theiinebmenden  Constituenten  gemeinsam  als  ein- 
fach. 

Wir  bezeichnen  mit  a den  Numerus  der  ersten  Curie,  d.  b. 
die  Anzahl  der  effectiven  Punkte,  ebenso  mit  b die  Zahl  der  Li- 
nien, mit  c die  Zahl  der  Flächen  und  mit  d die  Zahl  der  Räume, 
sodann  mit  % die  Summe  der  Cyklosen  in  der  Curie  der  Linien 
nit  x'  die  Summe  der  Cyklosen  der  Flächen,  mit  x"  diese  Summe 
io  der  Curie  der  Räume,  ferner  mit  n die  Rangzahl  der  Periphra- 
lis  in  der  Curie  der  Flächen,  mit  n'  diese  Zahl  in  der  Curie  der 
Räume,  endlich  mit  m (Null  in  jenem  vorhin  erwähnten  besondern 
Fall,  wo  der  Numerus  aller  Curien  = 0,  sonst  stets  = 1)  den  die 
Ausdehnung  ins  Unendliche  betreffenden  Antheil  des  Attributivs. 
Bilden  wir  nun  für  die  vier  Curien  eines  räumlichen  Complexes 
der  Reihe  nach  folgende  vier  Grössen; 

A = a, 

B =z  b — X, 

C = c — x'  -f  X, 

^ D = d — x"  + n' — CD , 

ist  das  Aggregat  dieser  vier,  der  Reihe  nach  mit  abwecbsein- 
l^dn  Zeichen  genommenen  Grössen  gleich  Null,  oder: 

A— ß + C-/)  = 0. 

Dies  ist  der  Inhalt  des  Census'Theorems,  dessen  Beweis  in 
Ider  Abhandlung  „der  Census  räumlicher  Complexe“*)  gegeben 
pworden  ist. 

Als  eine  sehr  einfache  und  leichte  Anwendung  des  Census- 
;Satzes  soll  nun  zunächst  die  Begründung  einer  allgemeinen  Eigen- 
jicbaft  der  aus  cyklischen  Linien  zusammengesetzten  Linear-Com- 
Iplexionen  im  Raume  gegeben  werden,  welche  ich  bei  Gelegenheit 
er  Besprechung  solcher  Complexionen  in  den  „Vorstudien  zur 
Topologie“  (S.  56.)**)  ohne  Beweis  erwähnt  habe. 


*)  Im  X.Bnnd  der  Aliliandl.  der  K.  Gesellschaft  der  Wisscnsnhafleii 
In  Göttingen.  1863. 

**)  In  den  Göttinger  Studien  1847,  erste  Abtheilnng. 

13* 
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Eine  oder  mehrere  cyldiscbe  (d.  h.  in  sich  zurucklaufende) 
unter  sich  beliebig  verschlungene  oder  verknotene  Linien  bilden 
eine  Linear-Complexion  im  Raume.  Wir  projicircn  die  Comple- 
xion  auf  eine  unbegrenzte  Ebene  oder  auf  eine  Kugelfläcbe,  d.  h. 
wir  führen  sie  auf  eine  Coroplexion  in  der  Fläche  zurück.  Oie 
aus  dieser  Projection  erwachsenden  Durchschnittspunkte  der  Li- 
nien entsprechen  ebenso  vielen  sog.  Ueberkreuzungen  in  der 
räumlichen  Coniplexion.  Diese  Punkte  sind  sämmtlich  vierzügig,  | 
nämlich  solche,  wo  4 Lineartheile  der  Coinplexion  concurriren. 
Die  Fläche  — Ebene  oder  Kugel  — zerfällt  in  eine  Anzahl  ge- 
trennter Theile  oder  Parzellen,  deren  Zahl  zu  der  Zahl  der  Kreuz- 
oder Knotenpunkte  in  bestimmter  Relation  stehen,  um  deren  Er-  . 
raittelung  es  sich  hier  handelt.  ' 

Nehmen  wir  zuerst  die  Projection  auf  der  Ebene  vor.  Oie 
Zahl  der  cykliscben  die  Complexinn  zusammensetzenden  Linien 
sei  p.  Sie  bilden  auf  der  Ebene  eine  Configuratinn,  deren  Linea- 
mente  alle  unter  sich  Zusammenhängen  oder  aus  mehreren  von 
einander  getrennten  Theilen  bestehen.  Die  Zahl  der  die  Confi* 
guration  bildenden  getrennten  Theile  sei  q.  Unter  den  p Linien 
kann  eine  Anzahl  r als  isolirte,  weder  von  andern  Linien  noch 
in  sich  selbst  durchkreuzte  Ringlinien  erscheinen.  Die  Zahlen 
p,  q,  r können  alle  drei  zugleich  Null  sein;  q und  r können  nicht 
grösser  als  p,  r kann  nicht  grösser  als  q sein.  Ist  9 = 1 und 
r = 0,  so  bildet  die  Coniiguration  eine  ganze  Coinplexion  ohne 
getrennte  Theile.  Sie  enthält  eine  Zahl  endlicher  Flächenpar  | 
zellen,  umgeben  von  einem  einfach  cyklodischen  ins  Unendliche 
sich  erstreckenden  Theil  der  Fläche,  dem  sog.  Flächen-Amplexuiu- 
Ist  r =.  q = p,  so  besteht  die  Configuration  aus  p isolirten  unver-  i 
knoteten  cykliscben  Linien,  deren  jede  einfach  cyklodisch  ist, 
so  dass  der  der  Cyklose  entsprechende  Theil  des  Attributive  io  \ 
der  zweiten  Curie  K=p  — r wird.  Je  zwei  der  p Cykeln  können 
. nun  in  der  ConGguration  entweder  ausser  einander  (seclusiv)  oder 
in  einander  (inclusiv)  erscheinen.  Nicht  nur  in  den  beiden  ex- 
tremen hier  möglichen  Fällen,  einmal,  wo  alle  p Cykeln  in  se- 
clusiver  Stellung  Vorkommen  und  neben  p acyklodischeu  Parzellen 
ein  pfach  cyklodisches  Amplexum,  und  dann,  wo  alle  p Cykeln  | 
in  inclusiver  Stellung  beGndlich  und  ausser  einem  einfach  cyklo- 
dischen Amplexum  noch  p — 1 einfach  cyklodische  Parzellen  und 
eine  einzige  acyklodiscbe  Parzelle  erscheint;  sondern  auch  in 
allen  übrigen  noch  möglichen  Fällen  gemischter  Seciusion  und 
Inclusion  ist  die  Summe  aller  Flächen-Cyclosen  W = p—q,  wie 
man  sich  leicht  durch  Anwendung  der  sog.  Anathese*)  überzeugt. 

*)  -,Der  Censua  räiimliclier  Coniplexe“,  S.  25. 
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Ist  9'>1  und  </),  so  ist,  — gleichviel  welche  VerhSItnisse  der 
Seclusion  oder  Incliision  zwischen  den  q von  einander  isolirten 
Theilen  der  Configuration  stattGnden  mögen  — die  Summe  der 
Cyklosen  in  der  Curie  der  Linien  = r,  in  der  Curie  der  Flächen 
= q.  Man  hat  also  für  den  Census  der  Linearcomplezion  in  der 
Ebene  jedenfalls  jt  = r,  *'  = q.  Die  Ebene  tbeilt  den  gesammten 
unendlichen  Raum  in  zwei  getrennte  acyktodische  Theile  und  man 
hat  somit  in  der  vierten  Curie  d=.'i,  x"  = ü,  n'  — Q,  ausserdem 
0)=].  Den  Numerus  in  den  drei  ersten  Curien  betreffend  sei 
die  Zahl  der  vorhandenen  Kreuzungs-  oder  Knotenpunkte  = a. 
Diese  sind  sämmtlich  vierzügig  und  die  Zahl  der  Linien  in  der 
zweiten  Curie  besteht  aus  denen,  deren  jede  je  zwei  Punkte  mit 
einander  verbindet  und  deren  Zahl  somit  doppelt  so  gross  ist  als 
die  Zahl  der  Knotenpunkte,  und  noch  aus  r vorhandenen  isolirten 
onverknoteten  Ringlinien,  also  6 = 2a  -|-r.  Die  Zahl  aller  Flächen- 
parzellen in  der  dritten  Curie,  das  Amplexum  mitgezählt,  sei  c. 
Dann  bat  man  für  den  Census: 


mithin : 


oder: 


A =z  a, 

B = 2a-|-  r — r, 
Cz=  c—q, 
D=l; 


a — 2a  c — q — l = 0, 
c — a = gr-|-l. 


d.  b.  in  einer  auf  die  Ebene  projicirteii  räumlichen  Linear -Com- 
plexion  einer  beliebigen  Zahl  von  cyklischen  Linien  ist  die  Zahl 
der  Flächen-Parzellen  einschliesslich  des  Amplexums  weniger 
der  Zahl  der  Kreuzungs-  oder  Knotenpunkte  um  Eins  grösser  als 
die  Zahl  der  isolirten  Theile  der  Complexion. 

Projiciren  wir  jetzt  die  räumliche  Complexion  auf  eine  Kugel- 
fläche, so  ist  auch  hier  die  Zahl  der  Knotenpunkte  = a,  der  Li- 
nien = 2a-|-r,  der  Flächenstücke,  in  welche  die  sphärische  Pro- 
jectionsfläche  zerfällt,  = c,  der  Räume  = 2.  Ferner  ist  auch 
jetzt  noch  x = r;  die  Zahl  der  Cyklosen  in  dritter  Curie  aber 
wird,  da  an  die  Stelle  des  ins  Unendliche  sich  erstreckenden 
?fach  cyklodischen  Amplexums  nunmehr  eine  um  eine  Cyklose 
ärmere  Parzelle  der  Kugelfläche  tritt,  =q  — 1.  Im  Attributiv  der 
vierten  Curie  wird,  da  beide  Räume,  der  eingescblossene  wie  der 
ausgeschlossene,  acyklodisch  sind,  x"=ü,  dagegen  ist  der  letztere 
einfach  periphraktiscb,  der  erstere  aperiphraktisch , und  somit 
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n'  = 1,  ausserdem  <vie  vorhin  u = 1.  Die  Periphraxis  in  der 
dritten  Curie,  die  bei  der  Projection  auf  die  Ebene  in  allen  Fällen, 
selbst  dann,  wenn  9=0  und  gar  keine  Linearconiplexion  gegeben 
wäre,  Null  ist,  ist  nunmehr  nur  = 0,  wenn  9 = 1 oder  grösser 
als  I,  dagegen  =1,  wenn  9 =>  0.  Man  hat  also  in  dem  singu- 
lären Falle,  wo  9 = 0,  vorerst  a = 0,  6 = 0,  c = 1,  tl=2,  * =0, 
s'  = 0,  x"=  0,  w = 1,  jr'  = I,  (0  = 1;  also  A =0,  ß=0,  C—% 
/)=  2, wodurch  sich  der  Census-Satz  verificirt  und  daneben  c — a 
= 9-11  wird.  Im  Falle  aber,  wo  9>0,  hat  man: 

A = a, 

ß = 2a  -f-  r — r, 

C = c— 9 -f  1, 

D = ^l- 

also  wiederum  auch  hier,  wie  oben : 

c — a = 9 -f- 1. 

Diese  Relation  stellt  also  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zahl 
der  Knotenpunkte  und  der  Zahl  der  Flächenparzellen  in  jeder 
aus  einer  beliebigen  Anzahl  cyklischer  Linien  bestehenden  auf 
eine  Ebene  oder  eine  Kugelfläche  projicirten  Linearcomplexioo  dar. 

ln  dem  Falle,  wo  die  Complexion  in  ihrer  Projection  nicht 
aus  mehreren  von  einander  getrennten  Theilen  besteht,  d.  h.  wo 
9 = 1,  nimmt  die  Relation  diese  Gestalt  an; 

c — a = 2. 

„Die  Zahl  aller  Parzellen  (das  Aniplexum  mitgerechnet)  ist  um 
2 grösser  als  die  Zahl  der  Kreuzungen.“ 

Dies  ist  der  a.  a.  O.  io  den  „Vorstudien  zur  Topologie“  er- 
wähnte Satz,  der  also  hiermit  bewiesen  ist.  Die  dortigen  Figuren 
6 — 17  können  zur  Erläuterung  des  Satzes  in  den  durch  sie  dar. 
gestellten  Beispielen  dienen,  in  welchen  durchweg  p = 9 = 1 god 
r = 0 ist. 

Eine  anderweite  nicht  uninteressante  Anwendung  gestattet 
das  Censustheorem  auf  die  Polyedertheorie.  Nachdem  Euler*) 
um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  den  bekannten  auf  die 

*)  L.  Euler:  eleinenta  dnctrinae  eutidorum,  und:  deninnstratio  non- 
nultariini  insigninm  |irO|>rietatiim,  quibus  eolida  hedria  plania  incloia 
sunt  praedita.  Not.  Comm.  Petrop.  ad  annum  1752  et  1753.  Petropoli 
1768.  pag.  109  und  140. 
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Polyeder  beziii;lichen  Satz  gefunden  und  für  solche  Körper  dieser 
Art,  bei  welchen  gewisse  einschränkende  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  indessen  damals  nur  stillschweigend  vorausgesetzt  wur- 
den, streng  bewiesen  hatte,  zog  60  Jahre  später  fast  gleichzeitig 
der  Gegenstand  die  Aufmerksamkeit  zweier  ausgezeichneter  Geo- 
meter auf  sich.  Lhuilier*)  suchte  dem  Euler’schen  Satze  die- 
jenige Verallgemeinerung  zu  geben,  welche  im  Stande  wäre,  jene 
beschränkenden  Bedingungen  in  der  Beschaffenheit  des  Polyeders 
zu  beseitigen,  oder  das  Theorem  so  zu  erweitern,  dass  es  auch 
die  sogenannten  Ausnahme-Fälle  der  Euler'schen  Regel  mit  um- 
fasste. Andererseits  gab  Cauchy**)  unter  Beibehaltung  der 
Beschränkung  auf  sogenannte  convexe  Polyeder  dem  Euler’schen 
Satze  die  Erweiterung,  wodurch  er  sich  auf  ein  Aggregat  von 
beliebig  vielen  Polyedern  bezieht,  in  welches  ein  Polyeder  durch 
ebene  in  seinem  Innern  angelegte  Zwischenwände  verwandelt 
«erden  kann. 

Was  zunächst  diese  Erweiterung  betrifft,  welche  Cauchy  dem 
Satze  gegeben,  wonach,  wenn  S die  Zahl  der  sämmtlichen  polye- 
drischen  Eckpunkte,  F die  Zahl  sämmtlicher  Seiten-  und  Innen- 
flächen, A die  Zahl  der  Kanten  aller  polyedrischen  Theile  be- 
deutet und  P die  Anzahl  der  Polyederräume, 

S + F=  ^ + P+1 

iat,  so  habe  ich  bereits  in  der  Abhandlung  über  den  Census  (S.  52.) 
die  Evidenz  derselben  als  eines  Beispiels  zu  dem  Census  für 
acvkiodische  Constituenten  nachgewiesen.  Es  wäre  also  über- 
flüssig hier  noch  einmal  darauf  zurückzukommen. 

Die  Lhuilier’sche  Verallgemeinerung  dagegen,  auf  welche 
ich  in  der  Einleitung  jener  Abhandlung  nur  im  Allgemeinen  auf- 
lerlcsam  machen  konnte,  dürfte  wohl  noch  eine  nachträgliche 
eingehendere  Besprechung  ihrer  Tragweite  und  Leistungsfähigkeit 
'■erdienen.  An  der  Hand  des  nicht  bloss  auf  Polyeder  in  der 
nicitesten  Bedeutung,  sondern  auf  räumliche  Coraplexe  irgend  wel- 
eber  Beschaffenheit  anwendbaren  Census-Lehrsatzes  wird  eine 
solche  Revision  leichten  Schrittes  ausführbar  und  zur  Begründung 
fles  bei  jener  Gelegenheit  ausgesprochenen  Urtheils  dienlich  sein. 

*)  Lhuilier:  mdmoire  eur  la  |>oly£drom6trie,  contenaut  une  deinon- 
slration  directe  du  thdor^me  d’Euler  sur  les  pnlyedres,  et  iin  exanieii  de 
üiverteB  exceptinnB  anxqiielles  ne  theoreine  est  asBujetti  (extrait  par  M. 
Gergonne).  Ann.  de  inathdm.  par  Gergonne  III.  1812.  Den.  pag.  160. 

**)  Cauchy:  recherches  aur  lea  polyedrea,  2.  partie.  Jnurniil  de 
iücole  polyt.  cah.  16.  toioe  IX.  Paria  1813.  pag.  76. 
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Die  von  Lbailier  gegebene  Relation  zwischen  der  Anzahl  F 
von  Flächen  eines  polyedrischen  Raumes  im  allgemeineren  Sinne 
des  Wortes,  d.  h.  dessen  Flächenbegrenzung  nur  aus  Ebenen 
besteht,  der  Anzahl  S von  Eckpunkten,  der  Zahl  A von  Kanten, 
ferner  der  Anzahl  t von  eingeschlossenen  Polyederräumen  im  In- 
nern des  Polyeders,  der  Zahl  o von  durchgehenden  Oeffnungen, 
und  den  Zahlen  p,  p'  u.  s.  w.  von  eingeschriebenen  Polygonen 
auf  Seitenflächen  des  Polyeders  ist: 

F + S=  A + ’i(i  — o Fl)-\-(,p  + p'-Fp"+ 

Lhuilier  zählt  an  den  Flächen  des  polyedrischen  Körpers, 
wie  oft  aus  einer  polygonalen  Seitenfläche  ein  polygonaler  Tbeil 
so  herausgeschnitten  erscheint,  dass  dieser  ganz  innerhalb  der 
Fläche  jener  gelegen  ist.  Dies  kann  an  einer  Fläche  ^mal,  an 
einer  zweiten  p'  mal,  in  einer  dritten  p"  mal  u.  s.  w.  der  Fall 
sein,  so  dass  die  Zahl  dieses  Vorkommnisses  p+p'  + p"+ 
ist.  Offenbar  ist  hiermit  die  Summe  der  Cyklosen  in  der  zweiten 
Curie  in  Anschlag  gebracht,  welches  im  Census  durch  x'  bezeich- 
net wird,  nur  ist  das  Kriterium  nicht  mit  der  erforderlichen  All- 
gemeinheit ausgestattet,  was  sofort  einlenchtet,  wenn  man  an 
Fälle  denkt,  in  welchen  z.  K.  zwei  einer  Polyederseite  eingeschrie- 
bene Polygone  einen  Eckpunkt  oder  eine  Seite  gemein  haben, 
und  man  zweifelhaft  sein  wird,  ob  dann  p=l  oder  =2  zu  setzen 
sei.  Der  Begriff  der  Flächen -Cyklose  und  die  mittelst  des  sog- 
Diagramms  auch  in  jedem  nach  der  Lhuilier’schen  Begriffsbe- 
stimmung zweifelhaften  Falle  ermittelbare  Ordnungszahl  der  Cy- 
klose gibt  einen  sicheren  Weg  zur  Auffindung  des  Werthes  von 
x'.  Lhuilier  sagt:  supposons  que  tune  des  faces  du  polyedre 
soit  comprise  entre  p polygones  exterieurs  les  uns  aux  auires 
et  un  polygone  qui  les  renferme  tous.  Verstehen  wir  den  Aus- 
druck exterieurs  les  uns  aux  autres  im  sachlich  günstigen  Sinn, 
dass  die  eingeschriebenen  Polygone  auf  der  Fläche  des  umschrei- 
benden von  einander  vollständig  isolirt  sein  sollen,  so  dass  wenn 
sie  durch  Ecken  oder  Seiten,  obwohl  immer  exterieurs  les  uns 
aux  autres,  unter  einander  in  Contact  stehen,  man  unter  p nicht 
die  Zahl  der  Polygone,  sondern  der  isolirten  Polygongruppen  ver- 
steht, so  dürfen  wir  p-\  p'  + --•-  oder  Sp—%'  setzen.  Bei  einer 
ebenen  Fläche  ist  in  der  That  die  Zahl  der  von  einander  vrdlig 
isolirten  Theile  ihrer  Oesammtgrenze  um  1 grösser  als  ihre  Ord- 
nungszahl der  Cyklose,  was  tiei  krummen  Flächen  nicht  allge- 
mein der  Fall  ist,  (vgl.  ,,der  ('eiisiis  riimnl.  Coinpl.“  S.  13.  Fig.  3.4)- 

Sodann  wird  in  der  Lbuilier’schen  Relation  durch  o die  An- 
zahl der  durebgehendeu  Oeffnungen  bezeichnet  oder  der  canal- 
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äholichen  Darcbbrechungen,  welche  da»  Polyeder  darcbsetzen. 
In  vielen  Fällen  ist  bei  einer  solcben  Gestaltung  der  polyedriscbe 
Raum  und  der  umgehende  amplexe  Raum  gleicbvielfach  cyklodiscb, 
so  dass  dann  2o  mit  der  in  der  dritten  Curie  stattfiudenden  An- 
zahl der  Cyklosen  x"  flbereinkommt.  In  anderen  Fällen  aber 
würde  nach  Lhuilier’s  Feststellung  zweifelhaft  bleiben,  wie  man 
zur  Kenntniss  der  Anzahl  der  hier  zu  zählenden  Durchbrechungen 
i;elangen  soll.  Wieviel  Durchbrechungen  zählen  wir  an  einem 
polyedrischen  Körper,  den  wir  erhalten,  wenn  wir  z.  B.  die  Kan- 
ten eines  Würfels  oder  eines  Oktaeders  durch  ebenbegrenzte 
Stäbe  gleichsam  verkörpern?  wieviel  wenn  wir  am  Würfel  ausser 
seinen  Kanten  auch  noch  die  vier  Diagonalen  in  dem  Vorbild  des 
polyedrischen  Körpers  hiiizunehnien?  Nach  den  zur  Ermittelung 
der  Cyklose  gegebenen  Censusregeln  ist  der  nach  dem  Typus 
der  Würfelkanten  gebildete  Körper  Sfach  cyklodiscb,  diese  Zahl 
ist  ini  Falle  des  Oktaeders  7,  im  Falle  der  zu  den  Kanten  hin- 
zutretenden Diagonalen  des  Würfels  12.  Diese  wirklichen  Werthe 
von  o mittelst  blosser  Intuition  wie  in  den  einfacheren  Fällen 
Lhuilier's  zu  ermitteln  scheint  so  gut  wie  unausführbar,  indem 
sich  die  Durchbrechunsen  solcher  gestell förmigen  polyedrischen 
Körper  der  Subsuniption  unter  den  Begriff  canalartiger  Durch- 
gänge destoniehr  entziehen,  je  complicirter  die  Gestaltung  ist 
Von  dieser  Schwierigkeit  abgesehen  aber  würde  in  Fällen  der 
letzteren  Art  allerdings  wie  in  den  einfacheren  der  amplexe  Raum 
sich  jedesmal  als  ebensovielfach  cyklodiscb  erweisen  wie  der 
polyedrisehe  Körper,  so  dass  also  auch  hier  noch  x"=2o  gesetzt 
werden  darf.  Indess  gibt  es  noch  andere  Fälle,  in  denen  nicht 
wie  durchweg  bei  Lhuilier  x"  eine  gerade  Zahl  ist  oder,  allge* 
mein  zu  reden,  wo  die  Cyklose  des  polyedrischen  Raums  einer- 
seits und  die  Cyklose  des  übrigen  oder  der  übrigen  Räume  an- 
dererseits nicht  die  Differenz  Null,  sondern  1 oder  2 oder  3 u.s.w. 
ergeben,  so  ‘dass  alsdann  die  Lhuilier’sche  Regel,  nach  welcher 
diese  Differenz  stets  Null  sein  soll,  sich  nicht  bewahrheitet  und 
somit  wiederum  gleichsam  in  höherer  Stufe  ihre  Ausnahmen  dar- 
bietet, wie  der  Euler’sche  Satz  die  seinigen  in  niederer  Stufe, 
während  sie  doch  alle  Ausnahmen  des  Euler’scben  Satzes  in  ihr 
Bereich  aufzunehmen  beansprucht.  Indem  ich,  auf  die  Zuziehung 
von  Zeichnungen  verzichtend,  nur  auf  vergleicbungsweise  sehr 
einfache  Fälle  eingeben  kann,  führe  ich  beispielshalber  folgende 
Verbindung  parallelepipediscber  Theile  eines  polyedrischen  Kör- 
pers an,  in  welchem  zwei  gleich  grosse  Würfel  einander  benach- 
bart auf  einer  Fläche  eines  dritten  grösseren  so  stehen,  dass  sie 
längs  einer  aufrechten  Kante  mit  einander  im  Contact  sind,  beide 
wiederum  überdeckt  von  einem  vierten  grösseren  W'ürfel.  Durch 
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Vereinigung  der  Räume  aller  vier  Würfel  zu  einem  polyedrischen 
Körper,  indem  man  in  Gedanken  die  gemeinsamen  Verbindungs- 
flächen oder  Flächenstücke  entfernt,  entsteht  ein  pnlyedriscber 
offenbar  nicht  durchbrochener  Raum,  der  aber  nichts  desto  weniger 
einfach  cyklodisch  ist,  ohne  dass  dasAmplexuni  eine  entsprechende 
Cyklose  besitzt.  Hier  ist  also  die  Zahl  x'  = l und  die  vorhin  er- 
wähnte Differenz  ist  1 statt  0.  Sie  würde  sich  durch  Vervielfäl- 
tigung solcher  Polyederkanten,  wo  nicht  nur  einer,  sondern  zwei  I 
oder  beliebig  viele  demselben  Polyederraum  angebörige  diedriscbe  ^ 
Winkelraumtheile  ihre  gemeinsame  Grenze  finden,  auf  jede  be- 
liebige, mit  der  Lhuilier’schen  Regel  unvereinbare  Zahl  bringen 
lassen.  Oder  es  stehen  zwei  oder  mehrere  Pyramiden  lediglich 
mit  ihren  Spitzen  unter  einander  in  Contact,  während  nach  Weg- 
nahme der  Basisflächen  der  Pyramiden  der  ihre  Spitzen  umge- 
bende Raum  durch  leicht  erdenkbare  Anordnung  der  anderweitigen 
Grenzflächen  dem  erwachsenden  polyedrischen  Körper  angehürt. 
Auch  hier  lässt  sich  der  Ueberschuss  der  Cyklose  des  Polyeder-  i 
raumes  über  den  des  übrigen  oder  der  übrigen  durch  die  Grenz-  | 
flächen  desselben  ausgeschlossenen  Räume  auf  1 oder  2,  3 u.s.w.  i 
bringen.  Gehören  anderenfalls  die  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossenden  Ecken  dem  Polyeder  statt  dem  Amplexum  an,  so  wird 
das  Amplexum  beliebig  vielfach  cyklodisch  werden  können,  wäh-  ’ 
rend  das  Polyeder  acyklodisch  sein  kann.  Weiter  können  Tbeile 
desselben  Polyederraums  zu  beiden  Seiten  einer  und  derselben 
Fläche  liegen,  welche,  falls  man  der  Allgemeinheit  des  Begriffes  : 
polyedrischer  Begrenzung  keinerlei  Eintrag  thun  will,  als  Grenz- 
fläche wird  statuirt  werden  müssen.  In  einem  Oktaeder  ziebe 
man  zwei  einander  kreuzende,  je  durch  vier  Kanten  gehende  Haupt- 
schnitte. Das  Oktaeder  zerfällt  dadurch  in  vier  tetraedrische 
Theile  und  hört  also  auf,  einen  einzigen  Polyederraum  darzustellen. 
Führt  man  aber  die  beiden  Schnittebenen  nur  bis  zur  Hälfte  so, 
dass  jede  derselben  diejenige  Diagonale,  welche  zur  -andern  senk- 
recht steht,  zur  neuen  Grenzlinie  erhält,  so  fährt  der  Innenraum 
fort  ein  einziger  zu  bleiben  und  ist,  jenachdem  die  halben  Schnitte 
in  derselben  oder  in  verschiedenen  Hälften  des  Oktaeders  liegen, 
acyklodisch  oder  einfach  cyklodisch,  in  beiden  Fällen  ohne  Ein- 
fluss auf  den  acyklodischen  Zustand  des  Amplexums.  Im  ersten 
Falle  der  gedachten  Alternative  fügt  sich  das  Polyeder  annocb  , 
dem  Euler’schen  Satze,  im  zweiten  bildet  es  eine  im  Lhuilier’sehen 
Satze  nicht  vorgesehene  Ausnahme.  IVlan  hat  nämlich  dort  a=7, 
6=17,  c = 12,  folglich  a-Pc=6+2;  hier  aber,  wo  von  einer  Durch- 
bohrung des  Polyeders  offenbar  nicht  die  Rede  sein  kann,  '■ 
a = S = 7,  6 = .dl  = 16,  c = F=10,  welche  Werthe  mit  der  Lbui-  | 
lier’schen  Regel,  da  unzweifelhaft  / = 0 und  £p  = 0,  nur  durch  ! 
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den  unzulässigen  Werth  i für  o vereinbar  sein  r^ürdeii.  Nach 
dem  Census-Satze  dagegen  bat  man: 

0 = 7. 

6 = 16,  jc  = 0, 

c = 10,  *'  = 0,  » = 0, 

rf  = 2,  *"  = 1,  Jt'  = 1,  w = 1, 

und  somit  A — ß + C — />  = 0.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden, 
dass  unter  Einräumung  der  eben  erwähnten  Allgemeinheit  die 
längs  der  Oktaederdiagonale  verlaufende  Grenze  jedes  der  beiden 
Haibschnitte  als  Polyederkante  anzuseben  ist,  wo  das  Maas  des 
diedrischen  Winkels  an  der  Kante  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

Diese  Beispiele  genügen  darzuthun,  dass  sich  die  Evaluation 
von  o im  Lhuilier’scben  Satze  in  manchen  Fällen  als  unausführbar, 
in  anderen  als  irrig  erweist.  Auf  der  ibro  zukommenden  Stufe 
von  Allgemeinheit  und  ausser  dem  Gebiete  dieser  Schwierigkeit 
oder  Unzuträglichkeit  aber  hat  man  2o  = x"  zu  setzen. 

Bei  der  in  der  Lhuilier’schen  Relation  enthaltenen  Zahl  i 
endlich  sind  die  Bedenken  denen  ähnlich , mit  welchen  das  Ag- 
gregat 2,p  umgeben  war.  obwohl  minder  erheblich  als  die  auf 
0 bezüglichen.  Unter  i wird  die  Zahl  der  im  Innern  des  polye- 
driscben  Raums  vorknmmenden  eingeschlosseneii  und  polyedrisch 
ahgegrenzten  Hohlräume  verstanden.  Vn  corps,  heisst  es,  peut 
itre  compris  entre  i surface»  polyedret  fermees,  exterieures  les 
im«  aita:  autres,  et  wie  surface  polyedre  fermee  gut  les  renferme 
toates. 

Offenbar  ist  i einerseits  die  Ordnungszahl  der  Periphraxis 
in  der  vierten  Curie,  andererseits  aber  ein  Theil  des  Numerus 
dieser  Curie,  zu  welchem  der  Polyederraum  selbst  und  das  Am- 
plexum  mit  dem  Beitrag  2 den  übrigen  Theil  liefern.  Man  wird 
also  zu  setzen  haben  n'  = i-^- 1 (wo  der  Zusatz  1 aus  der  Peri- 
phraxis des  amplexen  Raumes  entspringt)  und  rl  = i -f  2.  Die 
Fälle,  wo  zwischen  zweien  oder  mehreren  der  t Einschlüsse  Be- 
rfibrnng  statt  findet,  sei  es  in  Ecken  oder  Kanten,  oder  wo  solche 
CoDtacte  zwischen  den  Einschlüssen  und  der  übrigen  Grenzfläche 
polyedrischen  Raumes  Vorkommen,  sind  von  Lhuilier  nicht 
berücksichtigt  worden.  Die  günstige  Interpretation  ist  allerdings 
die,  dass  man  unter  i nicht  die  Zahl  der  Innenräume  schlechthin, 
aondern  die  Zahl  der  gegen  einander  isolirten  Innenräurae  oder 
Gruppen  von  Innenräumen  zu  verstehen  hat,  um  darin  die  dem 
Polyederraume  selbst  zukomniende  periphraktische  Ordnungszahl 
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zu  gev\  innen.  Dagegen  ist  andererseits  unter  t die  Zahl  sämmt- 
lieber  geschlossenen  Innenräume,  gleichviel  ob  sie  in  Contact 
stehen  oder  nicht,  zu  verstehen  um  den  richtigen  Numerus  i-|-2 
in  der  vierten  Curie  zu  erhalten,  so  dass  im  Falle  eines  Ober  die 
Lhuilier'sche  Stufe  hinausgehenden  Masses  von  Allgemeinheit 
2t  durch  i -F  i'  ersetzt  werden  müsste,  wo  i und  i'  ungleiche 
Wertbe  annehmen  können.  Noch  weniger  aber  sind  in  Lhuilier’s 
Gleichung  solche  Fälle  berücksichtigt,  wo  aus  mehrfachem  Con- 
tact zwischen  Innenräunien  und  der  einschliessenden  Polyeder* 
grenze,  sowie  zwischen  Inneiigrenzen  untereinander  statt  räumlicher 
Pheriphraxis  räumliche  Cyklose  erwächst,  und  i also  nicht  nur 
die  Werihe  von  d und  n',  sondern  auch  von  x"  bestimmt  oder, 
sofern  x"  schon  von  o abhing,  bestimmen  hilft. 

Stellen  wir  uns  also  auf  den  von  Lhuilier  bei  seinen  Argu- 
mentationen eingenommenen  Standpunkt,  welcher,  wie  das  Bishe- 
rige hinreichend  dargelegt  haben  mag,  in  mehrfacher  Hinsicht 
gegen  die  im  Censustheorem  zur  Geltung  gebrachten  Stufe  der 
Allgemeinheit  zurückbleibt,  so  haben  wir,  um  die  Lhuilier’sche 
Gleichung  in  die  des  Census  zu  übertragen,  den  vorstehenden 
Erörterungen  gemäss  zu  setzen: 

a = S, 

6 = A,  X = 0, 

c = F,  *'  = Ep,  n = 0, 

d = x"  = 2o,  w'  = i + 1,  09  = 1. 

Aus  der  Gleichung  des  Census  A — — />  = 0 ergibt  sich 
dann  sofort : 

S — A F — Ep  — (i  -f-  2)  -f-  2o  *“’(i  -|- 1)  “F  1 — 0, 
oder  die  Lhuilier’sche  Gleichung: 

F + S ^ + 2(i  - o -F  1)  -F  -Sp. 

Die  hiermit  nachgewiesene  Gültigkeit  der  Lhuilier’scben  Glei- 
chung, welche  alle  sog.  Ausnahniefälle  des  Euler’schen  Satzes 
zu  umfassen  vermeint*)  beruht  aber,  wie  wir  nunmehr  sehen,  auf 
Voraussetzungen,  welche  der  bei  einem  polyedrisch  gestalteten 


*)  M.  Lhuilier  (sagt  Gergunne)  terinine  par  observer  que  les  troi<  i 
surtes  d'exccptions  qu'il  vient  de  considdror,  et  gut  paraissenl 
les  senles  auxgu  elles  le  /Moreme  d’ Enter  puisse  älre  su- 
Jet,  poiivant  se  trouver  rduois  dans  an  indine  polyddre,  et  s’y  troovor 
chacune  inddüniment,  etc. 
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Hcscblossenen  Raume  zu  statuirenden  Allgemeinheit  nur  theiltveise 
entsprechen,  und  glaube  ich  somit  das  iti  der  Einleitung  zu  der 
Abhandlung  über  den  Census  räumlicher  Complexe  (S.  2.)  nur 
ugcdeolete  Urtheil  im  Vorstehenden  hinreichend  substanziirt 
u haben. 

Die  von  Lhuilier  gestellte  naheliegende  Frage,  unter  welcher 
Bedingung  ein  Polyeder  — gleichsam  durch  Compensation  der  ver- 
lehiedenen  Ausnahme  - Modificationen  — den  Euler’scben  Satz 
P')-5=Al-2  verificirt,  wird  von  ihm,  seinen  Unterstellungen  ge- 
Diss,  richtig  durch  die  Forderung,  dass : 

2i  + = 2o 

U»  müsse,  beantwortet. 


' Vom  Standpunkte  des  Censnstheorems  dagegen,  wo  hei  einem 
jpscblossenen,  polyedrisch  gestalteten,  sonst  irgendwie  beschaffe- 

Eii  Kürperraum  stets  0 = 1,  x — 0,  n = U ist,  lautet  die  frag- 
be  Bedingung: 

x"— x'  = d + Jt'— 3. 

Dieselbe  kann  noch  in  eine  andere  Form  gebracht  werden,  wenn 
*i' die  Zahl  der  abgeschlossenen  Innenräume  durch  (d),  die 
Bibi  der  isolirten  Innenräume  durch  (n')  bezeichnen,  so  dass 
d = (d)  + 2,  «' = («')  + !•  Wir  erhalten  dadurch  für  die 
pompensations-Bedingung  den  Ausdruck: 

i x"-x'  = (d) + («'). 

F b- der  Ueberschuss  der  räumlichen  Cyklosen  über  die  Flächen- 
I^Bnen  muss  gleich  der  Summe  der  abgeschlossenen  Innen- 
knie  und  der  isolirten  Innenräume  (oder  Gruppen  von  Innen- 
Innien)  sein.  Sind  wie  nach  der  Lhuilier’schen  stillschweigen- 
>1  .Annahme  säramtlicbe  abgeschlossenen  Innenräume  zugleich 
■fb  ieolirt,  so  wird  (d)  = («')  = i und  in  diesem  Falle,  sowie 
•In  den  früher  besprochenen  Lbuilier’schen  Voraussetzungen, 
b welche  x"=2o,  x'=Sp  gesetzt  werden  darf,  geht  unser  Aus- 
der  in  Rede  stehenden  Bedingung  in  den  Lhuilier’schen 
b*r.  Die  Werthe  von  (d)  und  (?t')  können  Null  oder  jede  (po- 
idre]  ganze  Zahl  sein,  nur  kann  (d)  nicht  kleiner  als  (n')  wer- 
fc».  Ini  Falle  der  polyedrisebe  Körper  keine  abgeschlossenen 
l«neD-  oder  Hohlräume  besitzt,  wo  also  (d)  = (rr')  = 0,  lautet 
De  Bedingung: 

x"— x'  = 0, 

b"l  in  diesem  Falle  müssen  also  gleichviel  Cyklosen  in  den  Cu- 
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rien  der  Flächen  und  Räume  vorhanden  sein.  Der  einfacfast« 
(Euler’sche)  dem  vorliegenden  subordinirte  Fall  ist  der,  wo  anssei 
der  Zahl  der  Hoblräume  auch  die  Zahl  der  Cyklosen  von  Räu' 
men  und  Flächen  Null  ist.  Zugleich  aber  ist  einleuchtend,  dass 
Compensation  der  Ausnahmen  von  dem  Euler’schen  Satze  nui 
dann  möglich  wird,  wenn  der  polyedriscbe  Complex  mit  Cykloser 
ausgestattet  ist. 

Beispiele  der  verschiedenen  eben  gedachten  Fälle  zu  bespre 
eben,  würde  ohne  Beihülfe  von  Figuren  nur  in  sehr  beschränktei 
Weise  thunlich  sein  und  soll,  so  wie  die  Unterscheidung  censuell 
verschiedener  Arten  polyedrischer  Körper,  einer  andern  Gelegen- 
heit Vorbehalten  bleiben  *). 

[Nnclir.  V,  ö.k.  Ges.  il.  Wiss.  zu  Göttingen,  186T  Xov.  13  ] 


XVI. 

Der  Sternschnuppenfall  auf  der  Sonne. 

Viin 

Herrn  Professor  Dr.  H.  Schramm, 

in  Wiener-Neastadt. 


1.  Die  Sternschnuppen  der  Erde.  Die  neueste  Theorie  der 
Sternschnuppen  von  Dir.  Schiaparelli  hat  uns  einen  eigen- 
thümlichen  Einblick  in  das  Getriebe  des  Weltalls  eröffnet.  Der 
genannte  Astronom  hatte  nachgewiesen,  dass  die  Sternschnuppen, 
Feuerkugeln  und  ähnliche  Meteore,  ebenso  zu  den  Weltkörpero 


•)  Modelle,  welche  die  Betrachtung  solcher  wie  anderer  allgemei- 
nerer Fälle  von  Coinplexcn  besonders  erleichtern,  werden  nach  meiner 
Angabe  bet  dem  hiesigen  Uiiiversitätsniechanicos  Apel  angefertigt. 
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gehören,  trie  die  Planeten  und  Kometen,  und  dass  eie  eich,  ebenen 
>rie  dieee  in  elliptiechen  und  paraboliechen  Buhnen  um  die  Sonne 
beivegen. 

Professor  Nen  ton  in  Nen-Haven  hat  aus  den  bieher  ge- 
machten Sternschnuppen- Beobachtungen  berechnet,  dass  auf  der 
ganzen  Erde  stündlich  circa 

30  X 10460  = 313800 

mit  freiem  Auge  sichtbare  Sternschnuppen  fallen,  welche  einen 
scheinbaren  Weg  von  16"  in  einer  mittleren  Entfernung  von  140 
bia  232  Kilometer  vom  Beobachter  beschreihen.  Die  mittlere 
Üaaer  der  Lichterscheinung  ist  nach  Beobachtungen  von  Wart- 
mann  in  Genf  0*45  Zeitsekunden. 

Mit  einem  starken  Fernrohre  kann  man  eine  noch  weit  grös- 
sere Zahl  derselben  erblicken,  die  man,  nach  Beobachtungen  von 
Pape  und  Winnecke  in  Göttingen  (1854)*),  auf  etwa: 

1500x10460=  15690000 

per  Stunde  angeben  kann.  Uni  also  auch  auf  diese  teleskopiscben 
Sternschnuppen  Rücksicht  zu  nehmen,  wollen  wir  die  Zahl  der  mit 
freiem  Auge  sichtbaren  auf  das  Doppelte  anschlagen,  so  dass 
man  sagen  kann : Es  fallen  auf  einer  Nemisphfire  der  Erde  in 
eiaer  balben_Stonde  circa 

43  Sternschnuppen. 

Ein  Beobachter  sieht  die  Sternschnuppen  als  einen  glänzenden 
Streifen,  durchnittlicb  von  der  Lichtstärke  eines  Fixsternes  3ter 
fiis  4ter  Grösse. 

Bedenkt  man  aber,  dass  ein  glänzender  Gegenstand,  infolge 
4er  Irradiazinn,  dem  Ange  immer  grösser  scheint,  als  ein  nur  be- 
learhtetes  Objekt,  und  dass  Letzteres  erst  dann  sichtbar  wird, 
*enn  es  sich  dem  Auge  unter  einem  Gesichtswinkel  von  circa 
- Bogenminnten  zeigt,  so  kann  man  wohl  auch  annehmen,  dass 
^>ne  Sternschnuppe  dem  Auge  unter  einem  scheinbaren  Ge- 
sichtswinkel von  2'  erscheinen  muss. 

In  der  That  könnte  man  einen  blos  beleuchteten  Körper  von 
4er  Grösse  einer  Sternschnuppe  in  einer  Entfernung  von  150  Ki- 
lometer gar  nicht  wahrnehmen.  — Professor  Newton  berechnet 


*)  Diese  Daten  sind  einer  Ahhandinng  von  C.  v.  Littrow  enlnoin- 
welche  in  dessen  Kalender  für  1868  veröffentlicht  ist. 


Digitized  by  Google 


200  Schramm:  Der  Sternschnuppen  fall  auf  der  Sonne. 

das  mittlere  Gewicht  einer  Sternschnuppe  auf  0-36  Gramm;  aber 
selbst  wenn  man  dieses  auf  I Gramm  schätzt  und  dasselbe  not 
3 mal  dichter  als  das  Wasser  annimmt,  so  wäre  der  wahre  Durch 
messer  einer  Sternschnuppe; 

0 0086  Meter. 

W'äre  dieselbe  also  nur  beleuchtet,  so  könnten  wir  sie 
höchstens  in  einer  Entfernung  von  15  Metern  sehen;  da  wir  aber 
dieselbe  noch  in  der  Entfernung  von  150  Kilometer  wahrnebmen, 
in  der  sie  nur  einen  scheinbaren  Durchmesser  von  0'0I2  Kogee- 
sekunden  besitzt,  so  muss  diese  Sternschnuppe  wenigstens  einen 
100  Millionenmal  grösseren  Lichtglanz  besitzen  als  ein  gSuntig 
beleuchtetes  Objekt  von  2'  scheinbarem  Durchmesser. 

Wir  wollen  den  folgenden  Berechnungen  die  Lichtstärke  L 
einer  Sternschnuppe  mittlerer  Grösse,  und  in  der  Entfernung 
e = 150  Kilometer,  als  Masseinheit  zu  Grunde  legen ; es  wird 
dann  die  Lichtstärke  derselben,  in  der  Entfernung  Ci,  gemessen 
werden  durch  den  Ausdruck: 


Ebenso  wird  man  zugeben  müssen,  dass  a Sternscbnuppen, 
unter  denselben  Verhältnissen,  auch  eine  amal  grössere  Leucht- 
kraft besitzen,  als  eine  einzelne. 

Könnte  ein  Beobachter  unsere  Erde  von  der  Entfernung 
e,  = 1,500000  Kilometer 

sehen,  in  welcher  sie  ihm  nahezu  in  der  Grösse  der  Sonnen- 
scheibe  erscheinen  musste,  so  würde  er  auf  der  ihm  zugekehrtenj 
Hälfte  während  0‘5  Sekunden  etwa  43  Sternschnuppen  fallen 
sehen.  Diese  Sternschnuppen  würden  der  Erde  eine  Leuchtkraft 
verleihen,  welche  mehr  als  2 Miliionenmal  schwächer  ist 
als  jene  einer  Sternschnuppe  in  der  Entfernung  e = 150  Kilom- 

Selbst  wenn  wir  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  jede  Stern- 
schnuppe während  ihrer  Bewegung  einen  glänzenden  Streifen  von 
lO'*  Länge  und  2'  scheinbarer  Breite  zeigt,  wodurch  deren  Glanz- 
fläche  etwa  600mal  vergrössert  wird,  so  geben  jene  43  Stern- 
schnuppen der  Erdscheibe  immer  nur  einen  4000 mal  geringeren 
Lichtglanz  als  jener  eines  Fixsternes  3ter  oder  4ter  Grösse  ist- 

2.  Die  Sternsehniippen  der  Sonne.  Sehen  wir  nun  nach,  wel- 
chen Lichteffekt  diese  Meteore  auf  der  Sonne  hervorbringen  müse- 
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len.  Um  dies  za  erfahren,  ist  es  vor  allem  nüthig,  die  Zahl  der- 
jenigen Sternschnuppen  za  kennen,  vrelche  während  0'5  Sekunden 
in  die  Sonnenatmosphäre  gelangen. 

Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  die  Sternschnnppen,  ebenso 
wie  die  Kometen,  eintheilen:  in  sporadische,  welche  sich  in 
Parahein,  und  in  periodische,  welche  sich  in  Ellipsen  um  die 
Sonne  bewegen.  Von  diesen  wollen  wir  nur  die  sporadischen 
Weltkürper  in  Rechnung  ziehen  und  annehmen,  dass  dieselben 
im  Raume  nach  allen  Richtungen  gleich  vertheilt  sind. 

Angenommen  also,  es  ziehen  durch  einen  Kugelraum  von  der 
GrSsse  unserer  Erde  zu  gleicher  Zeit  a Sternschnuppen  nach 
allen  möglichen  Richtungen,  so  werden  davon  nur  jene  in  die 
Sonnenatmosphäre  gelangen,  welche  eine  Parabel  beschrei- 
ben, deren  Parameter  kleiner  ist  als  der  Sonnendurch- 
oesser. 

Die  Cmhüllungsfläche  aller  dieser  Parabeln,  welche  io  Taf. 
IV.  Pig.  6.  durch  den  Punkt  E gehen,  ist  ein  Kreiskegei,  der 
dorch  Rotation  der  Tangente  ET  um  die  Zentrallinie  £S  ent- 
steht. Den  Winkel  «,  den  diese  Tangente  an  die  äusserste  Pa- 
rabel mit  der  Zentrallioie  ES  einschliesst,  kann  man  aber  aus 
iler  Polargleichung  einer  Parabel  vom  Parameter  D berechnen : 

D 

^ 1 -p  cos  0»  " 

Bekanntlich  ist: 

tang«  = I? 
und ; 

„r  _ A 

^ da  (1 -p  cosu)®  ü \ p ' q'' 

<Uher: 

^ D 1 _ a / DT 

T e ' (f' 

Nehmen  wir  nun  den  Radius  r = 1 an,  so  ist; 

D = 224, 

Q = 24100; 

<laher : 

0=3*’  54'  30"  = 234‘5  Bogenminuten. 

TkcU  XLVIII.  14 
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Bezeichnet  aber  («")  einen  sehr  kleinen  \Vinkel  in  Sekunden 
au8"edriickt,  so  lässt  sich  die  innerhalb  eines  Kegelraumes  vom 
Radius  a"  enthaltene  Anzahl  0|  aus  der  Anzahl  a der  nach  allen 
Seiten  des  Kugelrauines  ziehenden  Sternschnuppen  aus  der  For- 
mel berechnen : 

/ n \ ^ 

~ V360  6076Öy  • “ “ ® “ ’ 

d.  h.  mit  anderen  Worten:  von  860  durch  einen  Punkt  des  \ 
Raumes  nach  allen  Richtungen  ziehenden  Sternschnup-  , 
pen  wird  nur  eine  in  die  Sonnenatmosphäre  gelangen. 

Da  man  aber  annehmen  kann,  dass  dieses  auch  von  dem  I 
ganzen  übrigen  Raume  gilt,  der  unsere  Sonne  umgibt,  so  werden  | 
alle  Sternscbnüppen , welche  während  0*5  Sekunden  durch  eine  i 
Kugelscbale  vom  Radius  p = 24100  Erdhalb,  mit  gleicher  Geschwin-  i 
digkeit  zur  Sonne  ziehen,  auch  nahezu  in  derselben  Zeit  bei  der 
Sonne  Zusammentreffen.  Die  Verschiedenheit  in  der  Geschwin- 
digkeit derselben  wird  sich  im  Ganzen  dadurch  ausgleichen,  dass 
die  in  einem  Zeitintervalle  zutuckgebliebenen  Körper  von  jenen 
der  vorhergehenden  ersetzt  werden,  — und  ebenso  umgekehrt 

Die  Erde  beschreibt  während  0'5  Sekunden  einen  Weg  von  ’ 
15  Kilometern.  Dieses  ist  jedoch  gegenüber  dem  Erdhalbmesser 

r = 6370  Kilometer 

eine  so  kleine  Zahl,  dass  wir  immerhin  annehmen  können,  die 
Erde  stehe  während  dieser  Zeit  stille  und  werde  von  der  Sonne 
aus  — saramt  Atmosphäre  — als  runde  Scheibe  von  6420  Kilo- 
meter wahrem  und  8‘6"  scheinbarem  Halbmesser  gesehen.  Dieser 
Raum  verhält  sich  aber  zu  dem  Gesammtranme  um  die  Sonne 
herum  wie  die  Zahlen: 

/ »-6.«  V . 

VisöTetTeöy 


und  es  wird  daher  die  Anzahl  A der  in  0'5  Sekunden  in  die  Son- 
nenatmospbäre  htllenden  Sternschnuppen  gleich  sein : 


oder: 


A 


/360.60.60V  /2345  x60V 

V 8-6.«  ~ V 86  ) 


.a 


A = 2677000.  o. 

Während  also  auf  der  Erde  nur  a = 43  Sternschnup- 
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pen  sichtbar  sind,  nUisste  man  in  derselben  Zeit  aut 
der  Sonne  circa 

II5  Millionen 

Sternschnuppen  erblicken. 

Die  Annahme  der  gleichmässigen  Vertheilung  dieser  Welt- 
körper nach  allen  Richtungen,  welche  die  eigentliche  Basis  die- 
ser Rechnungen  bildet,  hat  manches  lür,  manches  gegen  sich. 

üal'ür  spricht  z.  B.  das  Vorkommen  der  Kometen  in  allen  mög- 
lichen Richtungen,  und  wenn  auch  Bahnen  mit  geringerem  Nei- 
gungswinkel gegen  die  Ekliptik  häufiger  Vorkommen,  so  kann  dies 
seinen  Grund  auch  darin  haben,  dass  Kometen  mit  Bahnen  die- 
ser Art  der  Erde  viel  näher  kommen,  daher  auch  länger  und  deut- 
licher sichtbar  sind  als  Kometen  mit  Bahnen  von  grossem  Nei- 
gungswinkel. 

Dagegen  spricht  die  Annahme  von  Radiationspunkten,  aus 
denen  die  Sternschnuppen  hervorkomroen.  Diese  Theorie  ist  noch 
nicht  ganz  ausgebildet,  obwohl  man  bisher  ziemlich  viele  Orte 
des  Weltraumes  als  Radiationspunktc  bezeichnet  hat. 

Wäre  aber  die  Anzahl  dieser  letzteren  sehr  gross  und  die- 
.«eiben  in  allen  Gegenden  des  Weltraums  zerstreut,  so  könnten 
auch  die  Sternschnuppen  nach  allen  Richtungen  — wenn  auch 
nicht  gleichmässig  vertheilt  — Vorkommen. 

üebrigens  bedingt  die  Annahme  von  Radiationspunkten  zu- 
gleich das  V^orkoinmen  sporadischer  Meteore  in  allen  Richtungen. 
Denn  so  bald  wir  uns  ein  System  von  parallel-  oder  divergent- 
ziehenden  W'eltkürpern  denken,  deren  gegenseitige  Anziehungsehr 
gering  ist,  so  werden  dieselben,  an  einem  E’ixsterne  vorbeiziehend, 
nach  ihrem  Durchgänge  durch  die  Eixstern -Nähe  bedeutend  zer- 
streut sich  im  Raume  vertheilcn.  Es  müssen  daher  in  unser 
Sonnensystem  von  allen  Eixsternen  zerstreute  Me'teore 
gelangen. 

3.  Grössere  Meteore  auf  der  Sonne.  Nebst  den  Sternschnup- 
pen sehen  wir  von  Zeit  zu  Zeit  auch  grössere  Meteore,  in  Ge- 
stalt von  Feuerkugeln,  durch  unsere  Atmosphäre  ziehen.  Diesel- 
ben zeigen  sich  bisweilen  sogar  in  der  Grösse  des  Mondes,  also 
mit  einem  scheinbaren  Durchmesser  von  32  Bogcnminuten. 

Wir  wollen  jedoch,  um  ja  nicht  zu  hoch  zu  schätzen,  deren 
scheinbaren  Durchmesser  in  der  Entfernung  von  150  Kilometer 
(ohne  Irradiation)  mit  30"  oder  0'5  Minuten  annehmen.  Ferner 
nehmen  wir  an,  dass  ein  aufmerksamer  Beobachter  jährlich  nur 

U» 
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eine  solche  Feuerkugel  sieht,  was  gewiss  nicht  fibertrieben  ist; 
denn  wir  lesen  in  den  Jahrbfichern  der  k.  k.  meteorologi* 
sehen  Central* Anstalt  zu  Wien,  dass  ein  Beobachter  der 
Station  Kahlenberg  (ür.  Billhuber)  j 

im  Jahre  1854  5 Feuerkugeln, 

..  1865  2 

..  1856  3 

gesehen  hat.  — Fs  konnten  also  auf  der  ganzen  Erdoberfläche  j 
jährlich 

wenigstens  10460  Feuerkugeln 

beobachtet  werden.  Davon  entfallen  auf  eine  Hemisphäre  in  0*5  ' 
Sekunden  etwa  0*000083  Feuerkugeln. 

Wenden  wir  bei  diesen  Meteoren  dasselbe  Rechnungsverfab- 
ren  an , welches  wir  zur  Berechnung  der  Anzahl  der  Sonnenstero* 
schnuppen  benutzt  haben,  so  finden  wir,  dass  in  jeder  halbtn 
Sekunde  auf  der  uns  zugekehrten  Sonnenscheihe 

A = 2677000  x 0 000083  = 222  Feuerkugeln 
sichtbar  werden. 

4.  Liehtglanz  dieser  Meteore.  Die  Feuerkugeln  erglühen  und  I 
schmelzen  in  Folge  der  Reibung  bei  ihrem  Durchgänge  durch  { 
die  Atmosphäre.  Sobald  sie  aber  flfissig  werden,  zertheilen  sie  | 
sich  in  Folge  des  Widerstandes  der  Luft  in  eine  Wolke  von  ! 
glühenden  Tropfen.  Wir  bemerken  ähnliche  Vorgänge  auch  in  ! 
unserer  Atmosphäre,  obwohl  diese  eine  weit  geringere  Dichte 
hat  und  die  Meteore  auch  mit  kleinerer  Geschwindigkeit  durch 
dieselbe  ziehen,  als  es  bei  der  Sonne  der  Fall  ist.  Man  lese 
z.  B.  die  Berichte  von  Augenzeugen  ähnlicher  Erscheinungen, 
welche  sich  in  der  Zeitschrift  der  üsterr.  Gesellscb.  ffir 
Meteorologie  Bd.  1.  S.  25,  106,  203,  250,  283  und  318  vorfinden. 

So  heisst  es  z.  B.  S.  318: 

„Ara  11.  Oktober  (1866),  halb  11  Uhr  Abends,  wurde,  wie 
man  uns  mittbeilt,  in  Totis  ein  prächtiges  Meteor  gesehen.  Es 
zog  neralicb  am  nördlichen  Himmel,  beiläufig  45  Grade  über  dem 
Horizonte,  eine  Leuchtkugel,  die  so  starkes  Licht  verbreitete, 
dass  2 bis  3 Sekunden  lang  der  ganze  Gesichtskreis  hell  beleuch- 
tet war ; die  Feuerkugel  zog  von  Ost  gegen  West  und  platzte 
endlich  mit  einem  prachtvollen  Licbteffekte,  auf  ihrer  ganzen  Bahn 
gleich  einer  Rakete  Millionen  von  Funken  nraherstreuend.“  I 
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Denken  wir  uns  also  eine  solche  Feuerkugel  von  nur  30  Se- 
I künden  scheinbarem  Durchmesser  in  glühende  Tropfen  von  der 
I Grösse  einer  Sternschnuppe  (0*012"  scheinb.  Durchmesser)  ver- 
wandelt, so  entstehen  daraus 

! (ö^)*=  Millionen 

solcher  Tropfen,  welche  gleichsam  eben  so  viele  Sternschnuppen 
repräsentiren.  Würden  die  Sonnen-Sternschnuppen  denselben  Licht- 
glanz besitzen  wie  jene  unserer  Erde,  so  müssten  wir  Erdbewoh- 
oer  den  Licbtglanz  einer  derselben,  JDi: 

r ( 150  V r_jL 

“ Visoüoooooy  • ^ ~ 10“  ’ 

ilso  etwa  billionenroal  schwächer  sehen ; da  wir  aber  während 
0*0  Sekunden 

115. 10<  Sternschnuppen 

nod  überdies  jene  aus  den  222  Feuerkugeln  enstandenen 
3468000.10^  Lichtfunken 


anf  der  Sonne  wahrnehmen,  so  wird  diese  in  einem  Lichtglanze 
«rscbeinen,  welcher  wenigstens  gleich  ist; 


3468000. 10«  , 
10“  ^ 


3-468L, 


l.h.  die  Sonne  müsste  uns  wenigstens  einen  Licht- 
strahl zeigen,  der  3imal  stärker  ist  als  jener  einer 
Erdsternscbnu  ppe. 


5.  Kann  das  Sonnenlicht  von  diesen  Meteoren  allein  herrUh- 
real  Wir  haben  bisher  nur  das  Minimum  des  Lichtglanzes  der 
Sonne  berechnet,  indem  wir  überall  nur  die  kleinsten  Daten  in 
Rechnung  zogen.  Namentlich  aber  ist  die  Annahme,  dass  der 
Lichtglanz  eines  Sonnenraeteors  nicht  grösser  sei  als  der  eines 
Meteors  auf  der  Erde,  nicht  richtig.  Die  Intensität  der  ersteren 
ist  gewiss  bedeutend  grösser. 


Zur  Berechnung  dieser  Lichtintensität  fehlt  uns  aber  die 
Kenntniss  der  Gesetze,  welche  die  Lichtentwickelung  als  Funk- 
tion der  Geschwindigkeit  und  der  Dichte  des  durchdrungenen 
Mittels  darstellen. 


Um  aber  dennoch,  wenigstens  annähernd,  einen  Vergleich 
machen  zu  können,  wollen  wir  folgende  Hypothese  aufstellen: 
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Bezeichnet  man  mit  J und  i/|  die  Lichtiiitensitäteii  zweier 
KOrper,  welche  sich  mit  den  Geschvrindi|>keiten  e und  Cj  durch 
Atmosphären  von  der  mittleren  Dichte  d und  d|  bewegen,  so 
sollen  sich  verhalten: 

J:J^=  d^.vy.di^.vgy, 

wobei  die  Exponenten  x und  y noch  zu  bestimmen  sind. 

Bekanntlich  legt  eine  Flintenkugel  in  der  Sekunde  höchstens 
i'i  Meile  zurfick  und  erhitzt  sich  dabei  nicht  bis  zum  Erglühen. 
Aber  angenommen,  sie  leuchte  mit  der  Intensit.ät  =1,  d.  h.  man 
sehe  sie  gleich  einem  Sternschnuppen-Streifen,  so  besitzt  die  Stern- 
schnuppe, wie  wir  gleich  Anfangs  nachgewiesen  haben,  eine  100 
millinnennial  stärkere  Lichtintensität.  Die  Geschwindigkeit  der 
letzteren  ist  aber,  nach  den  Schätzungen  der  früher  genannten 
Astronomen,  höchstens  10  Meilen  per  Sekunde.  Daher  ist: 

(tw)J':(10)»=  1:100000000 

und  daraus  : 

y = 3‘7- 

Die  Geschwindigkeiten  v und  c, , welche  diese  Weltkörper  in  den 
Entferiiungeii  Q und  von  der  Sonne  besitzen,  bestimmt  man 
aus  den  Gesetzen  der  ('entralbewegung,  und  erhält: 

r:p,  = VQi  : Vp, 

und  für  q=  112,  p,  = 24100  Erdhalbmessern  ist  sehr  nahe: 

Pi  = 15.  p. 

(Jeher  die  Dichte  der  Soniienatroosphäre  ist  uns  auch  nichts 
Näheres  bekannt;  allein  es  ist  wahrscheinlich,  dass  die  Mas.se 
der  Luft  zu  der  Gesamnitmass.e  des  Weltkörpers  in  einem  kon- 
stanten Verhältnisse  steht.  Denken  wir  uns  daher  die  Luftniassr 
der  Erde  repräsentirt  durch  eine  Quecksillierschichte  von  der  Höhe 
ft,  und  ebenso  jene  der  Sonne  durch  die  Quecksilberschichte  von 
der  Höhe  B,  so  erhalten  wir,  abgesehen  von  dem  verschiedenen 
Gewichte  auf  beiden  Himmelskörpern : 

4r*rt6 : 4R^nB  = m:  M, 

wobei  r und  R die  Radien,  m und  IH  die  Massen  derselben  be- 
, deuten.  Es  ist  daher: 

Da  aber  das  Gewicht  eines  Sonnenkörpers  28  4nial  schwerer  ist 
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ab  jeaes  eines  Körpers  auf  der  Erde,  so  wird  die  unterste  Luft- 
«rbicbte  der  Sonnenatniosphäre  einen  28'4mal  grösseren  Druck 
I ertragen  mössen  als  unter  gleichen  Verhältnissen  auf  der  Erde; 
es  wird  daher  die  Dichte  der  untersten  Luftscbicbte  gleich  sein: 

</,  = (28-4)*.d  = 806-56.  r/, 

d.  h.  der  unterste  Theil  der  Sonnenatmosphäre  hat  nahezu  die 
Dichte  des  Wassers.  (Diese  Atmosphäre  müsste  dann  höchstens 
um  *27  Kilometer  höher  sein,  als  jene  unserer  Erde.).  In  Erman- 
gelung anderer  Anhaltepunkte  wollen  wir  den  Exponenten  ar=l 
.«etzen ; dann  ist  aber : 

=c»M:(15.c)»-7.806, 

y,  = 18000000. y. 

Jener  wollen  wir  noch  annebroen,  dass  ein  aufmerksamer  Erd- 
bewohner jährlich  2 Meteore  sehen  kann , welche  in  der  Entfer- 
Mng  von  150  Kilometern  einen  scheinbaren  Durchmesser  von  2' 
■eigen  und  3 Sekunden  lang  sichtbar  bleiben.  Dann  ist  die  Licht- 
iolensität  dieser  Meteore  der  Sonne , von  der  Erde  aus  gesehen : 

y,  = 3-468x2x4s.6x  ISOOOOOOy, 

y,  = 47941000000.  y, 

; also  nahezu  48000milHonenmal  stärker  als  das  Licht  eines  Fix- 
i Sternes  dritter  Grösse.  — Würde  man  noch  in  Betracht  ziehen, 
idast  die  sichtbare  Glanzfläche  dieser  Meteore,  durch  deren  Be- 
wegung, circa  600mal  vergrössert  wird,  so  müsste  man  auch  obige 
htensität  Ji  OOOnial  vergrössern.  Da  es  aber  wahrscheinlich  ist, 
ilatt  die  von  Newton  auf  140  bis  232  Kilometer  geschätzte  Ent- 
Jeruung  derselben  zu  gross  angenommen  ist,  und  vielleicht  nur 
auf  das  Drittel  (50  Kilometer)  zu  reduziren  wäre,  wodurch  auch 
das  obige  Resultat  circa  300mal  grösser  ausgefallen  ist,  so  kann 
fflan  von  jener  Vergrösserung  der  Glanzfläche  absehen. 

I Nach  Messungen  von  VVollaston  Ist  das  Licht  der  Sonne, 
Iron  der  Erde  aus  gesehen,  20000millionenmal  stärker  als  das 
' Ucbt  des  Sirius.  Vergleicht  man  diese  Zahl  mit  der  eben  ge- 
ifuodenen  Intensität  Ji,  so  sieht  man,  dass  der  Ctlanz  iinse- 
Sonne  wirklich  von  den  in  ihre  .tktmosphftre  fal- 
lenden Meteoren  entstehen  kann. 

6.  IViilirscheinlichkeit  dieser  Hypothese.  Eine  Hypothese  hat 
daun  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  lür  sich,  wenn  inan  mit  deren 
Hilfe  alle  darauf  bezüglichen  Erscheinungen  erklären  kann. 

In  Littrow’s  ,, Wunder  des  Himmels“  (4.  .\ufl.  S.  262.) 
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lesen  wir  folgende  Bescbreibang  der  SonnenoberfiScbe ; „Diesel 
PhotospbSre  der  Sonne  ist,  wie  die  Beobacbtnngen  zeigen,  in 
inimerwfibrender  heftiger  Bewegung  und  in  ibr  geben  Revolatis- 
nen  vor,  mit  deren  Macht  die  nnserer  Stürme  und  Ungewittei 
nicht  weiter  verglichen  werden  kann.  Man  sieht  auf  diesem  FeDe^ 
meere  öfter  sehr  grosse  schwarze  Flecken  entstehen  und  nach 
wenigen  Tagen  oder  Wochen  wieder  verschwinden,  Flecken,  dit 
unsere  Erde  im  Durchmesser  vier-,  fünf-  und  mehrmal  übertrefi 
fen.  ln  der  Nihe  dieser  schwarzen  Flecken  bemerkt  man  in 
Gegensätze  häufig  andere  grosse  Stellen  der  Sonne,  die  sidii 
durch  ibr  stärkeres  helleres  Licht  anszeichnen  und  daher  Son- 
nenfackeln genannt  werden.  Aber  auch  der  übrige  Theil  der 
Sonne,  der  weder  Flecken  noch  Fackeln  zeigt,  ist  beinahe 
nirgends  gleich  licht,  sondern  durchaus  mit  kleinen 
Schuppen  oder  Punkten  besäet,  die  ihren  Ort  immer 
ändern,  wie  man  leicht  bemerkt,  wenn  man  die  Sonne  mit  sehr 
guten  Fernrohren  beobachtet.  Dadurch  gewinnt  die  Oberfläche 
der  Sonne  das  Ansehen  des  Bodensatzes  einer  flockigen  Substanz, 
die  in  einer  durchsichtigen  Flüssigkeit  aufgelöst  ist“ 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  zu  beurtheilen,  ob  diese  ße- 
«chreibung  der  Sonnenoberfläcbe  mit  jener  Hypothese  vereinbar 
ist,  und  fügen  nur  hinzu,  dass  die  dunklen  Flecke  einen  Man- 
gel an  Meteoren  und  die  Sonnenfackeln  den  Fall  grössere^ 
Meteore  bezeichnen  können;  denn  es  ist  zu  erwarten,  dass  die 
grösseren  Meteore  ira  Welträume  keine  ganz  regelmässige  Ver- 
theilnng  haben,  sondern  dass  es  Stellen  geben  wird,  wo  diesel- 
ben dichter,  und  Stellen,  wo  sie  weniger  dicht  Vorkommen,  ebenso 
wie  z B.  die  Fixsterne  im  übrigen  Welträume.  Mit  Hilfe  dieser 
Hypothese  erklärt  man  auch  leicht. folgende  Erscheinungen : „AI; 
hufaradge  erzählt  in  seiner  Historia  Dynast.,  dass  ira  Jahre 
535  das  Licht  der  Sonne  14  Tage  lang  verdunkelt  war,  und  dase 
im  Jahre  626  die  Hälfte  der  Sonnenscheibe  durch  längere  Zeit 
ganz  schwarz  erschien.“  Die  Sonne  muss  demnach  ein  dunkler 
Körper  sein,  dessen  Licbtglanz  nur  in  einer  Lichtbülle  besteht. 
Der  rasche  Wechsel  in  der  Intensität  dieser  Lichthülle, 
so  wie  der  diskontinuirlicbe  Glanz  derselben  lassen  sich  durcli 
einen  fortwährenden  Meteorfall  ganz  gut  erklären ; ein  zeitweUee 
Ausbleiben  dieses  Meteorregens  bewirkt  eine  dunkle  Stelle  unc 
kann  selbst  dem  ganzen  Sonnenkörper  das  Licht  entziehen.  Dimr* 
hohlen  Räume  irn  Meteorschwarme  könnte  man  sich  etwa  wie  dir 
Luftblasen  im  Wasser  vorsteilen.  Nebst  den  stillstehenden  odei 
sich  nach  allen  Richtungen  bewegenden  Sonnenflecken  gibt  er 
auch  solche,  welche  mit  der  Sonne  rotiren.  Diese  Flecken  künule 
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■an  nor  als  Wolken  ansehen ; denn  anch  auf  unserer  Erde  kom- 
jwn  grössere  Wolkenmassen  vor,  die  sich  8 bis  14  Tage  lang 
|hcr  demselben  Orte  erhalten.  Ein  Tag  ist  aber  gleichbedeutend 
hit  einer  Rotation  um  die  Axe,  welche  auf  der  Sonne  circa  25 
iTage  dauert,  daher  könnten  sich  ähnliche  Wolkenflecke  auf  der 
^nne  8x25  Tage  halten.  Uebrigens  ist  die  Sonne  keiner  so 
^gleicbmässigen  Erwärmung  ansgesetzt,  weshalb  sie  auch  keine 
k)  ausgebreiteten  Luftströmungen  besitzen  dürfte,  wie  die  Erde, 
kbst  dieser  Photospbäre  hat  man  bei  der  Sonne  anch  die 
axistenz  einer  Atmosphäre,  also  einer  Lufthülle, 
nelcfae  über  die  Photospbäre  hinausreicht,  nacligewie* 
Auch  dieses  stimmt  mit  der  obigen  Hypothese  vollkommen 
ein.  Die  Meteore  erhalten  erst  dann  das  Maximum  ihres 
itglanzes,  wenn  sie  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  in  die  Atmo* 
ire  eingedrungen  sind.  Der  eigentlich  leuchtende  Theil  der 
e liegt  also  innerhalb  der  Atmosphäre,  während  diese  den 
bloss  nach  Aussen  bildet. 

Zum  Schlüsse  noch  die  Frage,  welche  Vergrösserung  der 
iSoguenradius  durch  einen  derartigen  Meteorfall  erfährt  und  nach 
xcicbem  Zeiträume  dieselbe  von  der  Erde  aus  bemerkt  werden 
liantef 

Denkt  man  sich  diese  Meteore  auf  der  Soonenoberfläche  gleich* 
ptesig  vertbeilt,  so  ergiebt  sich  durch  einfache  Rechnung,  dass 
|h  jährliche  Zuwachs  des  Sonnenhalbmessers  etwa  3 Millimeter 
lätägt,  so  dass  wir  erst  nach 

120  Millionen  Jahren 

p Stande  wären,  eine  Vergrösserung  desselben  (um  0*5  Bogen* 
wanden)  von  der  Erde  aus  wahrzunehmen. 
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XVII. 

lieber. die  Gewichtsverminderung,  welche  ein  Körper 
an  der  Oberfläche  der  Erde  durch  die  Anziehung  des 
Mondes  und  der  Sonne  erfahrt. 

\ on 

Herrn  Professor  Dr.  JS.  Segnilz  , 

an  Her  staats-  und  iandwirtlischaftfichen  Akademie  in  tMdena  bei 

G r e i fs  wnid. 


ln  diesem  Archiv  ist  vor  einiger  Zeit  (TheiiXLVlI.  Seite 78 
u.  f.)  von  Herrn  Professor  H.  Scbranim  die  Frage  erörtert  norden, 
ob  es  möglich  sei,  die  Zunahme  der  Schwere  mit  der  geographi- 
schen Breite,  und  deren  Abnahme  mit  wachsender  Höhe  über  dem 
Meeresspiegel,  sowie  in  Folge  der  Anziehung  des  Mondes  und 
der  Sonne,  durch  die  Differenz  zwischen  den  Angaben  des  Ane* 
roYds  und  des  Quecksilber-Barometers  zu  messen.  Der  Verfasser 
gelangt  zu  dem  Resultat,  dass  der  betreffende  Vorschlag  znnr 
auf  einem  an  sich  richtigen  Gedanken  beruht,  dass  aber  das 
Aneroid  — wenigstens  in  seiner  gegenwärtigen  Beschaffenheit  — 
nicht  geeignet  ist,  so  kleine  Differenzen  mit  der  erforderlichen 
Genauigkeit  atizuzeigen. 

Ich  ertheile  diesem  Ausspruche  gern  meine  Zustimmung  und 
bin  um  so  weniger  gesonnen,  in  der  Hauptsache  einen  Einwand 
dagegen  zu  erheben,  als  ich  vielmehr  glaube,  dass  die  Gewichts- 
verminderung des  Quecksilbers  durch  die  Anziehung  der  genann- 
ten Himmelskörper  an  der  betreffenden  Stelle  noch  merklich  zu 
hoch  berechnet  ist.  Ich  habe  früher  einmal  bei  Gelegenheit  eines 
öffentlichen  Vortrages  auf  diesen  Gegenstand  bezügliche  Zahlen- 
Resultate  mitgetheilt,  welche  auf  einer  wesentlich  verschiedenen 
Anschauungsweise  der  Sache  beruhen  und  daher  auch  von  den 
Rechnungs* Ergebnissen  des  Herrn  Professor  Schramm  erbeb- 
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h abweichen.  Dieser  Umstand  veranlasst  mich,  das  gedachte 
oblem  hier  nochmals  zur  Sprache  zu  bringen,  und  die  Art  und 
eise,  wie  ich  dasselbe  zu  lösen  versucht  habe,  dem  sachver- 
Indigen  Publikum  zur  geneigten  Prüfung  vorzulegen.  Meine 
fchnung  ist  nämlich  folgende,  wobei  ich,  wie  dies  auch  der 
ihrgedachte  Verfasser  getban  hat,  von  ge«vi$sen  Nebenumstän- 
n abgesehen  habe,  welche  — wie  die  Umdrehungsbewegung 
r Erde  — das  Endresultat  um  eine  so  geringe  Grösse  ändern 
irden,  dass  letztere,  der  fraglichen  Differenz  gegenüber,  hier 
ihl  nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden  braucht. 

Bezeichnen  wir  durch 

m,  beziehentlich  die  Mas.se  der  Erde,  des  Mondes  und 
eines  Körpers  an  der  Oberfläche  der  Erde ; 

Wie  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde,  von  Mittelpunkt  zu 
Mittelpunkt  gerechnet; 

Iden  Halbmesser  der  Erde,  welche  wir  der  Einfachheit  wegen 
als  vollkommen  kugelförmig  voraussetzen,  und  durch 
Wie  Anziehung,  welche  die  Einheit  der  Masse  in  der  Entfer- 
nung Eins  auf  die  Masseneinheit  ausüht; 

• ist  die  Beschleunigung  des  Körpers  fi  gegen  den  Mond,  wenn 
irser  im  Zenith  steht. 


Km 

"■d  die  absolute  Beschleunigung  desselben  Körpers  gegen  den 
ilittelponkt  der  Erde : 


„M  Oi 

~ ' 

‘Nun  ist  das  fragliche  Gewicht  p des  betrachteten  Körpers 
(enbar  nichts  Anderes  als  der  Druck,  welchen  derselbe  gegen 
ine  feste  und  mit  der  Erde  fest  verbundene  horizontale  Ebene 
nsübt,  also  nicht  einfach  der  Differenz  der  vorbergefundenen 
'enchieunigungen  proportional  zu  setzen,  sondern  gleich  dem  Pro- 
mt aus  der  Masse  g.  und  der  Beschleunigung  g der  relativen 
Geschwindigkeit,  womit  der  Körper  gegen  den  Mittelpunkt  der 
■iil*  fallen  würde,  wenn  die  feste  Unterlage  nicht  vorhanden 
’sfe.  Der  Körper  (i  und  die  Erde  als  fester  Körper,  also  auch 
le gedrückte  Unterlage,  erfahren  aber  im  Allgemeinen  verscbie- 
Beschleunigungen  durch  die  Anziehung  des  Mondes;  die 
Beschleunigung  der  Erde  gegen  den  Mond  ist  nämlich: 


.JÜ 
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g-m  Äffi 

und  die  gesuchte  relative  Beschleunigung: 


(1) 9=G^-{G^^-Cr^), 

woraus  sich  — fiQr  einen  Ort,  in  dessen  Zenitb  der  Mond  steht 


das  Gewicht  eines  Körpers  von  der  Masse  ft: 

(2) .  . . . p=z(tgz=Kii  { ^ — 

ergiebt,  während  beim  Auf*  und  Untergänge  des  Mondes  i 
Gewicht  desselben  Körpers: 

(3)  


sein  wird.  Hieraus  findet  man  das  Verbältniss  der  Gewicbtsr 
minderung  durch  die  Anziehung  des  im  Zenith  stehenden  Hondi 
zu  dem  unverminderten,  aus  der  alleinigen  Anziehung  der  Er 
hervorgehenden  Gewichte : 


(4) 


P—p  mf  R» 


oder,  indem  wir  von  der  unendlichen,  ziemlich  schnell  conr 
girenden  Reibe 

R*  P*  R*  fi*  R* 


nur  die  ersten  drei  Glieder  beibebalten,  näbernngsweise : 


(4') 


P-P  _ 
P — 


”r2— +3— + ) 

+d£4+ 


Auf  einen  Körper  f»',  welcher  sich  in  dem  entgegengeseti 
Punkte  der  Erdoberfläche  befindet,  wirken  die  Anziehung 
Erde  uod  des  Mondes  in  derselben  Richtung;  auf  den  ers 
Anblick  kann  es  daher  scheinen,  als  müsse  letztere  eine  ( 
Wichtsvermehrung  des  fraglichen  Körpers  zur  Folge  bati 
Andererseits  darf  jedoch  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  d 
in  diesem  Falle  die  feste  Unterlage  dem,  von  dem  aufliegeit 
Körper  ausgeflbten  Drucke  ausweicht  und  daraus  eine  Verm 
derung  des  Druckes  hervorgebt.  Die  Beschleunigung  der  E 
gegen  den  Mond,  sowie  die  absolute  Beschleunigung  des  in’s  A 
gefassten  Körpers  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  bleiben  nai 
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T Weise  dieselben,  wie  in  dem  vorher  betrachteten  Falle; 
^en  ist  die  Beschleunigung  des  Körpers  p'  gegen  den  Mond 
mal 

Km 

Bciue  relative  Beschiennigung  gegen  den  Mittelpunkt  der 


9'  = g;+g^^oi. 


sein  Gewicht: 


/ II  c-  , ( ^ . m mi 

• ••  P -V-9  — \j?a  + (£  + Ä)* 

das  VerhSItniss  der  Gewichtsverminderung  durch  die  An- 
ltng  des  Mondes  zu  dem  ursprünglichen  Gewicht : 


P'—p'  mfß*  R*  ] 
• • ■ * P ~ m{e*  (E  + R)*] 

trenn  wir  von  der  Reihe 


ß* 


(£  -f  Ä)*  ~ £* 

kram  nur  die  ersten  drei  Glieder  beibehalten,  annähernd: 

' P —iar£3 

£>  geht  daraus  hervor,  dass  der  Mond  sowohl  bei  seiner 
itn  Culroination,  als  auch  bei  seinem  tiefsten  Stande  unter 
> Horizont  eine  (beinahe  gleiche)  Gewichtsverminderung 
^Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  bewirkt.  Die  von  dem 
Tn  Professor  Schramm  vorgenommene  Verdoppelung  der  ur» 
Inglich  gefundenen,  schon  an  sich  etwa  30mal  zu  grossen 
ereoz  erscheint  hiernach  nicht  gerechtfertigt,  und  reducirt  sich 
mibe  auf  ohngefähr  Voo  <Jes  von  ihm  berechneten  Werthes. 

Was  nämlich  die  numerischen  Werthe  der  hier  in  Frage  kom> 

Pnn  Grossen  anlangt,  so  ist  nach  Littrow,  Kalender  für 
Stände,  1866,  Seite  125: 


1 


R 


1 


M ~ 79,667  ’ E — 60,2778  ’ 
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^ = 0.000000’  1 14625 . 

3 ^ = 0,00;)000'002852, 

ifJ  tJ* 

= 0,000000' 117477, 
— = 0,000000'  1 1 1 773. 


Handelt  es  sich  nm  einen  Körper  p"  an  der  Oberfläche  di 
Mondes,  und  zwar  in  einem  Punkte,  in  dessen  Zenith  sich  d 
Erde  augenblicklich  befindet,  so  ist,  wenn  wir  den  Halbmess 
des  Mondes  durch  r bezeichnen,  die  Beschleunigung  des  fra 
liehen  Körpers  gegen  die  Erde: 

_ A'H 
V - (£-r)*’ 


seine  absolute  Beschleunigung  gegen  den  Mond:  * 


die  Beschleunigung  des  Mondes  gegen  die  Erde: 

,,M  km 
— £2  ’ 


also  die  relative  Beschleunigung  des  Körpers  f»"  gegen  dei 
Mittelpunkt  des  Mondes : 


(8) ...  ir"=  G“ -(f;”- g")  = ä(^- 


M 


(£- 


)■ 


Denken  wir  uns  nun  einmal  irgend  zwei  andere  Hiramelskür- 
per  und  die  Masse  M des  einen  so  gross,  dass 


M m 


sei,  so  wird  ein  Körper  p,"  an  der  Oberfläche  des  anderen  kki' 
neren,  bei  fehlender  Unterstützung,  immer  noch  mit  der  Beschieß' 
nigung 


gegen  den  Mittelpunkt  von  m fallen,  während  sein  Gewicht  nafi' 
der  von  mir  bekämpften  Anschauungsweise  verschwinden  müsste 
— ein  offenbar  unzulässiges  Resultat!  Der  Körper  p"  wird  allff’ 
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lings,  da  er  von  beiden  Seiten  gleich  starke  Anziehungen  erfahrt, 
n absoluter  Huhe  verharren  oder  sich  in  der  Richtung  der  Tan- 
;eiite  der  von  ihm  bisher  beschriebenen  Rahn  mit  gleichlürmiger 
Geschwindigkeit  rortbewegen,  und  seine  Annäherung  an  den  Mit- 
elpunkt  von  m rührt  nur  daher, ’dass  m «egen  M fällt.  Befindet 
lieh  nun  der  Körper  p."  in  Berührung  mit  einer  festen  Unterlage, 
IO  wird  er  durch  diese  gegen  M fortgeschoben;  man  wird  jedoch 
lieraus  nicht  den  Schluss  ziehen  wollen,  dass  nur  die  feste  Un- 
erlage  einen  Druck  gegen  den  gedachten  Körper  ausübe,  aber 
licht  dieser  gegen  die  Unterlage,  da  eine  solche  Annahme  dem 
(ixiom  von  der  Gleichheit  der  irkung  und  Gegenwirkung  wider- 
sprechen würde ; dieser  gegenseitige  Druck  ist  nun  eben  die 
Grösse,  welche  ein  Beobachter  an  der  Oberfläche  von  ni  mit  dem 
^amen  des  dem  Körper  p"  zukommenden  „Gewichtes“  belegt. 
Das  Gewicht  desselben  kann  mithin  unter  der  zuletzt  gemachten 
Voraussetzung  keineswegs  verschwinden,  sondern  ist  gleich  der 
.Anziehung,  welche  die  Massen  p"  und  M in  der  Entfernung  E 
aof  einander  ausüben. 


Auch  die  Theorie  der  Ebbe  und  FInth  gründet  sich  be- 
kanntlich auf  Betrachtungen,  welche  den  vorstehend  in  Anwen- 
dung gebrachten  vollkommen  analog  sind.  Wäre  die  entgegen- 
' stehende  Ansicht  die  richtige,  so  könnten  wir  täglich  nur  einmal 
fluth  und  nur  einmal  Ebbe  haben,  während  beide  Erscheinungen 
doch  zweimal  des  Tages  eintreten. 


Endlich  wollen  wir  noch  die  Gewichtsverminderung  in  Be- 
haebt  ziehen,  welche  die  Anziehung  der  im  Zenith  stehenden 
Sonne  bei  einem  an  der  Oberfläche  der  Erde  befindlichen  Körper 
borrorbringt.  Bezeichnen  wir  zu  diesem  Behufe  die  Masse  der 
Sonne  durch  S,  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  durch 
f und  behalten  im  Uebrigen  die  früher  benutzten  Bezeichnungen 
boi,  so  erhalten  wir  als  genäherten  Ausdruck  für  das  Verhältniss 
dieser  Gewichtsverminderung  zu  dem  unverminderten,  von  der 
-Anziehung  der  Erde  allein  berrührenden  Gewicht: 


A9). 


P—p”  _^SIP 
P 


“der  unter  Benutzung  der  Relationen 


1 = 354020; 


R 

V 


859,5 

‘20'68000ü  ■ 


= 0,000000'050833. 
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Die  durch  die  Aoziehung  der  Sonne  bewirkte  GewicfatsTenniB-: 
derung  ist  mithin  nicht  grosser,  sondern  merklich  kleiner  als  die- 
jenige, welche  der  Anziehnng  des  Mondes  ihre  Entstehung  ver- 
dankt. ln  dem  Falle,  wo  Sonne  und  Mond  gleichzeitig  culminires, 
ihre  Wirkungen  sich  also  summiren,  beträgt  die  gefundene  Ge- 
wichtsverminderung : 

=0,000000'!  17477, 

+ ^^^=0,000000'050833, 

= 0,000000'168310,  ! 

d.  i.  wenig  mehr  als  q^q^qqq,  einer  Barometerhube  roo 

760  Millimeter  die  von  dem  Aneroiid  und  Quecksilberbarometei  | 
anzuzeigende  Differenz: 

760.0,000000'16831  = 0,000I27'915  Millimeter.  i 


ln  dem  vorstehend  besprochenen  Conflict  der  Ansichten  äb« 
eine  interessante  Frage  der  Mechanik  erblicke  ich  einen  neaet 
Beleg  (ur  die  schon  längst  von  mir  gehegte  Meinung,  dass  « 
nicht  nur  rationeller,  sondern  auch  in  didaktischer  Bezieiuug 
empfehlenswerther  sei,  die  Lehrsätze  der  Mechanik  unmittelbar 
aus  der  Matur  der  Bewegung  berzuleiten,  als  sie  auf  die  StstH 
zu  basiren,  welche  doch  nichts  weiter  als  besondere  Fälle 
die  allgemeinen  Principien  der  Bewegungslehre  darbietet. 
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XTIII. 

Aas  dem  Leben  zweier  ungarischer  Mathematiker 
Johann  und  Wolfgang  Bolyai  von  Bolya. 

Von 

Herrn  Franz  Schmidt 

in  Temenvär. 


üie  biographische  Skizze,  welche  ich  hier  mittheile,  ist  noch 
sehr  unvollständig;  da  aber  wenig  Anssicht  vorhanden,  dass  in 
nächster  Zeit  eine  ausführliche  Lebensgeschichte  über  einen  der 
Genannten  erscheint,  veröffentliche  ich  diejenigen  Daten,  welche 
mir  aus  gedruckten,  mündlichen  und  schriftlichen  Mittheilungen 
kekannt  wurden,  in  der, Hoffnung,  dass  Jene,  welche  Mehr  und 
Genaueres  mitzutheilen  in  der  Lage  sind,  veranlasst  werden,  das 
hier  (legebene  recht  bald  zu  ergänzen.  — Beide,  Vater  und  Sohn, 
ihre  Geisteskraft  einer  Wissenschaft  weihend,  die  in  ihrer  Hei- 
nath  fast  gar  nicht  gewürdigt  wurde,  in  einem  schönen,  aber  ent' 
fernt  von  jeder  buchhändlerischen  Thätigkeit  gelegenen  Winkel 
Siebenbürgens  lebend,  waren  sie  ausser  Stande,  ihren  Arbeiten 
jene  Verbreitung  und  Anerkennung  zu  verschaffen,  die  ihnen 
|«genwärtig,  fast  zehn  Jahre  nach  ihrem  Tode,  von  den  Män- 
nern der  Wissenschaft  aller  Culturvölker  Europas  immer  mehr 
nnd  mehr  zu  Theil  wird.  Die  Namen  von  Baltzer,  Gaues, 
Gerling,  Grunert  in  Deutschland,  Hoüel  und  Battaglini 
'n  Frankreich  und  Italien  sind  Bürgen,  dass  die  Werke  ßolyai’s 
der  Vergessenheit  entrissen  werden,  und  ich  bin  überzeugt,  dass 
der  Ausspruch  Baltzer’s:  dass  der  Name  Bolyai’s  in  Zukunft 
'eit  Ehren  genannt  werden  wird,  schon  heute  sich  erfüllt  hat. 


Wolfgang  (ungarisch  Farkas)  Bolyai  de  Bolya*)  wurde 


I 


Gi  ii  igle 


*)  tVurzbacIi,  Biblingraphiichet  Lezicon.  II.  Tbl.  Wien  IR57. 
Th«U  XLVIII,  15 
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den  9.  Februar  1775  zu  Bolya  im  Szekler-Land  in  Siebenbürgen 
geboren;  in  seiner  Jugend,  ron  einem  längeren  Augenleiden  be- 
fallen , gab  er  schon  Proben  von  seinem  ausserordentlichen  Ge- 
dächtnisse, indem  er  ganze  Bogen  nach  einmaligem  Ueberlesen 
fehlerfrei  herzusagen  im  Stande  war.  Seine  ersten  Studien  machte 
er  in  Enyed  und  später  in  Klausenburg.  Mit  einem  Sohne  des 
Baron  Simon  Kemdny  besuchte  er  zur  weiteren  Ausbildung 
Deutschland,  und  zwar  zuerst  1797  Jena,  später  Güttingen,  wo 
B.  sich  philosophisch-mathematischen  Wissenschaften  widmete. 
Das  Geheimniss  der  Geldwirthschaft  hatten  aber  die  Freunde 
noch  nicht  gefunden,  so  dass  B.,  während  Keroeny  in  die  Hei- 
math  ging,  um  Geld  nachzusenden,  als  Unterpfand  Zurückbleiben 
musste.  — ln  Güttingen  wurde  B.  mit  C.  F.  Gauss  bekannt  und 
schloss  mit  ihm  einen  Freundschaftsbund,  der  durch  das  ganze 
Leben  hindurch  währte  und  die  mit  Entbehrung  und  Entäuschung 
so  reich  gewürzten  Tage  B’s.  erheiterte.  Qb  der  Briefwechsel 
zwischen  Gauss  in  den  hinterlassenen  Papieren  B’s.  sich  beCn- 
det,  konnte  bis  heute  nicht  mit  Bestimmtheit  ermittelt  werden; 
jedoch  soll  nach  einer  Mittheilung  des  Herrn  Professor  SzabÄ 
in  Maros  Vdsärhely  der  alte  ßolyai  alle  Briefe,  welche  von 
Gauss’s  Hand  waren,  um  das  Jahr  1855  dem  Herrn  Professor 
Sartorius  von  Waltershausen,  als  derselbe  sich  mit  der 
Herausgabe  seiner  bekannten  Lebensbeschreibung  von  Gauss 
beschäftigte,  nach  Güttingen  gesandt  haben,  und  es  wäre  daher 
im  Interesse  der  Wissenschaft  gewiss  sehr  zu  wünschen,  dass 
Herr  Professor  Sartorius  von  Waltershansen  diese  Briefe, 
wenn  sie  sich  noch  in  seinen  Händen  befinden,  im  Interesse  der 
Wissenschaft  jetzt  bekannt  machte'*).  — Der  Umgang  mit  Gauss 
forderte  B's.  mathematisches  Wissen  nicht  wenig.  Gauss  schätzte  ^ 
B’s.  W'issen  hoch  und  hielt  überhaupt  grosse  Stücke  auf  ibo.  | 
So  berichtet  Sartorius  von  Waltershausen**):  „B.  ist  ein 
Mann  von  hervorragendem  Geiste,  über  den  Gauss  in  früheren  i 
Jahren  gesagt  haben  soll,  dass  er  der  Einzige  gewesen  sei,  der  ' 
in  seine  methaphysischen  Ansichten  über  Mathematik  einzugehen 
verstanden  hake.“  Aus  den  wenigen  schriftlichen  .Mittheilun  genzu 
scbliessen,  welche  uns  über  B.  vorliegen,  war  derselbe  ein  Mann 
von  grosser  Tiefe  und  Reinheit  des  Gemüthes  und  besass  eine 
eigentbüroliche  Ausdrucks  weise,  welche  mitunter  an  Jean  Paul'n] 


*)  lu  Ermangeloug  einer  anderen,  Herrn  Sartoriua  von  Wal- 
terehausen vielleicht  passender  scheinenden  Gelegenheit,  würde  ia 
Heransgeber  des  Archivs  der  Mathero.  n.  Phys.  sehr  gern  seine 
Zeitschrift  dazu  anbieten.  O. 

**)  Gauss  zum  Gedächtnisse.  Leipzig  1856. 
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Schrirten  erinnert.  An  einem  entfernten  Winkel  der  Erde  lebend, 
('etrennt  von  verwandten  Seelen,  in  seinem  hohen  Alter  umtost 
von  den  Wirren  einer  vernichtenden  Revolution  (1849),  von  dem 
Mord  und  dem  Gräuel  eines  wütbenden  Bürgerkrieges,  blickt  er 
mischen  den  Trümmern  seiner  Habe  mit  edler  Ruhe  und  einem 
reinen  Gewissen  durch  den  Thränenschleier  unserer  seihst  ver- 
•choldeteo  Leiden  auf  die  Wogen  der  Ewigkeit.  B.  klagt  an  einer 
ätelle,  dass  ihm  nicht  das  Glück  zu  Tbeil  geworden,  sich  selbst 
die  Wege  zu  bahnen,  da  ihm  mit  wenigen  Ausnahmen  Alles  ent- 
gegen gewesen  sei.  Und  wieder  in  einem  andern  Briefe  äussert 
er  sich : ich  finde  mich  auf  der  Erde  gleichberechtigt  mit  meinen 
IVurmkollegen , deren  Jeder  an  seinem  Gewebe  beflissen  ist,  bis 
kh  bald  in  einem  namenlosen  Grabe,  mit  meinem  Schicksale  aus- 
psühiit,  ruhen  werde.  Auch  Benzenberg  in  einem  Briefe  an 
‘(lass  spricht  sich  schon  damals  mit  folgenden  Worten  über 
idtBselben  aus:  B.  gehört  zu  den  seltensten  Menschen,  die  ich 
{eschen  habe  etc.  — Endlich  schreibt  ein  junger  Ide  *)  am 
S.  Mai  1799  an  Gauss:  B.  wird  dem  hiesigen  nahen  Schützen- 
Ittte  sicher  beiwohnen,  aber  nur  als  Philosoph,  der  bei  solchen 
Gelegenheiten  Stoff  findet,  über  die  Thorheilen  der  Menschen 
Betrachtungen  anzustellen.  Diess  ist  so  seine  Maxime,  wie  ich 
tiDs  mehreren  Fällen  abstrahirt  habe,  er  versäumt  von  dergleichen 
iveltlichen  Angelegenheiten  so  leicht  keine,  nicht  etwa,  um  mit 
ageniessen,  sondern  um  seine  Seelenruhe  zu  befestigen.  — Nach 
den  Tode  Gauss’s  (1855)  wurde  an  B.  auf  Anordnung  des  Königs 
it»  Hannover  die  grosse  silberne  und  bronzene  Medaille  fiber- 
^ndet,  welche  zum  Andenken  an  Gauss  geprägt  wurde.  Auch 
“•Wen  die  Göttinger  Gelehrten  bis  in  die  neueste  Zeit  in  fort- 
;»ilirender  Verbindung  mit  B.  und  setzten  ihn  von  Allem  in  Kennt- 
•bs,  was  in  der  wissenschaftlichen  Welt,  anlässlich  des  Todes 
Mines  Freundes  erschien. 

ln  die  Heimath  zurückgekehrt,  wurde  B.  im  Jahre  1802  als 
Professor  der  Mathematik,  Physik  und  Chemie  am  reformirten 
Collegium  zu  Maros- Vdsdrhely  angestellt,  in  welcher  Stelle  er 
hst  ein  halbes  Jahrhundert  als  Lehrer  thätig  war  und  in  dersel- 

die  meisten  der  siebenbürgischen  Lehrer  nebst  einem  grossen 
j^Theile  des  Adels  zu  seinen  dankbaren  Schülern  zählte.  — Ausser 


I *)  J.  J.  A.  Idc  int  Verfnoser  mehrerer  geschätzter  Schriften;  be- 
'•<mdera  wcrthvoll  iat  immer  noch:  Sj'otem  der  reinen  und  ange- 

*»odten  Mechanik  fester  Körper.  Von  J.  J.  A.  Ide,  Doctor 
Philosophie  und  Mitglied  der  physikalischen  Gesell- 
•thsft  zu  Güttingen.  Zwei  Theile.  Berlin.  1802.  G. 
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seinen  Berufsgeschäften , die  er  mit  grösster  Gewissenhaftigkeit 
und  einer  besonderen  Liebe  erfüllte,  beschäftigte  B.  sich  in  der 
ersten  Zeit  nebenbei  mit  Poesie.  Er  Hess  fünf  Trauerspiele  io 
Prosa,  ohne  Angabe  des  Verfassers,  1817  in  ungarischer  Sprache 
drucken,  und  zwar;  1)  Pausanias,  2)  Mohamed,  3)  Simon  Ke- 
meny,  4)  Der  Triurapf  der  Tugend  über  die  Liebe,  5)  Der  Liebe 
Sieg  über  die  Tugend ; von  welchen  die  ersteren  wahrhaft  poe- 
tischen Werth  besitzen  sollen.  Später  (1818)  erschien  „Der  Pariser 
Prozess“,  ein  Drama  in  fünf  .\ufzügen.  Er  übersetzte  (1819)  Pope’s 
„Versuch  über  die  Menschen“  in  das  Ungarische,  einen  Anhang 
zu  diesem  Bache  bilden  die  Uebersetzungen  auserlesener  Gedichte 
aus  dem  Englischen  und  Deutschen. 

Sein  dichterisches  Gemüth  und  seine  besonders  lebhafte  Pban 
tasie  bat  sich  in  seinen  mathematischen  Werken  auffallend  aus- 
geprägt. Später  wendete  sich  sein  schöpferischer  Trieb  auch  dem 
Gebiete  der  Musik  zu,  und  die  Geige,  sein  Lieblingsinstrument, 
half  ihm,  seine  Gefühle  und  Gedanken  in  Tönen  auszusprecheo. 
Dabei  vernachlässigte  er  keineswegs  die  Wissenschaft,  und  seine 
schriftstellerische  Thätigkeit  wendete  sich  zumeist  dennoch  dem 
Studium  der  Mathematik  zu.  B's.  W^erke  erschienen  in  der  nach- 
stehenden Keihenfolge,  alle  ohne  Namen  des  Verfassers,  und  zwar:  | 

a)  Az  arithmetica  eleje  (ar  elö-szoban  irt  mödön)  B.  B.  F. 
Mathesist  ös  Physiedt  tanitu  P dital.  Maros  Vdsdrhelyt  1830  Nyom- 
tatott  a reformdl  Kolldgyoni  betüivel  Felsö  Visti  Kali  Josef  dital. 
(Die  Elemente  der  Arithmetik  [nach  den  in  der  Vorrede  bezeich- 
neten  Grundsätzen]  vom  Professor  der  Mathematik  und  Physik 
M.-Vdsdrhely  1830,  gedruckt  mit  den  Lettern  des  reformirten  Col- 
legium durch  Josef  Kali  von  Felsö  Vist  in  8‘^- Format  mit  I.- 
XVIll.  Vorrede,  eine  Seite  Druckfehler,  162  Seiten  Text  und  ein 
Tableau,  den  Baum  der  Wissenschaft  darstellend).  Dieses  Buch 
ist  ganz  vergriffen,  das  Exemplar  der  reformirten  Collegial-Biblio- 
thek  ist  mit  Randbemerkungen  Johann  B’s.  versehen.  Das  aof 
fünf  Abtheilungen  berechnet  gewesene  Lehrbuch  der  Matbematiic,  | 
welches,  wie  die  meisten  der  Werke  B’s.,  im  W’ege  der  Sub- 
scription die  Druckkosten  anfbringen  sollte  (wo  aber  gewöhnlich 
immer  mehr  versprochen,  als  wirklich  geleistet  wird),  hat  folgen- 
den Inhalt:  Einleitung  und  Erklärung  der  Zeichen,  Gleichheit. 
Theil,  Zahl,  Raum,  die  Eintheilung  der  Arithmetik  in  reine  and 
angewandte.  — Addition.  Subtraktion.  Erklärung  von  positiv  and 
negativ  mit  vielen  Beispielen  und  graphischen  Darstellungen.  — 
Von  den  Gränzen.  — Brüche.  — Multiplikation  und  Division,  geo- 
metrische Proportionen.  — Potenzen,  Wurzeln,  Logarithmen.  — 
Einleitung  in  die  Differenzial-,  Integral-  und  Variationsrechnung, 
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mit  zum  Theil  eigenthümlichen  Bezeichnungen,  von  denen  wir  auf 
Taf.  IV^.  Fig.  7.  einige  Beispiele  mitgetheilt  bähen.  Den  Schluss 
bilden  die  Regeldetri,  Decimalbruche,  Theilbarkeit  der  Zahlen.  — 
Die  Progressionen.  — Die  übrigen  Abtheilungen  sind  wegen  nicht 
Einbaltens  der  Subscribenteii  leider  nicht  erschienen. 

b)  Tentamen  Juventutem  studiosam  in  elementa  Matheseos 
purae,  elenientaris  ac  subliniioris,  niethodo  intuitiva,  evidentique 
huic  propria,  introducendi.  Cum  Appendicae  triplici.  Auctore  Pro- 
fessore  Matheseos  et  Physices,  Cbemiaeque  Pupl.  ordinario. 
Tomus  Primus.  Maros  Vasarhelyini  1832.  8^.  Typis  Collegii  Re- 
fonuatorum  per  Josephum  et  Simeonem  Kali  de  Felsi)  Vist.  Mit 
4 Kupfertafeln. 

c)  Tentamen  Juventutem  etc.  Tomus  Secundus,  ibidem  1833. 

, Mit  10  Kupfertafeln.  Die  sub  b)  et  c)  bezeichneten'  Werke  B's. 

worden  gleichfalls  auf  dem  Wege  der  Subscription  gedruckt  und 
lind  die  Hauptarbeit  W.  B’s.,  auf  weiche  er  sich  in  seinen  spä- 
teren Schriften  besonders  bezieht.  Der  erste  Band  enth.ält: 

Einen  Folio- Bogen:  Explicatio  signorum.  — Arbor  arithme- 

licae  geometriaeque  coradicata  coronisque  confluentibus.  — Ordo 
quo  Geometria  tractabitur,  primo  in  Plano.  — Sodann  zwei  Seiten 
Lectori  salutem.  — Index  rerum  I. — XXXIl.  — Errata  XXXllI. — 
LXXIV.  — Errores  recentius  detecti  LXXV — XCVIII.  — Hierauf 
1-502  Seiten  Text.  Diesem  folgt  mit  besonderer  Paginirung  und 
Schmutztitel  der  Appendix  von  Johann  Bolyai,  dem  Sohne 
IVolfgangs,  mit  folgendem  Titel:  Appendix,  scientia  spatii  ab- 
solute veram  exhibens  : a veritate  aut  falsitate  Axioniatis  XI  Eucli- 
<lo'  (a  priori  baud  unquam  decidenda)  independentem ; adjecta  ad 
casnm  falsitatis  quadratura  circuli  geometrica.  Auctore  Johanne 
ßolyai  de  eadeni,  Geometrarum  in  Exercitu  Caesareo  Regio 
Austriaco  Castrensium  Capitaneo,  enthaltend  26  Seiten  Text  und 
2 Seiten  Errata.  — Endlich  I. — XVI.  Seiten  in  ungarischer  Sprache. 
Ule  Namen  der  Sub.«cribenten,  inatheinatische  Nomenclatur  und 
Zusätze  zu  diesem  Bande  von  W.  B.  Von  den  4 Kupfern  gehö- 
fen  3 zum  Hauptwerke  und  1 zu  dem  .Appendix.  — Der  erste  Band 
enthält  im  Wesentlichen  Folgendes : eine  Eintheilung  sämmtlicher 
Wissenschaften  und  eine  Einleitung  mit  der  Ueberschrift  „Radix“; 
sodann  folgen  die  .Axiome,  Addition,  Subtraktion,  incommensu- 
'able  Grössen,  Gränzen  veränderlicher  Grössen,  Brüche,  Multi- 
plikation, Division,  geometrische  Proportionen,  Zeichenregel  bei 
dor  .Multiplikation  und  Division,  Vertauschen  der  Faktoren,  Mul- 
tiplikation  gleicher  Faktoren,  Entstehung  der  Potenz,  Wurzel, 
Logarithmus.  — „Truncus“;  üebertrageii  der  Grössen  auf  Zeit- 
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räume,  Addition,  Sabtraction,  Multiplication,  Division,  Bräche; 
Proportionen,  Gränzen,  Potenzen,  Wurzeln,  Logarithmen,  imagi- 
näre Grössen  in  sehr  grosser  Ausführlichkeit.  — Das  Binoroial- 
Tbeorem,  logaritbmische  Reiben,  deren  Convergenz,  Modulus  der 
Logarithmen,  imaginäre  Logarithmen.  — „Corona“:  von  Pagina 
178 — 442.  Funktionen,  Eintheilung  derselben,  Differenzial  der 
Funktion«  einer  Variabein,  die  Elemente  der  Integralrechnung,  par- 
tielle Differenziale,  Beispiele  aus  der  Geometrie  und  Mechanik, 
Differenziale  einer  convergenten  Reihe  — ",  ®,  Quadratur  der  Ke- 
gelschnitte, Rectification , Beispiele  aus  der  Dynamik,  Cubatar 
der  Körper,  Differenziale  der  trigonometrischen  und  Kreisfunktio- 
nen,  Tangenten,  Länge  eines  Bogens,  Subtangenten,  Normalen, 
Snbnorraalen,  Taylor’s  Theorem  nebst  der  Restbestimmung, 
Entwickeinng  von  (l-pa:)*,  (1-fz)-^,  Taylor’s  Theorem  für  meh- 
rere Variablen,  Maxima  et  Minima,  geometrische  Anwendungen, 
Elemente  der  Variationsrechnung.  — „Ramorum  coronae  arboris“: 
Theorie  der  Gleichungen,  — 1=0  und  geometrische  Construc- 
tion  derselben,  Transformation  der  Gleichungen,  Auflösung  der 
numerischen  Gleichungen  (nach  Newton  und  Lagrange),  Be- 
zout’sche  Methode  der  Elimination,  unbestimmte  Gleichungen, 
Kettenbrüche  und  Anwendungen  auf  Gleichungen,  Gaussens  Be- 
weis (1709).  — Sodann  von  443  bis  Ende;  Allgemeine  Uebersicht 
der  Geometrie.  — Hierauf  folgt  Johann  ß’s.  Appendix,  für  des- 
sen Zustandekommen  der  Verfasser  selbst  104  fl.  54  kr.  beigetragen 
bat ; er  enthält  jene  neue  und  rationelle  Darstellung  der  Paralle- 
len-Theorie,  welche  mit  ähnlichen  Arbeiten  Lobatschewsky’s*) 
in  Kasan  zusaninientraf,  ohne  da.ss  Einer  von  den  Arbeiten  des 
Anderen  das  Geringste  wusste.  Gauss  **)  hatte  sich  gleichfalls 
in  seiner  Jugend  und  auch  später  mit  diesem  Gegenstände  be- 
fasst, aber  niemals  etwas  hierüber  veröffentlicht.  Ungeachtet  des- 
sen sind  über  40  Jahre  verflossen,  ehe  diese  ausgezeichneten 
Gedanken  der  Vergessenheit  entrissen  wurden,  und  in  dieser  Be- 
ziehung hat  vor  Allen  Dr.  R.  Baltzer  in  Dresden  den  Dank  aller 
Freunde  der  Mathematik  in  hohem  Grade  sich  erworben,  indem 
in  seinem  ausgezeichneten  Werke:  Elemente  der  Mathema- 
tik. 2.  Auflage.  1866  und  1867  zuerst  auf  die  Arbeiten  B’s. 
aufmerksam  gemacht  wurde.  Angeregt  durch  Baltzer  hat  nno 
auch  Professor  Hoüel  zu  Bordeaux  io  seiner  neuesten  Schrift: 
Essai  critique  sur  les  principes  Fondamentaux  de  la 


•)  Ln  lia  1 8 c h c w ■ k V . Ge<imetri8<:he  Untersuchungen.  1840.  Berlin- 
— Iloüel,  Tiieorie  des  Uarallöles.  I’aris  1866. 

**)  BriefwecliscI  zwischen  Gauss  und  S ch  ii  in  uc  h e T.  6 Bäiidt. 
J860— 66.  Hamburg. 
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Geometrie  etementaire  etc.  Par  Hoilel.  Paris  1867,  8®. 
Auszüge  aus  dem  Appendix  gegeben,  welche  geui.ss  sehr  viel 
dazu  beitragen  werden,  diesen  neuen  Ansichten  jene  Anerkennung 
zu  verschaffen,  welche  dieselben  mit  Recht  verdienen,  — um  so 
mehr,  als  die  Werke  B's.  günzlich  vergriffen  sind.  — Die  Zusätze 
zu  diesem  ersten  Bande,  wenigstens  ein  Tbeil  derselben,  LVIll. 
-.XCVIII. , scheinen  mehrere  Jahre  später  gedruckt  zu  sein;  sie 
enibalten  Beiträge  über  Convergenz  der  Reihen. 

Der  zweite  Band  des  Tentaraen  enthält:  Eine  weitere  Aus- 
führung der  Geometrie,  die  Trigonometrie,  Kegelschnitte,  Stereo- 
metrie und  sphärische  .Trigonometrie.  Ferner  drei  Appendices: 
Elemente  der  Perspektive,  Gnomonik  und  Chronologie;  ferner 
abermals  Zusätze  zum  ersten  Bande:  die  Combinations- Lehre, 
Zinsenrechnung,  Anwendung  der  Logarithmen,  endlich  einen  Zu- 
|nIz  zum  Appendix  des  ersten  Bandes.  — Von  diesem  zweiten 
L Bande  sind  noch  einige  Exemplare  vorhanden. 

I d)  Az  Arithmetikänak,  Geometriänak  es  Physikanak  eleje,  a 
! M.  Vdsarhelyi  Kollegyombeli  alsobb  Tauülök-szänidra  a helybeli 
Professor  dital.  ElsS  Kötet.  Al.  Vdsdrhelyen  1834.  Die  Elemente 
Jer  Arithmetik,  Geometrie  und  Physik  fiir  die  Schüler  des  M.- 
jVdsirhelyer  untern  Gymnasiums,  durch  den  dortigen  Professor. 

' Erster  Theil , 1834,  in  8®.  I. — X.  Seiten  Vorrede  und  Inhalt.  1 — 90 
; Seiten  Text.  — Von  diesem,  auf  fünf  Theile  bestimmt  gewesenen 
I Lebrbnche  ist  bloss  dieser  erste  Theil  erschienen  und  enthält,  mit 
Weglassung  der  Einleitung  in  die  Differenzial-,  Integral-  und 
Variations-Rechnung,  denselben  Inhalt,  wie  das  sub  a)  angegebene 
; Batb.  — Noch  eine  kleine  Anzahl  von  Exemplaren  sind  vorhanden. 

' e)  A marosvdsdrhelyt  1829  ben  nyomtatott  Arithmetika  elejenek 
|r«nint  rüviditett  reszint  bövitett,  dltaldn  jobbitott,  s tisztalttabb 
jKiadäsa.  — A szerzü  altal  Al.-Vdsdrbelyt  1843.  Die  zu  M.-Vdsar- 
tbely  1829  gedruckten  Aiifangsgründe  der  Arithmetik,  zum  Theil 
Iverkürzte,  zum  Theil  erweiterte,  durchgesehene,  verbesserte  und 
I gereinigte  Ausgabe  durch  den  Verfasser.  M.-Vdsdrhely  1834,  io 
's*'.  I.— XLIV.  Vorrede  und  Inhalt,  1 — 386  Seiten  Text  und  zwei 
Eupfertafeln.  Wie  der  Titel  besagt,  ist  das  Buch  eine  vermehrte 
und  verbesserte  Ausgabe  des  sub  a)  angeführten  W'erkes.  Der 
Verfasser  spricht  sich  in  der  Vorrede  über  diese  Ausgabe  wie 
folgt  aus:  „Erstens  wollte  er  in  seinem  Alter  in  gereinigter 
Darstellung  jene  Gedanken  wieder  geben,  auf  die  er  in  seiner 
Jugend  durch  blosses  Denken  gekommen  ist;  aber  nur  dann  kann 
man  im  Herbste  von  einer  Traube  Ziweben  erwarten,  wenn  im 
Sommer  kein  Hagel  sie  getroffen  hat.  Zweitens  wollte  er  als 
Lehrer  die  erste  Ausgabe  mm  Theil  erleichtern,  erweitern  und 
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wenigstens  dem  ersten  Bande  das  lateinische  Tentamen  entbehr- 
lich machen.  Wenn  aber  ausser  dem  System  noch  manches  un- 
gewöhnlich erscheint,  so  ist  eine  längere  Augenkrankheit  und 
Unwissenheit  die  Ursache;  durch  erster e wurde  ihm  eine  Lebens- 
weise angeordnet,  woau  man  keine  Augen  braucht,  somit  war 
der  Verfasser  ge%wungen,  bei  seinem  wenigen  mathematischen 
Wissen,  bis  seine  Augen  wieder  gestärkt  waren,  bloss  in  Gedan- 
ken SU  lernen.“  Dieses  Buch  ist  keine  wörtliche  Uebersetzuog 
des  Tentamen,  es  enthält  mit  Abkürzungen  und  Zusätzen  ver- 
sehen bloss  den  arithmetischen  Theil  desselben.  So  z.  B.  fehlt 
der  Gauss'sche  Beweis,  die  Variations-Rechnung  u.  s.  tv.,  dafür 
sind  die  Kriterien  über  Convergenz  der  Reihen  erweitert ; an  sehr 
vielen  Stellen  wird  auf  das  Tentamen  verwiesen.  — Auch  von 
diesem  Werke  B’s.  sind  noch  Exemplare  vorhanden. 

0 Arithmetica  eleje  Kezdünek  (Elemente  der  Arithmetik  (tir 
Anfänger)  ohne  Titel  und  Jahreszahl.  Nach  einer  Randbenierkang 
des  Verfassers  i.st  dasselbe  im  Jahre  1845  gedruckt  worden.  Es 
enthält  auf  40  Seiten  8*^  die  vier  Grundoperationen , Regeldetri, 
Gesellschaftsrechnung,  Dezimalbrüche,  die  Elemente  der  Bucb- 
stabenreclinung,  als:  Addition,  Subtraction,  Potenzen,  Wurzeln, 

gennielriscbe  Progressionen  und  Anwendung  auf  Interessenrechnung. 

g)  Urtan  elemei  Kezdüknek  (Elemente  der  Raumlehrefür  An- 
fänger). Ebenfalls  ohne  Titel  und  Jahreszahl,  nach  einer  Bemer- 
kung 1846  gedruckt ; enthält  42  Seiten  Text  in  8°.  Zu  diesem 
Werkchen  gehören  5 Figurentafeln,  die  aber  nie  gedruckt  wurden. 
Zu  zwei  Exemplaren  hat  der  Verfasser  dieselben  eigenhändig  ge- 
zeichnet. Bezüglich  derselben  bemerkt  der  Verfasser  in  seinem 
Testamente:  „Diese  Tafeln  können  von  Jenen,  welche  sie  ben& 
thigen,  leicht  selbst  nachgemacht  werden,  indem  Kinder  die  vor- 
handenen gezeichnet  haben.“  Diese  Aeusserung  bezieht  sich  anf 
ein  drittes  Exemplar  mit  Figurentafeln,  »velche  von  einem  Enkel 
(Sohne  von  Johann  B.)  Wolfgang  B’s.  gezeichnet  sind.  Alle 
drei  Exemplare  sind  Eigeuthum  des  reforniirten  Collegiums  zu 
M.- Vasdrhely.  Der  Inhalt  ist  folgender:  Erklärung  vom  Raume, 
Fläche,  Linie  und  Punkt,  von  zwei  geraden  Linien,  von  den 
Parallelen  mit  Hinweisung  auf  den  Appendix,  von  den  Winkeln 
und  Dreiecken,  Congruenz  und  Aehnlichkeit  derselben,  von  den 
Vierecken  und  dem  Flächeninhalt  derselben,  der  Pythagoräische 
Lehrsatz,  vom  Kreise,  Erklärung  von  Abscisse  und  Ordinate, 
Berechnung  des  Flächeninhaltes  der  Vielecke  und  des  Kreises; 
Anwendungen  auf  praktische  Geometrie:  Höhenmessen , Nivelliren, 
Berechnung  von  Grundstücken;  Einleitung  in  die  Trigonometrie. 
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- Vier  Seiten  enthaltend:  die  Erklärung  von  Sinus,  Cosinus, 
lang.,  sec.,  Formel  für  sinfa  + A).  Sodann  zwei  Seiten  Bericbti- 
nngen  und  Zusätze. 

Das  letzte  und  einzige  in  deutscher  Sprache  verfasste  Werk 
W.  B’s.  ist : 

b)  Kurzer  Grundriss  eines  Versuches,  I)  die  Arithmetik,  durch 
ineckmässig  coiistruirte  Begriffe,  von  eingebildeten  und  unendlich- 
tleinen Grössen  gereinigt,  anschaulich  und  logisch* streng  darzu- 
stellen. II)  In  der  Geometrie  die  Begriffe  der  geraden  Linie,  der 
Ebene,  des  Winkels  allgemein,  der  winkelloseii  Formen  und  der 
Krummen,  der  verschiedenen  Arten  der  Gleichheit  u.  dgl.  nicht 
nur  scharf  zu  bestimmen , sondern  auch  ihr  Sein  im  Raume  zu 
ben-eisen : und  da  die  Frage,  ob  zwei  von  der  dritten  ge- 
ichnittene  Geraden,  wenn  die  Summa  der  inneren  VVin- 
tel  nicht  —'IR,  sich  schneiden  oder  nicht?  .Niemand  auf 
drr  Erde  ohne  ein  Axiom,  wie  Euclid  das  XI.,  aufzustellen  he- 
autn-orten  wird;  die  davon  unabhängige  Geometrie  abzusondern, 
and  eine  auf  die  Ja- Antwort,  andere  auf  das  Nein  so  zu  bauen, 
da»$  die  Formeln  der  letzten  auf  einen  Wink  auch  in  der  ersten 
Jültig  seien.  — Nach  einem  lateinischen  W^erke  von  1829,  IVIaros- 
^a:<arhely,  und  eben  daselbst  gedrucktem  ungari.schen,  Maros* 
Väsärhely  1851 , in  8*’,  mit  88  Seiten  Text.  — Es  enthält  auf  Seite 
1—42  in  gedrängter  Kürze  die  Haupt*Definitionen  der  Arithmetik 
mit  Einschluss  der  Differenzial-  und  Integralrechnung,  nach  der- 
selben Darstellungsweise  wie  im  Tentamen.  Seite  43. ; Von  den 
Gründen  der  Geometrie  (so  viel  als  kurz  und  ohne  Figuren  sein 
tsnn).  Es  wird  die  schon  erwähnte  Arbeit  Nie.  Lobatschewsky, 
bedin  1840,  besprochen  und  mit  jener  Johann  ß’s.  verglichen; 
^“0  letzterer  sagt  B. : „Von  Hiesigen  sind  Einige  nach  Wien, 

brrlio,  Göttingen....  noch  dazumal  hinausgeschickt  worden.  Aus 
Güttingen  schrieb  der  mathematische  Riese,  welcher  aus  erhabe* 
“«a  Thürmen,  von  den  Sternen  bis  auf  die  tiefen  Gründe  mit 
ilsichem  Auge  siebt,  dass  er  überrascht  war,  gethan  zu  sehen, 
er  begonnen  hat,  um  es  unter  seinen  Papieren  zu  hinter- 
läsgen.“  — Ferner  giebt  der  Verfasser  einen  kurzen  Auszug  der 
:enmetrischen  Grundbegriffe  aus  dem  1.  Bande  des  Tentamen.  Die 
4osdrucksweise  ist  eine  sehr  eigentbümliche,  oft  schwer  ver- 
'ländlich. 

Als  das  sub  b)  und  c)  bezeichnete  Werk  in  die  Hände  Gauss’s 
^*1,  erkannte  dieser  sogleich  den  Autor.  — Im  Jahre  1832  den 

März  wurde  B.  zum  correspondirenden  Vlitgliede  der  roathe* 
®atigchen  .Abtheilnng  der  ungarischen  .Akademie  gewählt.  Als 
Lehrer  wirkte  B.  durch  seinen  Feuereifer  sehr  anregend,  ln  sei- 
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nem  Privatleben  war  er  das  Prototyp  genialer  Originalität,  und  | 
kursiren  über  dasselbe,  n-ie  überhaupt  über  seine  Zerstreutheit, , 
viele  Anekdoten.  Einen  eigenen  Zeitvertreib  für  ihn  bildete  die  | 
Verfertigung  von  Ofenmodellen  und  Ueitzungs- Apparaten.  Er  | 
batte  die  Freude  erlebt,  dass  ein  Modell  — der  nach  der  Köhren- : 
theorie  construirte  Daniel-Ofen  — in  der  Hausnirthschaft  Sieben- 1 
bürgens  eine  ganze  Reform  hervorbrachte.  Sein  Wagen  war  mit 
Schindeln  eingedeckt.  Die  Zierden  seiner  alterthünilichen  Woh- 
nung waren  seine  Geige  und  die  Ofenniodelle ; an  der  russisen  ^ 
Wand  hingen  die  Bilder  seines  Freundes  Gauss,  Shakespea-| 
res,  den  B.  „den  Sohn  der  Natur“,  und  Schillers,  den  er! 
„ihren  Enkel“  nannte.  Vor  einem  einfachen  Tische  sass  ein  alter 
Herr  in  schwarzen  groben  ungarischen  Hosen,  mit  hohen  Csisroen 
(Stiefeln),  einer  weissen  Flanelljacke,  einem  eingedrückten,  breit- 
krämpigen  Hut  auf  dem  Kopfe,  das  war  Wolfgang  Bolyai. 

Im  Jahre  1849  wurde  B.  pensionirt.  Nun  schrieb  er  seinen  Parte-  ' 
Zettel  und  liess  ihn  im  Jahre  1855  drucken  (Jelentes  *),  8 Seiten  ! 
in  8**,  1855).  ln  seinem  Testamente  ordnete  er  an,  dass  sein  Lei- 
chenbegängniss  so  einfach  als  möglich  sei  und  höchstens  nur  der 
Schulglöckner  ihm  ausläute  zum  Zeichen,  dass  man  zur  letzten,  j 
grossen  Lection  aufzubrechen  habe.  Der  Glaube  an  die  Unsterb- 
lichkeit der  Seele  stand  in  B.  unerschütterlich  fest.  Er  hielt  die 
Erde  für  eine  Pfütze,  in  welcher  der  gefesselte  Geist  wate;  den 
Tod  für  den  befreienden  Engel,  der  die  gefangen  gewesene  Seele 
in  glücklichere  Regionen  geleitet.  Für  seinen  edeln  Charakter 
spricht  zuerst  seine- Freigebigkeit,  worin  er  keine  Gränzen  kannte, 
und  seine  masslose  Bescheidenheit.  Sein  Grab  durfte  kein  Denk-  ; 
mal  zieren.  Einem  seiner  Freunde  möge  es  bloss  vergönnt  seio,  i 
einen  Apfelbaum  auf  den  Rasen  zu  pflanzen,  unter  dem  er  ruhe, 
zur  Erinnerung  an  jene  drei  Aepfel , von  denen  jener  der  Eva  und 
des  Paris  die  Erde  zur  Hölle  geniacht,  und  jenen  Newton’s,  der 
dieselbe  wieder  in  die  Reihe  der  Himmelskörper  erhoben  habe. 
— Am  Sterbetage  B’s.  hat  das  reformirte  Collegium  das  oben- 
benannte  Jelentes  1855  mit  folgendem  Zusatze  veröffentlicht:  : 
„Der  Vorstand  des  reformirten  Collegiums  giebt  die  traurige  Nach-  ; 
rieht,  dass  der  durch  47  Jahre  treu  und  unermüdet  dienende,  fünf  | 
Jahre  in  Ruhestand  versetzte  Lehrer  und  korrespondirendes  Mit- 
glied der  ungarischen  Academie: 

Bolyai  Farkas  (Wolfgpanjg) 
am  20.  Noveniber  1856,  Abends  balbzehn  Uhr,  nachdem  er  fast 


*)  JclenU«  — ,4nzeigc. 
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82  Jahre  alt  wurde,  zu  leben  aufgehürt  bat.  Die  irdischen  Ueber- 
leste  werden  am  23.  um  2 Uhr  Nachmittag  zur  Erde  bestattet. 
Den  Willen  des  Verstorbenen  ehrend,  wird  dies  Begräbniss  in 
der  oben  beschriebenen  Weise  stattflnden.“ 

B.  hinterliess  zwei  Sühne,  von  denen  der  Eine,  Namens  Jo- 
hann, als  pensionirter  k.  k.  Hauptmann  im  Geniecorps  1860  ver- 
storben, der  Andere,  Gregor,  als  Landwirth  bei  Hermanstadt 
noch  gegenwärtig  lebt.  In  den  Papieren  Johann  B’s.  Gnden  sich 
Notizen  über  die  hinterlassenen  Arbeiten  seines  Vaters,  sie  be- 
stehen in  einer  Anzahl  von  Trauergedichten  — sechs  lateinischen 
Hexametern  zum  Andenken  an  seinen  Freund  Gauss,  mehreren 
allleserlichen,  für  eigenen  Gebrauch  geschriebenen  Heften,  einer 
mathematischen  Geographie,  der  Bearbeitung  des  Wilsonschen 
^Theorems  und  einer  Abhandlung  über  Kettenbrüche,  Alles  in  un- 
^rischer  Sprache.  Diese  Schriften,  wie  auch  alle  gedruckten 
^Verke  W.  B’s.  sind  laut  Testament  des  Verfassers  Eigentbum 
des  reformirten  Collegiums  in  Maros -Väsärhely. 

Johann  Bolyai  de  Bolya,  Sohn  des  Vorigen,  wurde  zu 
Klausenburg  in  Siebenbürgen  den  15.  December  1802  geboren. 
Er  kam  auf  einen  der  siebenbürgischen  Stiftungsplätze  der  k.  k. 
Ingenieur-Academie  nach  Wien,  von  wo  er  den  7.  September  1822 
als  Corps -Cadet  austrat.  .Am  1.  September  1823  wurde  er  zum 
l'nterlieutenant  befördert  und  den  16.  Juni  1833  als  Hauptroann 
I pen-sionirt.  — J.  B.  war  ein  tiefdenkender  Mathematiker,  dabei 
ein  leidenschaftlicher  Violinspieler  und  ein  äusserst  geschickter 
l rechter.  Seine  frühe  Pensionirung  stand  in  irgend  welcher  Be- 
ziehang  zu  diesem  letzteren  Talente*).  Ausser  dem  oben  sub  b) 
angegebenen  Appendix  zum  ersten  Bande  des  Tentamen  ist  nichts 
ron  J.  B.  im  Drucke  erschienen.  Doch  dieses  Wenige  berech- 
tigt zu  der  Verniuthung,  dass  in  den  hinterlassenen  Schriften  noch 
manche  Perle  mathematischer  Genialität  verborgen  ist.  Es  würde 
der  Wissenschaft  ein  grosser  Dienst  erwiesen , wenn  die  Besitzer 
der  Schriften  B’s.  sich  entschliessen  möchten,  dieselben  der  Durch- 
i^icht  eines  Mannes  anzuvertrauen,  welcher  Kenntniss  und  Nei- 
gung für  den  Gegenstand  besitzt.  Im  Jahre  1860  (der  Todestag 
irar  trotz  mehrfacher  Anfragen  zu  ermitteln  unmöglich)  starb  J.  B. 
ZD  M.  Vdsdrhely.  . Seine  Schriften  wurden  in  Folge  einer  militä- 


*)  ln  einer  Gamienn  mit  CaTalleriaten  wurde  B.  von  dreizehn  Offi- 
zieren gefordert,  welche  Forderung  er  mit  der  Bedingung  annahni,  dass 
ihni  nach  jedem  Duelle  gestattet  sei,  ein  Stück  auf  seiner  Geige  zu 
‘pielen.  Mit  allen  dreizehn  seiner  Gegner  ist  er  aus  diesen  Duellen 
»egreich  hervorgegangen. 
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rischen  Verordnung,  durcheinander  geworfen,  in  zwei  Kisten  eio- 
gesperrt  aufbewahrt,  bis  es  endlich  gelang,  Kraft  einer  testamen- 
tarischen Aeusserung  des  Vaters  — mit  Ausnahme  einiger  mili- 
tärischen Werke  — Alles  in  das  Deposit  des  reforniicten  Collegium» 
zu  übergeben,  allwo  sich  dessen  literarischer  Nachlass  auch  noch 
gegenwärtig  befindet.  — Oberflächlich  beurtheilt  sollen  diese  Schrif- 
ten über  1000  Bogen  ausfullen.  Ein  Theil  derselben  befindet  sich 
auf  allerlei  kleinen  Papierstücken  geschrieben  und  ist  in  ganz  un- 
geordnetem Zustande.  J.  B.  beschäftigte  sich  in  seinen  letzten 
Jahren  fast  ausschliesslich  mit  Sprachstudien.  Er  hatte  die  kolos- 
sale Idee,  eine  allgemeine  Weltsprache  begründen  zu  wollen,  wie 
sie  in  der  Musik  dargestellt  ist.  — Er  führte  ein  zurückgezoge- 
nes menscheiischeues  Leben  und  lebte  ganz  seiner  Idee.  Nach 
allen  Schilderungen  war  derselbe  ein  ganz  eigenthüinlicher,  bizar- 
rer, aber  doch  genialer  Charakter.  Im  Jahre  1853  wollte  er  einen 
Theil  seiner  mathematischen  Arbeiten  drucken  lassen,  denn  unter 
seinen  Papieren  findet  sich  der  Titel  und  Fragmente  einer  Ab- 
handlung: Principie  doctrinae  novae  quantitatuni  immaginarium 

perfectae  uniceque  satis  facientis,  alioque  disquisitiones  analiticae 
et  analiticae -geometricae  cardinales  gravissimaeque,  auctore  Jo- 
hann Bolyai  de  eodem  C.  R.  austriaco  Castrensium  capitaneo 
pensionato  (?)  Vindobonae  vel  Maros  Väsärbelyini  1853. 

So  weit  reichen  die  uns  gewordenen  Mittheilungeii  über  zwei 
Männer,  deren  Geistesgaben  leider  in  ihrem  Vaterlande  nicht  zur 
Anerkennung  und  Würdigung  gelangen  konnten.  Von  der  Ferne 
sind  es  heute  die  Männer  der  Wissenschaft,  w^elche  den  Namen 
Bolyai’s  diejenige  Anerkennung  zu  Theil  werden  lassen,  welche 
derselbe  bis  zum  heutigen  Tage  noch  nicht  gefunden  hat.  An 
der  Academie  der  Wissenschaften  in  Pest  würde  es  liegen,  Hand 
anzulegen,  damit  die  Werke  und  der  Nachlass  B’s.  nicht  derMit- 
und  Nachwelt  verloren  ginge.  Die  Bolyai  gehören  vornehmlich 
ihrem  engeren  Vaterlande  an,  es  hat  die  Pflicht,  seinen  Söhnen 
gerecht  zu  werden,  und  der  Wissenschaft,  dem  ganzen  gebildeten 
Europa,  das  nicht  zu  Grunde  gehen  zu  lassen,  was  geniale  Gei- 
ster gedacht,  geschaflfen  und  gewirkt  haben. 

Es  wäre  sehr  zu  wünschen,  dass  die  Verfasser  von  Lehr- 
büchern über  die  Elemente  der  Geometrie  in  Ungarn  bei  etwa 
eintretenden  neuen  Auflagen  sich  veranlasst  fühlten,  die  Sätze 
über  Parallelen  im  Geiste  der  beiden  Bolyai  zu  bearbeiten,  da- 
mit wenigstens  die  nächste  Generation  erfahre,  dass  auch  Ungarn 
ein  mathematisches  Talent  erster  Grösse  besessen  bat. 
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XIX. 

lieber  die  mechanische  Constraction  einiger  Curven, 
welche  sich  znr  Auflüsung  des  Problems  von  der 
Dnplication  des  Würfels  verwenden  lassen. 

VOD 

Herrn  Dnctor  Ludwig  Matthiessen 

in  Hoanm. 


1.  Wenn  man  die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse 

b* 

unter  der  Voraossetzung  a-fA  = c (const.)  nach  a differenzirt  und 
die  Ableitung  gleich  Null  setzt,  so  erhält  mau: 

fl*  = ex*. 

Der  Sinn  dieser  Formel  lässt  sich  folgendermassen  entwickeln. 
Sei  YOX  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
und  denke  mau  sich  die  Linie  AB  von  constauter  Länge  c nach- 
einander alle  möglichen  Lagen  AB,  A'B',  A"B"  einiiehmen,  so 
ist  der  geometrische  Ort  irgend  eines  Punktes  P eine  Ellipse, 
deren  Axen  AP  und  BP  sind.  Es  ist  nämlich; 

y = 6sina,  :c  = acosa,  sinii*-|-co8a*=  1, 

Tolglicb ; 


Je  nach  der  Anzahl  der  Punkte  P würde  man  eben  so  viel  ver- 
schiedene elliptische  Quadranten  zwischen  FOJl  constmiren  kön. 
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nen,  tveicbe  eine  Umhüllungscurve  haben,  deren  Gleichung  man 
findet,  nenn  man  in  obigen  Gleichungen  a etiminirt.  Ein  Punkt 
der  Umhüllungscurve  ist  überall  da,  wo  zwei  nnendlich  nahe 
Curven  sich  schneiden.  Hier  ist  also  x = x^,  y=yi,  und  wenn 
die  Gleichungen  zwei  unendlich  naher  Ellipsen  vorgestellt  wer 
den  durch 

y=f{a,x),  y’ = fia^da,  x), 

so  findet  man  für  jeden  Punkt  des  Durchschnitts  ^ = 0 = f{a]. 
Man  eliminire  alsdann  a ans  den  Gleichungen 

y=f(a,x),  /■'(a,  a:)  = 0. 

Man  erhält  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve  auch  aus 
xiana-\  y =.  csina, 

indem  aus  den  Gleichungen  a*  = cx*,  a = x:coaa  — ccoaa^  folgt: 

3 

a:  = cco8o*  oder  cosarzV  - und  y = csin«*. 

Die  Gleichung  der  Umhüllungscurve  ist  ein  Paracykel : 

> __ 

cy*  = (c — V cx*)*  oder  yi-f-xi  — ci. 

Setzt  man  f{x)  = (p{x),  f'{x)  = q>'{x)  und  substituirt  x®  = 
so  erhält  man  identische  Gleichungen,  weshalb  die  Curve  y = tp(x) 
mit  jeder  Ellipse  y = f{x)  eine  Berührung  erster  Ordnung  hat; 
setzt  man  f"{x)  — <p"{x),  so  geschieht  dieser  Gleichung  durch 
x*=o*:c  kein  Genüge  mehr. 

Um  das  Integral  der  Fläche  eines  Quadranten  des  Paraevkeb 
zu  bestimmen,  suche  man  ^ = — tan«.  Es  ist: 

F=y^  ydx  — cj*  (1  — = 
o o 

Das  Integral  lässt  sich  auch  einfach  so  bestimmen.  Es  ist  c in 
jeder  Lage  A’B'  eine  Tangente  der  Curve  9>(x);  ferner  durch- 
schneiden  sich  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  in  dem  Berührungs- 
punkte P,  also  bildet  PQR  (Taf.  V.  Fig.2.)  ein  Flächenelement: 

dF  = ia . cos  adtj  = jC  cos  a*drj , 

wo  a — QP  ist;  auch  ist  i]  = c8ioo(,  dt]  = ccoaada,  mithin: 
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cosa^^/«  = Jc®  I j8in«(co8o*  + | cos«)+eO  I 


“=l"  3jt 
,r=o  “32*'  ■ 


Ferner  ist : 

3 _ 

ds  = ^ = Vc-ar-Wx, 


» 

s = Vc 


c 


x-idx  = Je. 


Ferner  ist  6:a  = tana*,  indem  b:a  = — sinod|:coso(i/r;  ist. 

Die  Curve  tp{x)  lüsst  eich  durch  den  in  Taf.  V.  Fig.  3.  ange-' 
deuteten  Mechanismus  con.struiren.  Sei  FOY  ein  festes  recht- 
mnkliges  Coordinatensystera,  AB  ein  Lineal  von  der  Länge  c 
an  den  Hülsen  A und  B verschiebbar.  Ferner  MR  ein  Stab  senk- 
recht in  der  Mitte  des  Lineals  mit  dem  festen  Punkte  N und 
einer  auf  demselben  verschiebbaren  Hülse  R,  so  dass  NR  einen 
gegliederten  Rhombus  bildet.  Der  Stab  MR  ist  durch  das  Lineal 
senkrecht  verschiebbar,  so  dass  beim  Auseiiiandertreten  der  Con- 
elanten  NP  und  NC,  welche  gleiche  Längen  haben,  NM  durch 
ül  hindurchgeht.  Ferner  ist  in  O ein  drehbarer  Arm  CD  ange- 
bracht mit  der  verschiebbaren,  an  NC  befestigten  Hülse  C.  ND 
muss  alsdann  noch  gleich  MC  bleiben,  was  durch  die  durch  N 
normal  gegen  MR  verschiebbare  Stange  DE  erzielt  wird.  Die 
Hülse  C ist  so  zu  construiren,  dass  bei  der  Bewegung  von  AB 
*ich  CB  stets  senkrecht  gegen  OD  stellt.  Da  so  BC=AP 
bloibt,  so  ist  P ein  Punkt  der  vom  Stifte  PL  beschriebenen  Curve. 
Es  ist  nämlich : 


a =|co8  0i  = x:cosa  und  c = ^:cosa, 

'voraus  a®  = cx®  folgt  und  x = ccoso®.  Da  ferner  y — (c  — a)sina 
■st,  so  wird  ^ = csina®,  mithin: 

= (Vc*  — Vx®)*. 

Cm  das  Problem  der  Duplication  des  Cubus  zu  losen,  nehme 
man  OM  (Taf.  V.  Fig.  2.)  = Jc  = x,  errichte  y in  M,  ziehe  durch 

P eine  Tangente,  wodurch  a®  = 2x*  oder  o = V2.x  wird.  Oder 
man  kann  auch  nach  Massgabe  von  Taf.  V.  Fig.  3.  die  Länge  von 
AL  abmessen. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  der  Punkt  C eine  Curve  beschreibt, 
deren  Gleichung  (x®+y®)®=c*x®^®  von  Guido  Grandi  in  seinen 
^lor.  geom.  Florenz  1728.  untersucht  ist. 
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S.  Zweite  Lösung.  Das  Verhältniss  a'^‘.x'^=c:a  lässt 
sich  auch  auf  folgende  Art  mechanisch  construiren.  Denkt  man 
sich  I in  Taf.  Fig.  4.  constant,  c=AB  variabel,  so  ist  ^=:ccoso. 
Soll  alsdann  a = ccosa^  sein,  so  ist  notbwendig  a = |cos«.  Dies 
wird  dadurch  herbeigeführt,  dass  man  in  dem  Lineal  einen  Schliti. 
anfertigt,  der  über  den  Pflock  in  B schleift,  während  man  A iij 
der  senkrechten  Axe  heraufführt.  Führt  man  alsdann  den  Halb' 
kreis  AC  von  A so  aufwärts,  dass  ACj_OA  bleibt,  so  ist  P eii^ 


J 


Punkt  der  gesuchten  Trajectorie  und  a^=cx*.  Bei  irgend  einer 


Stellung  und  zwar  bei  nicht  grossem  a wird  x = ic  sein,  dann 
ist  zugleich  = Macht  man  9 = arctan 2,  so  ist  y = ix 

und  — a;)®  = 4a:*.  Man  kann  einen  Würfel  mittelst  der  Trajec-I 
torie  beliebig  multipliciren  oder  dividiren.  Macht  man  z. 
9>=:  arctan«,  so  ist  x — 2y  und  (|— = Um  die  Natar 

der  Curve  etwas  genauer  zu  betrachten,  resp.  ihre  Gleichung  zs: 
bestimmen,  so  ist: 


V 

a:tana  + y = Jtana  oder  tana=7-^ — . 

b ^ 


Ferner  ist  a = |cosa  = a::cosc,  mithin  cosc(®=:^:|. 


i _ 

X X (I  — x)* ' 

also  ist  (I — a:)®  = xy'^.  (Cissoide  des  Diocles.)  j 

j 

Die  Fläche  F der  Curve  lässt  sich  hier  ebenfalls  leichter  durch; 
den  Contingenzwinkel  bestimmen.  Am  Einfachsten  ist  die  Reck^ 
nung  mittelst  Bestimmung  von  a oder  die  Summirung  der  von  t, 
überstrichenen  Flächeneiemente,  also:  | 

ydx 

o 

worin  a = |cosoi,  r;  = |tana  zu  setzen  ist.  Durch  Substitutioa 
dieser  Werthe  erhält  die  Gleichung  die  Form: 


tan  o®  = 5 = 


(1  — ico8o®)da  = — ^(sinacosa  — or)| 


0=1» 

f 

0=0 


Construirt  man  die  Cissoide  und  den  Paracykel  über  derselben 
Basis,  so  schneiden  sich  dieselben  nicht;  denn  wenn  man  die 
Ordinaten  r/  und  y gleich  setzt,  ist : 
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(J— = c*(l  — 

a s 

I — x—^fxc^  — x oder  ^ = Vj:c*, 

\A  x=i^  = c,  d.  h.  die  Curven  vereinigen  sich  nur  in  ihrem 
'tneinschartlichen  Ausgangspunkte  B. 

Der  Fiächeniiilialt  der  Cissoide  beträgt  das  Vierfache  des 
iracykel.  Ans  der  Formel  = a;c*  geht  hervor,  dass  bei  ver- 
biedenen  Basen  | und  c der  Durchschnitt  erfolgt  bei  ^=|*:c*. 

Nimmt  man  endlich  n als  constant,  dagegen  ^ als  variabel 
I,  so  erhält  man  die  Gleichungen  einer  neuen  Curve,  durch 
eiche  das  vorgestellte  Problem  gleichfalls  gelöst  werden  kann. 

3>  Setzt  man  in  der  vorigen  Gleichung  ^=a^:x,  so  erhält 
IUI  die  Curve  (Taf.  V.  Fig.  5.): 

X*)/  = V"n*  — a:**. 

.inige  berechnete  Cnordinaten  sind ; 

x = a,  y=0;  x = la,  y = 14,26a; 

x = ia,  f/  = 0,50a;  x = ia,  ^=62,79«; 

x=ia,  y=2,54a;  a:  = 0,  y = 

Das  Problem  der  Duplication  des  Kubus  kann  hier  gelüst  wer- 
den, indem  man  g)  = arctan2  macht  und  n* — ar*  = c setzt.  Es 
>1  ilsdann  = 2a:^.  Um  obige  Curve  mechanisch  zu  constrni 
'M.  Buss  man  die  in  Taf.  V.  Fig.  6.  dargestellte  Vorrichtung  an- 
’tiiden.  Sei  FOd  ein  rechtwinkliges  festes  System  zweier 
'täte,  auf  »lenen  die  Hülsen  F und  G verschiebbar  sind ; GF 
"1  in  G an  der  Hülse  festes  drehbares  Lineal,  welches  äusser- 
em in  F drehbar  und  durch  f’ verschiebbar  ist,  wenn  die  Hülsen 
' und  G sich  verschieben.  Es  sei  ferner  OR  ein  um  O dreh- 
äfcr  Stab,  welcher  durch  eine  in  der  Entfernung  a von  G ange- 
fachte  Hülse  M dergestalt  gleitet,  dass  OMG  stets  einen  rech- 
in  Winkel  bildet.  Wenn  nun  in  F ein  Faden  FP  von  der  Länge 
befestigt  ist,  so  dass  der  Stift  P fortwährend  durch  den  Schlitz 
G gleitet,  beschreibt  der  Stift  die  gedachte  Curve.  Der  Punkt 
1 beschreibt  dabei  eine  andere  Curve  OIU  von  der  Gleichung 

y*  = a:  o®  — y*. 

•iese  Curve  hat  eine  Asymptote,  deren  Gleichung  y = a ist. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Flächen  dieser  beiden  Trajectorien 
stimmen. 

T'lnil  XLYIII.  16 
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Das  Flächeuelement  der  ersteren  wird  ausgedrückt  durch  die 
von  FP  beschriebene  Fläche.  Man  findet  leicht: 

dF=  g(co8orfij  + dy)  = a(cosa  ^ 

Non  ist: 

= dtana'.cosa,  dri— ada:  cos  , c = a:cosa*. 


£ = a:cos«,  d|  = a— — do,  tana  = Vo*— 
* cos  a 


Mithin 


, „ „ / 1 cos  0(*\ 

dF=  a’I 2 ä— 

Vcos  «■'  i / 

F=  a*tano — Jo*(sinoco8«  — o). 

Fflr  a = 5«  wird  F=oe.a*. 

a:dy  zu  bestimmen,  so  ist  F = F ^ 

O 

P,  _ -s i 1 

a:*  ’V  «* 


' arc  cos 


1)1 


o®  f 

und  wegen  y = — V a*  — a:*  : 


F» 


.( Va*-a:*  ,/^a:\^a*- 

= < ^ 


- arc  cos 


1)1 


Man  kann  noch  die  Complanation  der  Curve  — 
finden.  Es  ist : 

p . r 2nV<*y 

J»^=J 

und,  wenn  man  substituirt,  a*  — = 2ydy  — — 22d*; 

f ■*■“"**■ 

= 2a*|^  — arcsin^l  + C. 

Da  die  Fläche  in  Null  äbergeht  fOr  x = y z=:Q,  so  ist  die  Coe 
stante  C=0. 

4.  Mechanische  Construction  der  Neil’scben  P* 

<•.  Il< 

rabel.  (Taf.  V.  Fig. 7.).  Die  Duplication  des  Cubas  wird 
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gelüst  durch  die  Neil’sche  Parabel,  deren  Gleichung 
ist.  Ein  Lineal  OM  von  der  Länge  c drehe  sich  um  O,  mit  M 
bewege  sich  ein  VVinkelmaass  NL  normal  zu  OX  und  mit  L auf 
OX,  mit  L ebenso  durch  die  drehbare  Hül^  L verschiebbar  das 
Winkelmaass  QR  normal  zu  OM,  mit  A endlich  ein  drittes  BC 
normal  OX.  Nun  nehme  man  einen  Faden  =2c,  befestige  ihn 
in  A,  führe  ihn  um  M zurück  um  A nach  B und  wieder  zurück 
bis  P um  P herum,  bis  das  eine  Ende  das  andere  in  A wieder 
erreicht.  Dadurch  wird  die  Lage  P eines  Punktes  der  Neil- 
schen  Parabel  bestimmt.  Bewegt  man  das  Lineal  OM  aufwärts, 
um  den  Punkt  O gedreht,  so  werden  AB  und  AP  kürzer.  In 
P kann  ein  Schreibstift  den  Faden  in  einem  Schlitz  des  Winkel* 
maasses  ßC  anzieheu  und  die  Curve  beschreiben.  Auf  diese  Art 
bleibt  BP  stets  gleich  AO.  Es  ist  aber  .40*  stets  gleich  c.  OB*, 
iolglicb  BP*  = c.OB*,  wodurch  das  Problem  gelüst  wird.  Macht 
,Mn  c=2ar,  so  ist  ^®  = 2;z*. 

Berichtigung  zu  Tafel  V. 

In  Fig.  3.  müssen  sich  in  A’  die  drei  Linien  in  einem  Punkte  kreuzen. 
Ke  Linie  OM  fällt  weg.  In  Fig.  6.  fehlt  unten  (ganz  rechts)  an  dem  durch 
0 gehenden  horizontalen  Schenkel  des  rechten  Winkels  der  Buchstabe  G. 


XX. 

Merkwürdige  Eigenschaft  derjenigen  Curve,  welche 
Tom  Brennpunkte  einer  Ellipse  beschrieben  wird , wenn 
diese  auf  einer  Geraden  rollt. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Prufesaor  am  Polytechnikum  in  Wien. 


Bestimmen  wir  vorerst  die  Gleichung  der  Curve,  welche  der 
Brennpunkt  einer  auf  einer  Geraden  rollenden  Ellipse  beschreibt. 


Eil 

die 


Seien  F und  F,  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  beiden  Brennpunkte  der 
'Ps®,  A der  Berührungspunkt  mit  der  a:-Axe,  FA  und  F^A 
beiden  Leitstrablen,  AB  die  Normale  ira  Punkte  A der  Ellipse, 
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welche  bekanntlich  den  Winkel  der  zwei  Leitstrablen , den  wii 
2a  nennen  wollen,  halbirt. 

Bezeichnen  wir  die  Conrdinaten  des  Punktes  F mit  x und  y, 
so  ist : I 

OK  = X,  FK  = y; 

seien  ferner  die  Coordinaten  des  zweiten  Brennpunktes  F^  | und 
17,  so  ist: 

OL  = F|L  = rj; 

und  man  hat : 

y = FK  = /dF.  cosa, 

1]  =:  FjL  = ^F, .cos«; 

demnach  ist : 

y -|-  fj  — (AF AFi)  cos« 

oder,  da  die  Summe  der  zwei  Leitstrahlen  der  Ellipse  2«  ist: 
(1) y + ij  = 2acoso. 


Ferner  ist  bekanntlich : 

(2) yri  = b^. 


woselbst  b die  halbe  kleine  Axe  der  Ellipse  bezeichnet.  Aus  (I) 
und  (2)  ergibt  sich  nun  durch  Elimination  von  y folgende  Gleicbaiig: 


(3)  2/®  + ^*  = 2oy  cos  «. 

Eine  blosse  Betrachtung  der  Figur  lehrt,  dass  FA  eine  Nor- 
male und  folglich  die  darauf  senkrecht  stehende  FN  eine  Tao* 
gente  der  zu  suchenden  Curve  ist ; demnach  hat  man : 

(4)  tg«  = /. 


Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich : 


1 


cos  « = 


folglich  ist  die  Gleichung  der  verlangten  Curve: 


(5) 


_ 2ay 


Diese  Gleichung  ist  eine  Differentialgleichung  Jer  ersten  Ordnong- 
Aus  ihr  folgt  successive: 


(6). 


i + y'® 


4a®y* 

(7*  + 6^’ 
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„ 4«v-Cy*+**)* 

y ~ V + 6»)*  ' 

, _ V 4a*^*—  (y*  + 6*)* 

y - 3,*  + 6» 

und  endlich : 

(7) 

V^4aV-(y*  + 6*)* 

nnraus  a;  durch  Integration  zu  ermitteln  wäre.  Einfacher  aber 
ist  es,  ds  als  Function  von  zu  ermitteln.  Es  ist  aus  der  Glei' 
chang  (6)  ersichtlich,  dass 

[ ud  vermöge  der  Gleichung  (7) : 


I (8) 


ds  = 


laydy 


V 4a’_y*  — {jf*  + 6*)* 
ist.  Nun  gibt  diese  Gleichung  integrirt: 

! ,Q,  . y»-2«*  + 6»  . 

M«) * = “'*"' + 

; woselbst  s,  eine  willkührliche  Constante  bezeichnet.  Setzt  man 
der  Einfachheit  halber 


6*  = a2(l-e*), 

r 

"«dbst  e die  Excentricität  der  Ellipse  bzeichnet,  so  ist: 
. y*-a^(l-Fc*) 


« = a arcsin - 


2a«c 


+ *i . 


ind  hieraus  folgt : 


y*— ö*(l  + c*) 

n A ~~  8ln 

2a*e  a 


oder 

(10). 


. . y*  = a*(l  + 2cs1d^ — - +c*) 


Gleichung  der  verlangten  Curve.  (Man  sehe  hierüber  die 
iXe^ons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral“ 
'•mMoigno,  4ter  Band  Istes  Fascikel  Seite  218  und  219.) 

Ans  der  Gleichung  (10)  folgt  zunächst,  dass,  sooft  < um  2an 
"ächst,  y unverändert  bleibt,  und  hieraus  schliesse  ich,  dass, 


( 
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Lindman;  Probtema  geometricum. 


so  oft  die  Ellipse  sich  einmal  auf  die  Axe  der  x abgerollt  hat, 
der  BrennpMnkt  eine  Curve  von  der  Länge  2arc  durchlaufen  hat. 
Diese  Curvenlänge  ist,  wie  man  sieht,  unabhängig  tod 
h,  also  beschreibt  der  Brennpunkt  einer  jeden  Ellipse, 
deren  grosse  Axe  2a  ist,  bei  jedesmaligem  Abrollen 
der  Ellipse,  eine  Curve  von  derselben  Länge. 


t 


XXI. 

Problema  geometricum, 

prnpositiim  a 


D".  Christiano  Fr.  Lindman, 
Lect.  S t ren gnesen si. 


Invenire  rectam,  qiiae  segmentum  parabolicum 
chorda  ad  axem  principalem  perpendiculari  termina* 
tum  in  duas  partes  aequales  dividat. 

Aequatio  rectae  quaesitae  sit 


(1) 


et  aequatio  rectae  parabolam  y^  = 2px  secantis  x = a.  Recta  (1) 
parabolam  secat  in  duobus  punctis,  quorum  coordioätae  sunt 


y=- 


pi 

u 


db 


quae  posthac,  servato  ordine,  brevitatis  caussa  y\,y%,  ^i> 
nominentur.  £ tbeoremate  notissimo  sequitur,  ut  segmentum,  quod 
dividendura  est,  sit  =30^^20/).  Superlicie  segmenti,  quod  recta 
(1)  abscindit,  =s  posita,  ex  eodem  theoreraate  colligitur,  esse  | 
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* = \{xxyi—x^d  + i*(yi  —yt) 

= — ')  — »*(•  — ^*)  + 3(s^i-ya)], 


V 

luoniam  est  a;  = 2(l — -). 

' « 

Facillimo  jam  negotio  invenitur: 


* = i*(yi— y»)  (4——^*), 


el  introductis  valoribus : 


s 


Qoum  vero  problema  postulet,  ut  sit  s = |aV2ap,  invenitur, 
factore  communi  * V^p  divisione  remoto, 

= a V2o, 

9i)de  deuique  prodit ; 

(a%2.)‘  = 2...  vel  &*  + 2=  = »,>-2.  . . . (2) 

Ex  hac  aequatione  videre  licet,  innumerabiles  dari  tales  rectas, 
<)iales  quaerimus.  Facile  patet,  quantitatem  u ejus  modi  esse 

«JKHtere,  ut  sit  V 2ap  — ^'lap.  Posita  u = J;V2op,  in- 

»enilor  s = a( — 2±  -f  2V2),  ubi  tarnen  signo  inferiore  uti  non 

poasarous,  quia  z,  ut  facile  elucet,  hoc  problemate  negativa  esse 
neqait.  Jam  litteris  designemus  coordinatas  puncti , ubi  recta 
quaesita  dimidiata  est,  et  inveniemus: 


s—  i>  — y—  o — , > 


Jude  reperimus : 


z=ä  — — = — — . -=  — 

^ rj  ’ u p 


(3) 


Bi  valores  in  (2)  substituti  dant : 

= 2p|  — upV'^ (4) 

ioae  est  aequatio  parabolae  nulla  alia  re  a data  discrepantis  nisi 
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ea,  quod  abscissa  verticis  est  =4aV2.  Aequatiu  reclae,  quae 
baac  parabolam  puncto  |,  q tangit,  est 

y — (5) 

Qnod  si  valores  quantitatum  u,  z ex  (3)  in  (I)  .substituuntnr,  ea- 
dem  ipsa  aequatio  (5)  prodit,  unde  liquet,  rectam  quaesitam  es8e 
tangentem  parabolae  (4).  Ut  problenia  propositum  «olvatur,  scri- 
benda  igitur  est  alia  parabola  ejusdem  parametri  atque  datae, 

3 

cujus  tarnen  vertex  in  puncto  :r  = «aV2,  y = 0 situs  sit,  ejus- 
modi  tangens  bujus  parabolae  ducenda,  quae  non  intra  parabolam 
datam  secet  rectam  segmentum  datum  terminantein. 


XXII. 

Uebungsaufgaben  fiir  Schüler. 


1.  Wenn,  nie  Taf.  IV.  Fig.  3.  zeigt,  zwei  mit  den  Halbmes- 
sern a und  6 um  die  Mittelpunkte  A'  und  B'  beschriebene  Kreise 
einen  dritten  mit  dem  Halbmesser  r um  den  Mittelpunkt  O be- 
schriebenen Kreis  in  den  Punkten  P und  Q von  Aussen  berüh- 
ren, und  die  Länge  der  gemeinschaftlichen  äusseren  Berührenden 
der  beiden  nm  A’  und  B'  beschriebenen  Kreise  durch  {AB)  be- 
zeichnet wird,  so  ist: 


{AB)  = 


V(r  -f  g)  (r  + b) 


(R.  Townsend.) 

Aus  diesem  Satze  lässt  sich  mittelst  des  Ptoleniäischen  Satzes 
leicht  der  folgende  Satz  ableiten : 

2.  Wenn,  wie  Taf.  IV.  Fig. 4.  zeigt,  vier  um  die  Mittelpunkte 
A' , B' , C , jy  beschriebene  Kreise  einen  fünften,  nm  den  Mit- 
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telpunkt  O beschriebenen  Kreis  von  Aussen  berühren,  und  die 
Lünten  der  äusseren  Berührenden  der  um  die  Mittelpunkte 

-i’,  B -,  A',  C-,  A',  D -,  B’,  C-,  B'.  D’ , C'.  Dl 

respective  durch 

{AB),  (AC),  {AD),  {BC),  {BD),  {CD) 

Iipzeichnet  werden,  so  ist: 

{AC).{BD)  = {AB).{CD)-\-{BC).{AD). 

(Casey.) 

Wie  gestalten  sich  diese  Sätze,  wenn  an  die  Stelle  äusserer 
Berührungen  innere  Berührungen,  an  die  Stelle  äusserer  geraein- 
srhaftlicher  Berührenden  innere  gemeinschaftliche  Berührende  ge- 
setzt wcrrleii  1 Bine  ganz  allgemeine  und  auf  allgemeine  Ausdrücke 
»elirachte  Behandlung  scheint  wünschenswerth,  so  wie  die  Be- 
trachtung besonderer  Fälle,  wenn  Halbmesser  der  betreffenden 
Kreise  verschwinden  u.  s.  w. 


Wenn  in  Taf.  IV.  Fig.  2.  auf  den  Seiten  AB,  BC,  CA  des 
Dreiecks  ABC  die  Punkte  C , A' , B'  so  liegen,  dass 

AC'-.BC  = BA'-.CA’  = CB'-.AB'  = 

i)^t,  wo  das  Verhältniss  Itg  als  gegeben  betrachtet  wird:  so  soll 
man  den  Flächeninhalt  des  von  den  Linien  AA' , BD' , CC  ge- 
bildeten Dreiecks  A” D" C"  finden  (sein  Verhältniss  zu  dem  Flä- 
dieninlialte  des  Dreiecks  ABC  angeben). 

(H.  M.  Taylor.) 


Wenn  vier  Punkte  A,  B,  C,  D auf  dem  Umfange  eines  mit 
dem  Halbmesser  r beschriebenen  Kreises  liegen,  so  liegen  die 
Schwerpunkte  der  vier  Dreiecke  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  auf 
dem  Umfange  eines  mit  dem  Halbmesser  Ir  beschriebenen  Krei-' 
ses,  dessen  Mittelpunkt  seiner  Lage  nach  weiter  zu  bestimmen  ist. 

(J.  Griffitbs.) 


Wie  ist  die  folgende  allgemein  gültige  Gleichung: 

*’  + »*  + (a:+2t)*  = 2(a:®-Far^  + 3^*)*  + 

°>üglichst  kurz  zu  beweisen? 

N.  Peterson  in  Tidskrift  für  Matematik  och 
Fysik,  tillegnad  den  sveuska  Elementar-Un- 

16* 
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iUscellen. 


dervisningen,  utgif\’en  af  G.  Dillner,  F.  NV. 
Hultman,  T.  R.  Thaldn.  Häftet  I.  Januari  1868. 
p.  25. 


XXIII. 

M i 8 c e 1 i e n. 


Von  dem  11  e r a si  a f;  c h e r. 


1 


ln  der  in  jeder  Beziehung,  namentlieh  aber  auch  von  allen 
Lehrern  der  Mathematik  sehr  zu  beachtenden  „Tidskrift  für 
Mat  ematik  och  Fysik,  tillegnad  den  svenska  Eleroen- 
tar-Undervisningen,  utgifven  af  G.  Dillner,  F.  W.  Hüll- 
man,  T.  R.  Thalen“,  auf  die  nir  noch  oft  zurückzukommen 
hoffen,  findet  sich  u.  A.  der  von  Herrn  Iiars  Phragmen  in 
Haftet  1.  Januari  1868.  p.  14.  unter  der  üeberschrift:  Geo- 
metriskt  bevis  af  formlerna  für  tredje  hnndelsen  vid 
snedvinkliga  trianglars  beräkning  nach  ,,Lindinun’s 
Trigonometri.  s.  73.“  mitgetheilte  folgende  überaus  elegante  und 
zierliche  geometrische  Beweis  der  Formeln  zur  trigonometrischen 
Berechnung  eines  ebenen  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  und  dem  ein- 
geschlossenen Winkel,  der  gewiss  sehr  verdient,  bei'm  trigono- 
metrischen Elementar- Unterrichte  benutzt  zu  werden: 


In  Taf.  IV.  Fig.  1.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  in  welchem 
wir  die  Stücke  a,b,  C als  gegeben  betrachten.  Man  halbire  den 
gegebenen  Winkel  ACB  durch  die  Gerade  CD,  fälle  auf  die- 
selbe von  A und  B die  Perpendikel  AE  und  BD,  und  auf  das 
letztere  über  D hinaus  verlängerte  Perpendikel  von  A das  Per- 
pendikel AF.  Dann  ist : 

CR/>  = 90®— JC  = i(/4-FR), 
^ABF—\(AA^B)-B  = \{A-B)-, 

AF=  CD—  CE  und  BF—BD\  DF. 
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Hiernach  iist  nun  : 

AF  =.  cs\n\{A  — B) , CD  = acos\C,  CE  = bcoB\C\ 

BF  — ccos\{A  — ß),  BD  = aB\u\C,  DF  = b Bin \C\ 

folglich  nach  dem  Obigen : 

csiii  5(/i  — B)  = (a  — b)coB^C, 
ccos4(/i  — ß)  =z  (a-i-  b)  sin^C; 

(Iso; 

tang4(/4  — Ä)  =^q|j|cot4C; 

; («  — 6)cos4C  _j  (a  + i)sin4C 

I “ siii4(^  — ^ ® — ^ ’ 

i Gleiches  die  bekannten  wichtigen  Formeln  sind,  zu  denen  man 
ilio  auf  diesem  Wege  ungemein  einfach  und  leicht  gelangt. 

Wir  wünschen  nochmals,  dass  die  neue  schwedische  Zeit- 
tcbrift  namentlich  auch  bei  deutschen  Lehrern  der  Mathema- 
ä und  Physik  die  sorgfältigste  Beachtung  linden  möge. 


Von  dem  Herauageber, 

I Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Gymnasial* 
ehrers  Julius  Michaelis  in  Freiherg  im  Königreich 
iichsen  an  den  Herausgeber. 

. Herr  Gymnasiallehrer  J.  Michaelis  in  Freiberg  im  König- 
[^Sachsen  schreibt  mir  unter  dem  24.  Itlärz  1868: 

„In  Ihrem  Archiv  der  Math  em.  und  Physik  ThI.  XLVII. 
H«ftÖ.  S.  53.  fand  ich  kürzlich  drei  interessante  Aufgaben,  von 
fenen  die  zweite  und  dritte  Druckfehler  enthalten  dürften  u.  s.  w.“ 
Indem  ich  Herrn  J.  Michaelis  für  diese  ganz  richtige  Mit- 
ieilung,  welcher  zugleich  weitere  Bemerkungen  zur  nothwendigen 
ierichtignng  beigefügt  waren,  recht  sehr  und  verbindlichst  danke, 
beite  ich  nachstehend  die  erforderlichen  Berichtigungen  der  in 
^ede  stehenden  Aufgaben  mit.  Die  Aufgaben  waren  hauptsäch- 
ith  ihrer  Form  wegen  im  Archiv  niitgetheilt  worden,  und  die 
fehler  sind  jedenfalls  durch  die  ganz  veraltete  Gestalt  des  Mi- 
^szeichens  in  dem  alten  Buche  von  Paul  Haicken  entstanden, 
peh  bitte  wegen  dieses  Versehens  die  geehrten  Leser  recht  sehr 
^ Verzeihung  und  theile  nachstehend  die  nothwendigen  Berich- 
'oit. 

i Id  der  Aufgabe  a.  a.  O.  Nr.  2.  müssen  statt  der  Gleichungen: 
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a:*  + na?  + ft  = 0,  y*  \ cy  ^ d = Q 
gesetzt  werden  die  Gleichungen: 

a:®  — ax  — 6 = 0,  + cy  — d = 0 ; 

und  statt  der  Gleichungen: 

a:*  + 8x+9  = 0,  »/«+102/+ 11  =0 
sind  zu  setzen  die  Gleichungen: 

;t2_8x-9  = 0,  =0: 

was  auch  Alles  schon  Herr  J.  Michaelis  in  seinem  gütigen  Briefe 
bemerkt  und  durch  eigene  Rechnungen  herausgehracht  hat. 

In  der  Aufgabe  a.  a.  O.  Nr.  3.  müssen  statt  der  Gleichungen; 
a:®  + «a:  + ft  = 0,  f + d = 0 
wie  vorher  gesetzt  werden  die  Gleichungen: 

a® — ax  — 6 = 0,  cy  — d = 0; 

und  statt  der  Gleichungen: 

a®+10a?  + 24  = 0,  y®  + % + 32  = 0 
sind  zu  setzen  die  Gleichungen : 

_ 10a— 24  = 0,  ry*  + 4/y-  32  = 0. 

Es  sind  also  nur  Minuszeichen  für  einige  Pluszeichen  zu  setzen, 
welche  Verwechselung  auf  die  oben  angegebene  Weise  leider  ent- 
standen ist.  Andere  Berichtigungen  dürften  nicht  nüthig  sein; 
insbesondere  ist  es  auch  in  der  Aufgabe  Nr.  3.  ganz  richtig,  dass 
„die  Summa  beyder  Radicum  x + y so  viel  thut  als  das  Quadrat 
von  c“.  Denn  die  Wurzeln  der  Gleichungen  a®— 10a — 24  = 0 
und  y®  + 4_y  — 32  = 0 sind  beziehungsweise: 

a = 5 + 7 = I ^ = — 2±6  = | _g, 

also  a + y=  12+4  = 16  = 4®,  folglich,  weil  c = 4 ist,  wirklich 
a+y  = c®,  wie  P.  Haicken  sagt;  dass  derselbe  nur  die  posi-  | 
tiven  Wurzeln  in  Betracht  zieht,  ist  im  Sinne  der  alten  Arith- 
nietiker  bekanntlich  ganz  in  der  Ordnung. 

Ich  theile  noch  folgende  Aufgabe  nach  P.  Haicken  mit,  ab*' 
in  den  jetzt  gewöhnlichen  Zeichen: 

Es  sind  abermahl  zwo  quadratische  aequationes : 
x^  + ax  — a = 0,  y^  — ßy  — b = 0. 

Wann  man  die  beyden  wahren  radices  zusammen  addiret,  kom- 
men « + ß + l,  davon  thut  ß 2 mehr  als  a,  und  a 3 mehr  als  b, 

6 aber  ist  2 mahl  so  viel  + 1 dann  x.  Was  sind  es  für  aequif 
tionesl  Fac. 

a:*  + 2a?— 8 = 0,  y^  — ^y — 5 = 0.  , 
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XXIV. 

Propri^tes  nourelles  da  quadrilatere  en  general,  avec 
ipplication  aux  quadrilateres  inscriptibles , circon- 

scriptibles,  etc. 

I 

PBt 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Doctear  6a  aciencea  mathdmntiqoea, 

I Profeaaeor  au  Lycie  imp6rial  de  la  Kdunion.  (Mer  dea  Indea.) 


§.  I.  Definitions  preiiminaires. 

I.  Toute  ligne  brisöe  qui  se  ferme,  est  un  quadrilatere, 
Imqu’ eile  est  composee  de  quatre  droites;  ces  droites  sont  les 
tites  du  quadrilatere,  et  les  intersections  des  cötes  consecutifs 
»t  les  sommets  du  quadrilatere;  les  droites  qui  joignent  les 
iniinefs  opposes,  sont  les  diagonales  du  quadrilatere. 

ün  quadrilatere  est  dooc  une  figure  formee  de  six  droites 
li  se  coupent  trois  ä trois  en  quatre  points  diff^rents. 

i On  distingue  trois  especes  de  quadrilateres: 

l®le  quadrilatere  convexe  AßCD(*)  qui  est  situd  d’un  meme 

de  chacun  de  ses  quatre  cdtes.  Nous  representerons  par 
i,  c,  d les  quatre  cdtäs  consecutifs  DA,  AB,  BC,  CD  de  ce 
wdrilatere;  par  x,  y les  diagonales  AC,  BD.  Nous  ddsigne- 
*s  par  El,  F les  points  de  rencontre  des  cötes  opposes  AD  et 
f,  AB  et  DC\  et  nous  nomroerons  z la  distance  EF.  Nous 
Woserons  que  l’aogle  A du  quadrilatere  soit  plus  petit  que 
oppose  C,  de  Sorte  que  ce  deriiier  se  trouve  enveloppe 

l’angle  A. 

2®  le  quadrilatere  ä angle  rentrant  AECF,  dont  deux  cö- 
d»  consecutifs  CE,  CF  rentrent  dans  l’angle  EAF  forme  par  les 
Inx  autres  cötes  AE,  AF.  Les  deux  diagonales  de  ce  qnadri- 
•lere  sont  AC  — x,  EFz=  i. 


(*)  Le  Lecteur  est  pri6  lic  faire  la  figure  Lai-m6mp. 
IhtilXLVIII. 
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3**  le  quadrilatere  etoil4  BEDF,  doot  deux  cötds  BE, 
i)F  86  croisent  entre  les  deux  autres  cdtes  DE,  BF.  Les  deux  ^ 
diagonales  de  ce  quadrilatere  soiit  DB  = y.  EF=x. 

3.  Dans  chacun  de  ces  trois  quadrilat^res,  nous  donnerons  < 

le  noni  de  troisienie  diagonale  ä la  droite,  qui  joint  leü  I 
points  d’intersection  des  cdtös  du  quadrilatere.  I 

Les  trois  diagonales  x,  y,  i se  coupent:  o;  et  ^ en  G,  x et 
z eo  U,  2 et  y eii  E : eiles  forment  entre  eiles  le  triangle  GHK, 
dont  nous  supposerons  le  sonimet  K situe  du  meme  cöte  que  AF.  I 

§.  II.  Geserallsation  de  tbeoremes  connas.  | 

4.  Toutes  les  propridtds  du  quadrilatere  convexe,  qui  ne 
reposent  pas  essentiellenient  sur  la  convexite  de  cette  figure, 
appartiennent  aussi  aux  deux  autres  quadrilatäres,  Tun  ä angle 
rentrant  et  l’autre  dtoild.  Les  plus  importantes  de  ces  proprietee 
sont  les  suivantes: 

5.  Thdorime  I.  Dans  tout  quadrilatere,  convexe,  a 
angle  rentrant  ou  etoile,  les  droites  qui  joignent  les 
niilieux  des  cdtes  opposes  et  la  droite  qui  joint  lesnti- 
lieux  des  deux  diagonales,  passent  par  un  inenie  poiat 
et  y sont  divisees  chacune  en  deux  parties  egales.  ^ 

6.  Th6or6me  II.  Dans  tout  quadrilatere,  convexe,  s 

angle  rentrant  ou  dtoile,  la  somme  des  carres  des 
quatre  cötds  est  egale  ä la  somme  des  carrds  des  dem 
diagonales,  augmentee  du  quadruplecarrede  la  droite 
qui  joint  les  milieux  de  ces  diagonales.  j 

7.  La  surface  du  quadrilatere  convexe  ABCD  est  dgale  s ' 
la  somme  des  deux  triangles  ABD,  CBD  qui  s’appuient  sur 
la  diagonale  BD%  ou  ^gale  ä la  somme  des  deux  triangles  ACD,  ' 
AGB  qui  reposent  sur  la  diagonale  AG. 

Dans  le  quadrilatere  ä angle  rentrant  AEGF,  la  surface  est 
egale  ä la  somme  des  deux  triangles  AGE,  AGF  qui  reposent 
sur  la  diagonale  AG-,  ou  dgale  ä la  difference  des  deux  triau* 
gles  AEF,  GEF  qui  s’appuient  sur  la  diagonale  EF,  | 

Quant  au  quadrilatere  dtoile  BEDF,  sa  surface  devra  etre 
consideree  comme  egale  ä la  diffdrence  des  deux  triangles 
DEF,  BEF-  qui  s’appuient  sur  la  diagonale  EF,  ou  dgale  ä la 
diffdrence  des  deux  triangles  BDE,  BDF  qui  reposent  sur 
la  diagonale  BD. 
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Cela  pose,  il  est  aise  de  ddrnontrer  les  trois  theoremes  sui* 

8.  Th^orime  in.  Dans  tout  quadrilatöre,  convexe, 
Igle  ren  tränt  oudtoile,  les  droitesquijoignent  les 
gts  niilieux  des  cdtes  adjaceiits,  formeiit  un  paral- 
Igramme,  dont  la  surface  est  la  moitie  de  celle  du 
|drilatere. 

9.  Tb^ordme  IT.  Dans  tout  quadrilat^re,  convexe. 
Igle  rentrant  ou  etoile,  les  droites  incnees  par  les 
Imets  parallelement  aux  diagonales,  fornient  un 
'illelogranime,  dont  la  surface  est  double  de  celle 
jguadrilatere. 

il 

10.  Th^orSme  T.  L’aire  d’un  quadrilatere  qnelcon- 
^convexe,  ä angle  rentrant  ou  etoild,  est  dgale  au 
ii-produit  des  diagonales  multiplie  par  le  sinus 
Tingle  conipris. 


§.  III.  Proprietes  Boorelles  du  qaadrilateie. 

. 

11.  Thdordme  I.  Dans  tou  t quadrilatere,  convexe,  ä 
ln  rentrant  ou  etoile,  le  double  produit  des  diago- 
isniultiplid  par  le  Cosinus  de  l’angle  compris,  est 
lala  somme  des  carres  des  deux  cötes  non  oppo- 
tl'angle,  diniinuee  de  la  somme  des  carrds  des 
itintres  cötds. 

[Bans  le  quadrilatere  convexe  ABCD,  projetons  la  ligne  bri- 
\dBDC  sur  la  diagonale  AC;  nous  avons 

AC=  ABcos  BAC+  BDcoaAGB+  CDcohACD, 

«»  posant  l’angle  AGB  = (p, 

X — bcoaBAC-{-ycoa<p-\-  dcoaACD', 

^ «n  multipliant  par  2x, 

Zr*  = 2bx  cos  BAC  + 2xy  cos  tp  + 2dx  coaACD. 

Ins  dem  triangles  ABC,  ACD  donnent 

2bx  cos  BA  6'  = 6*  + x^ — c*, 

2dxcoaACD  — 

nUient  donc,  en  substituant, 

• 17* 
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2x*  = 6*  + X* — c*  + 2x^cos  g)  + d*+a;* — 
d’oü  on  tire 

2xycos(p  = a* — 6*  + c* — tP.  . . 

La  ddmoDstratioD  serait  analogue  pour  le  quadrilatöre  äa 
rentrant  et  pour  le  quadrilatere  etoild. 

12.  ThdorSme  n.  Dans  tout  quadrilatere,  conv( 
ä angle  rentrant  on  dtoild,  le  double  produit  de  i 
cdtds  opposds  multiplie  par  le  cosinus  de  l’angiec 
pris,  est  dgal  a la  somme  des  carres  des  diagona 
diminude  de  la  somme  descarrdsdesdeuxautresc6 

En  effet,  le  quadrilatdre  convexe  ABCD  peut  dtre  consi 
corome  un  quadrilatdre  dtoile  ABDCA,  dont  les  cötes  consde 
sont 

AB  — b,  BD  — y,  DC  = d,  CA  = x, 

et  dont  les  deux  diagonales  sont 

AD  = a,  BC  = c; 

nous  avoDS  donc,  d’apres  le  tbdoreme  prdcddent,  j 

2accos(a,  c)  = — b*  — d®. j 

Nous  trouverions  de  mdme  ' 

26dcos(6,  d)  = — a*  — c*. j 

13.  Thdordme  m.  Dans  tout  quadrilatdre,  conrt 
k angle  rentrant  ou  dtoile,  le  produit  des  diagoai 
multiplid  par  le  cosinus  de  1’ angle  compris,  est  eg 
la  diffdrence  des  produits  des  cdtds  opposds,  maltipl 
chacun  par  le  cosinus  de  l’angle  compris. 

En  effet,  considdrons  les  trois  relations  (I),  (II)  et  (HI) 
nous  retrancbons  la  troisieme  de  la  seconde  et  que  nous  cm 
rions  le  rdsultat  ä la  premidre,  nous  obtiendrons  rdgalite 

xycoa(x,  y)  = accos(a,  c)  — bdcos{b,  d).  ■ 

14.  Thdordme  IT.  Dans  tout  quadrilatdre,  convc 
k angle  rentrant  ou  dtoild,  le  quadruple  carrd 
droite  qui  joint  les  railieux  des  diagonales,  est  dgl 
la  somme  des  carrds  de  deux  cdtds  opposds,  dimi>i 
du  double  produit  de  ces  cdtds  multiplie  par  lecoa* 
de  l’angle  compris. 


i 


J 
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ous  savoDs  (n**  6)  qoe 

4r*  = a*+6*+c*+d*  — a:* — y*, 

gnant  la  droite  qai  joiat  les  milieux  des  deox  diagonales 
/;  or  nous  avons  trouvd  (n**  12)  que 

— 6* — d*  = 2accos(a,  c); 

chant  cette  seconde  dgaiitd  de  la  premi^re  et  rdduisant,  on 


t 

4r*  =r  a*+c* — 2accos(a,  c) (V) 

D aarait  de  m4me 

4r»  = 6»+d*— 26dcos(6,  d) (VI) 


1 Corollaire.  Ces  deux  derni^res  dgalitds  donnent 

o*+c* — 2accos(a,  c)  = 6*+d® — 2bdcoa{b,  d).  . . .(VII) 

).  Th£ordme  T.  Dans  tout  quadrilat^re,  convexe, 
;le  rentrant  ou  etoild,  le  quadruple  carrd  de  la 
e qui  joint  les  milieux  de  deux  cdtds  opposds, 
gal  ä la  somme  des  carres  des  diagonales,  plus 
olns  le  double  produit  de  ces  diagonales  multi- 
parle  Cosinus  de  1’ angle  compris,  suivant  que  cet 
!est  ou  non  opposd  aux  deux  cdtes  considdres. 

«ent  p la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  cdtds  oppo- 
idc;  et  q celie  qui  joint  les  milieux  des  deux  autres  cdtes 
Nous  avons  (n**  6) 

4p*  = a:*+y*+6®+d® — a* — c*; 

nme  (no  11) 

6*+d* — a* — c*  — — 2a:_ycos  <p, 

de  suite 


4p*  = — 2a:pcosqp (VIII) 

D trooverait  de  me  me  que 

4q*  = a:®+y*+2a:pcosqp (IX) 

'■  Corollaire  I.  Les  dgalitds 


Ibdcoa  (6,  d)  = a:®  +y*  — a® — c®, 
o® — 6*+c®— d®  = 2xycos<p 
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donneat,  par  soustraction. 


6®+rf*+26rfcos(6,  d)  = ‘Ixy  cos  tp. 

On  a donc  aussi 

4/»*  = 6*+d®+26<Zcos(6,  d) 

et  pareillement, 

4y*  = o*-|-c*+2accos(a,  c) .j 

Ces  relationa  exprimcnt  que 

Dans  tont  quad  ri  I at  e,  convexe,  ä angle  reiil 
ou  dtoile,  le'quadruple  carre  de  la  drnite  qiii  joitt 
milteux  de  deux  cotds  opposes,  est  egal  a la  so 
des  carrds  des  deuxautres  cotes,  augnientde  du  do 
produit  de  ces  deux  cdtes  multipli^  par  le  costnu 
l’angle  compris.  ! 


18.  Xh6ordme  TI.  L’aire  d’un  quadrilatere  quell 
que,  convexe,  ä angle  rentrant  ou  dtoile,  est  egalj 
quart  de  la  difference  des  carrds  des  diago  nales,  ij 
tipliee  par  la  tangente  de  l’angle  compris  entraj 
droites  qui  joignent  ies  milieux  des  cotes  oppos4 

En  effct,  Ies  droites  p,  q sont  Ies  diagonales  d’un  par 
gramme,  dont  Ies  cotes  adjacents  comprennent  entf 

l’angle  g>  des  diagonales;  l’aire  de  ce  paralldlogramme  es 
suite,  expriinee  par  chacune  des  quantites 

I 

ixysin(x,  y),  Ipq  sin  {p,  q),  \ 

de  Sorte  qu’on  a l’aire  du  quadrilatere 

Q = ixysin  (x,  y)  = pqsin  (p,  q) ; 


niais  on  a aussi 


2pqcos(p,  q)—-^ 


X'*  « 


ou 


pqcosip,  q)  = i(x*— t/*); 
on  obtient  ainsi,  en  multipliant  membre  ä membre, 
QXcos(p,  q)  = i(x*— y*)sin(p,  q), 

d’oü  on  tire 


Q = i(x*  — y*)tang(p,  q). 
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19.  CoroUaire.  Cette  derni^re  formale  donoe 


, 2ar»/8in(ar,  «) 

tanR(;>.  q)  = — — yä"-  • 


On  troure  pareillement  que 


2acsin(a,  c) 

tang(gr,  r)  = 

. , - 2bds\n(b,  d) 

tang(r,  p)  = • 


(XIII) 


(XIV) 


20.  Thßoröme  VII.  Dans  tout  quadrilat^re,  convexe, 
äangle  rentrant  ou  dtoile,  oü  a,  b,  c,  d designent  les 
quatre  cdtds  consecutifs  et  <p  l’angle  des  deux  diago- 
nales X,  p;  la  surface  Q est  exprimee  par  la  formale 

Q = i (a® — 6®+ c*  — d®)  tang  q>. 

En  effet,  noas  savons  (n°  10)  qne 

Q = 4*ysinq), 

comme  nous  avons  troavd  (n®  II)  qae 

2j;^cos9>  = a®  — 6*+c® — d®, 
il  rieot,  en  mnitipliant  membre  ä membre, 

'icoa<p.Q  = 4(a®  — 6®+c®  — d®)sinq», 

^’oü  on  tire 

Q = 4(o® — 6®+’c® — d®)tang9> (XV) 

21.  Th^ordme  VTII.  L’aire  da  qaadrilat^re  est  aassi 
«iprimde  par  la  formale 

Q = iVSrV— (a®  — 6*  + c»— d®)*(‘).  . . .(XVI) 
Car,  puisqae 

Q =z  4.7^ sin 9>  = iV'4a:®^® — 4x®^®cos®qo, 

on  voit  de  suite,  en  ayant  4gard  ä la  formale  (I),  qu’on  a l’ex- 
pression  (XVI),  qui  peut  aussi  s’ecrire 

Q = i\^(2i^+fl®  - 6®+  c®  - d*)  (2a:y  - a*  + 6®-c®  + d*).(X  VII) 


(*)  Non«  avont  dejä  fait  connaitre  cette  ex)ires8ion  danii  les  Nou- 
’ollet  Annalei  de  M ath em a tiq u es , Tome  VII,  pagc  67,  1848. 


Digitized  by  Google 


252  Dostor:  Propriites  noutelles  du  quadrilatere  en  g6n6ral,  • 

22.  Relation  de  Carnot.  Dans  oa  Geom  etrie  de  position 
Carnot  a etabli  la  relation  gendrale  qui  existe  entre  les  quatre 
cotds  et  les  deux  diagonales  d’un  quadrilatere;  cette  relation  ex- 
prime  que  le  quadrilatere  n’est  pas  une  figure  gauche,  c’est-ä-dire, 
que  les  cdtes  et  les  diagonales  sont  situds  dans  un  mdme  plan. 
Nous  allons  ddterminer  cette  formule  par  le  procede  suivant,  qui 
cooduit  de  suite  ä une  relation  syradtrique. 

Soient  «,  ß,  y les  angles  que  font  entre  elles  les  droites  p, 
q,  r qui  joigiient  les  milieux  des  c6tds  opposds  et  ceux  des  dia- 
gonales. Puisque  n = jS-fy,  nous  arons 

cos*o+cos*j3-|-cos®y — 2 cos  n cos cos  y = 1; 

öf  ¥*>  dtant  les  cötds  d'un  Parallelogramme  dont  p et  q sont 
les  diagonales,  il  vient 

2/»*-|-2q'*  = 4pycosa  = a:* — y*; 

et  de  meme 

2(y®+2r*  = a*+c*  Vcos/J  = a*-c»; 

2r*-f  2p®  = 4rpcosy  = 6® — rf*; 

nous  obtenons  par  suite,  en  substituant, 

2r®(ai®  -y®)® + 2p®(a*— c*)®-f2y*(6®  - <i®)®  — (a:*—  y®)(a®  — c®)(6®— d*) 

= 32p®9»r®; 

mais  on  a 

2r*(a:®  -y®)®  = 2r®(a:*+y®)*— 8r®a:®y*  = 8r*(p®+9®)*  — 8x*y*r*, 

de  Sorte  que  I egalitd  prdcddente  devient,  en  changeant  les  eignes 
et  en  transposant, 

8a:®y®r® + 

= 8r*(p®+9*)*+8p®(9®+r*)»-|-8y®(r*+p*)®-(a:®— y*)(a*— c*)(6*-d’) 

— 3'2p*q*r.  I 

Les  quatre  premiers  termes  du  second  raembre  se  rdduisent  a 

(2p*-p29®)(29®+2r®)(2r®+ 2p®)  = (a;*4.y2)(a*+cS)(6®-|-d*); 
et,  comme 

4r®  = o®l-<.®+c®+rf*— a:®  — y*  etc.  | 

on  a en  ddfinitive 
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2**^*(o*+6*+c*+<i*  - a:*  + 2o*c*(a* +^*+ 6*+d*— a*  — c*) 

I +26*d»(a:»+2^*fa®+c»— 6*-d*) 

= (j;*+y*)(a*+c*)(6®+d*)-(a:»-3,*)(a*-c»)(6*-rf*) 

= 2(a*d*+6*c*)a:*+2(a*Ä*  + c®d*)y®. (XVIIl) 

Cette  equation  peat  encore  se  mettre  sous  l’ane  queicon- 
qae  des  quatre  formes  suivantes: 


xy(u^ + c* + 6* + d*— ;r®  -y*) 

+flc(6*  + d* +a:® +3^*— a®— c®) 
:+4d(a®+y*+o®  + c®-6*-d®) 


_ [a:(ad-f6c)+ff(a&  + cd)1® 
xy+ac+bd  ’ 


-i_y(o*  + c*  + 6* + d® — x^—y^)  \ 

+«c(4»+d®+a:*+3^®-a»-c*)  f = 6c)~ y(o6+cd)]® 

•ma:*+3^®+o®+c®-6®— d®))  — ary  + acH  6d 

tj(a*+c®+6®  + d®— a:®— y*)  j 

-oc(6®  + d*+a:*+3,*— o®-c*)  |_  N«<^-*c)-f-y(a6— cd)]®^ 
+W(a*+y*+a®+c®-6*-d®)  ) xy—ac+bd 

ij(a*+  c*+  6®+d®— ar*— y®)  \ 

+oc(6*+ d®  + a:*  + y*-a*-c®)  ( = [a^M-M-y(a6-cff)]« 
-4d(a*+  y*+  a®  + c®— 6*-d*) ) ay  + «c — Ad 


I §.  IV.  QaadrÜatere  inscriptible  eoiiTexe. 

23.  Nous  distioguerons  quatre  esp^ces  de  quadrilateres  in- 
i«fiptibles : 

I 1®  le  quadrilat^re  inscriptible  convexe  ABCD,  dont 
■oDg  poserons  toujours  les  cdtds 

DA  = a,  AB  = b,  BC=c,  CD  = d-, 

2*  le  quadrilatere  inscriptible  dtoile  DACBD,  dont  les 
'«Ws  consdcutifs  sont  DA,  AC,  CB  et  BD; 

3“  le  quadrilatere  ex-inscriptible  ä angle  rentrant 
^^FCE,  ayant  pour  cdtes  consecutifs  les  droites  EA,  AF,  FC 
«t  CE  ; 

4“  le  quadrilatere  ex-inscriptible  etolld  EBFDE,  qui 
wt  rormd  par  les  cotds  consecutifs  EB,  BF,  FD,  DE. 

Nous  qualifions  cbacun  de  ces  deux  derniers  de  l’dpitbbte 
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d’ex-inscripti bl e,  parceque  la  circonference  passe  par  dem 
sommets  opposds  du  quadrilatere  et  par  les  deux  points  de  con-j 
cours  des  cotes  opposds.  j 

Nous  Dous  occuperons  d’abord  du  quadrilatere  inscriptible  con- 
vexe. 

24.  Diagonales  Int^rlenres.  Dans  le  quadrilatere  inscriptible 
convexe,  les  angles  opposäs  etant  supplementaires,  on  a les  re- 
lations 

= a®  -f  rf*  -1-  2ad  cos  B,  | 

a:*  = 6*-l-c*  — 26c  cos  ß,  j 

qui,  par  l’elimination  de  l’angle  B,  donnent  la  valeur  de  x,  Onj 
trouve  ainsi  pour  les  deux  diagonales  interieures  ' 

, (o6  + crf)  (ac -f6rf)  (arf  + 6c)(flc  + 6d) . 

^ ’ » = äb^d ’ 

d’oü  on  tire 


, , X ah-^cd 
X!/  = ac+bd,  - = ^äTVc 


(XXIV) 


24  bis.  Dlirerence  des  carres  des  diagonales.  Si  nous  retran- 
cbons  membre  ä niembre  les  dgalites  (XXIII),  nous  obtiendroos 


1 o6  -f  cd 

ad-f  6c“I 

Lad  -f  6c 

ab  -|-  cd  Jl 

_ {gc-f6d)[(«i6-f-cr()® — (ad  + 6c)®] 
(ad -{■  bc){ab  + cd) 


et  en  effectuant. 


- j _ (ac  -f  bd)(a‘^c^)(,b*—d^)  . 
^ (ad  -f  6c)  (ab  cd)  ’ 

d’oü  on  tire 


•r® — f/®  a^—c*  6® — d® 

~ ^ 

xy  ad  -J-  6c  o6  -|-  cd 


. (XXIV  bis) 
. (XXIV  ter) 


25.  Segments  des  denx  diagonales  int6rieures.  Les  demi 
triangles  ABD,  BCD  ont  les  angles  en  A et  C supplementairesj 
en  rodme  temps  qu’ils  ont  mdnie  base;  ii  vient,  par  consdquentj 

ABD  AD.  AB  ab 
BCD  — CD.  CB  ~ cd’ 

ABD  _AG  _x' 

BCD  - CG  ~ x"  ’ 
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oü  x',  x”  designent  les  deux  segments  additifs  AG,  CG  de  la 
diagonale  AC  = x\  on  en  tire 

gf'  x'  + x"_  x 

ab  cd  ab -{-cd  ab\cd 


On  trouverait  de  mdme  que 


— ^ — 

ad  bc  ad+ bc’ 


(2) 


oü.  y'  = DG.  y"  = BG. 

Par  suite,  on  a,  en  ayant  dgard  aux  valeurs  (XXIII), 


_ a'^bHac-{^bd)  _ cMHac  + bd)  . ] 

^ ~ {ab^cd){adi-bc)’  ^ “ (o6  + c(/)(a</+6c)  ’ / 

a^dHac htf) b^c^{ac  bd)  | 

^ {ab-\-cd){ad\  bc)'  ^ (a6  + crf)(fl<Z-f-6c)’ ) 


Ces  egalites  dbnnent 


^ y'  _ ^ _ y" 

ab  bc  cd  da' 


(XXVI) 


et  expriment  que 

Dans  tont  quadrilatbre  inscriptible  convexe,  les 
Segments  ad  ditif-s  des  deux  diagonalesinterieuressont 
entre  eux  com  nie  les  produitsdescdtesquiaboutissent 
aux  extremitds  de  ces  segments. 

Ce  theorbme  a dtö  donne  par  Carnot  dans  sa  Geometrie 
de  Position. 

Pour  avoir  les  segments  soustractifs  des  mdmes  diagonales, 
il  suflQt  de  se  rappeier  que  les  trois  diagonales  d’un  quadrilatere 
sc  divisent  en  parties  harmoniques,  c’est-ä-dire  que 

_ £•  yL  — Vi 

cd'-x^  y"-y^' 
oü 

Xi  = AH,  x^  = CH,  yi  = DK,  y^  = BK\ 
il  vient  ainsi 


OCt^  X ^ 

ab  cd  ab — cd  ab — cd ' 

y\  _yg_yt-y?  _ y . 

€ul  bc  ad—bc  ad — bc 


(3) 

(4) 
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mettant  ä la  place  de  x,  y leurs  valeurs  (XXIIl),  on  obtient 

j (ab-\-cd)(ac-\-bd) 

(ab — cd)*’  ad-\-bc  ’ 

^ c*d*  (a&+  cd)(ac^^i^^ 

(ab — cd)*’  ad+6c  ’ 

j a*d®  (ad-\-bc)(ac-\-bd) 

(ad — 6c)*'  a6  + cd  ’ 

j 6*c*  (ad  + 6c)  (ac-f  6d) 

(ad — 6c)*  ’ u6  + cd 

Au  moyen  des  valeurs  prdcädentes  on  trouve 

x,(ab  — cd)  Xt(ab  — cd)_yi(ad—bc)  y^(ad  — bc) 

ab  (ab  + cd)  cd  (ab  + cd)  ad  (ad  + 6c)  bc(ad-\r  bc)  ' 


...(XXVII) 


26.  Angrle  des  diagonales.  Dans  la  formale  gdndrale 
2a;y  cos  9 = 0*  — 6*  + c® — d* 
rempla^ons  xy  par  sa  valeur  ac-f-^d;  nous  obtenons 

a2_6*+c*— d* 

cos9>-  2(ac  + 6d)  

d’oü  nous  tirons,  en  posant  a + 6 + c + d = 2p, 


(XXIX) 


. . .krip-o)(p-c) 
= V ac  + 6d  ’ 

cosiqp  = ^ 


(p—b)(p—d), 
ac  -|-  6d  ' 


(XXX) 


lang  i?) ; 


(XXXI, 


6in  q>  = 


(p—b)(p—c) 

_ ^\r(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) 


ac  + 6d 


. .(XXXII) 


Gelte  derniere  expression  ötant  divisde  par  (XXIX),  donne  . 


— 4\C(P— g)(p— 6)(p-c)(p-d)  /YYXIIh 

lang  (p  — 6*+C* d*  ’ * * 

Ges  expressions  ont  etd  donndes  en  partie  par  M.  Starin 
dans  les  Annales  de  Mathdmatiques  deGergonne,  Tome 
XIII  (1822-23),  page  314. 

27.  Angles  des  cdtds  adjacents.  Les  valeurs  de  ces  angles 
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en  fonction  des  cotds  sont  connnes  en  grande  partie.  Pour  Tun 
d’eoz,  Tangle  A,  par  exemple,  elles  sont: 





2(a6+crf)  ’ 


sin^  = 
(ang  A — 


2V  {p-a){p—b){p—c)ip—d) 
ab-{-cd  ’ 

4V  {p—a){p—b){p—c)(p—d) 
a*+6*-c*-d» 


. . . (XXXV) 


28.  Angles  compris  entre  les  cötds  oppos^s.  L’angle  E formd 
par  les  cdtes  a et  c,  est  le  Supplement  de  la  sorame  des  aogles 
A et  B\  par  consdquent,  nous  avons 

sini£  = coss^cos^ß  — siii^ilsin 

rempla^ant  les  facteurs  du  second  membre  par  leurs  valenrs,  an 
obtient 


sin 


V ip~a)(,p-c){p—d^v {p-n){p—c){p—b)* 
V («6  + cd)  {ad  + bc)  ’ 


sin  4 


pois 


■ • (XXXVI) 

On  trouveralt  pareillement  qae 

sin  4F  = (a-c)  . 

* (a  OY  {„b  + cd){ad  + bc)’ 

COS4F  = {b+d)\f 

“ (a&+cd)(ad+Äc) 


(XXXVII) 


(XXXVIII) 


d’oü  on  tire 
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et 


tang4£  = 
tang4F  = 


b—d^rjp—a)  (p—c) 
(p-b)(p—d.y 

a—c^Tip—b)  (p—d) 
a + cY  (p—a)(p—cy 


Ccs  raleurs  donnent 


sin^£  b — d 
cosjF  a +c’ 

sinJF a — c. 

cos  yE  b + d' 


. (XXXIX) 


(XL) 


tangi?)  = i—fi  tangiF  = ^qr^cotiF  . . . (XLl) 


tang^Ftang^F 


(n—c)(b — d)  X — ?/ 

(a  + f)(6  + d)  ~ x-\^y 


Cette  derni^re  dgalite  prouve  que 


. (XLIl) 


Th^ordme  I.  La  difference  des  diagonales  divisde 
par  leur  sonime,  est  dgale  au  produit  des  fangentes 
des  demi>angles  conipris  entre  les  cdtds  opposds. 


Au  nioyen  des  valeurä  precddeiites  il  est  aise  de  trouver  que 


2(fl2_c*)  ; l ^ 


(a® — 6®Fc* — rf®)(ft®-p<(®) -f  4(oc  + A(Z)6rf 

2(a6  + ctt){ad  -f  bc)  ’ 

„ — + c® — </®)(g®4-c®)  -I-4(nc-I-6rf)ac_ 

2(a6  F cd)  (ad  + bc)  ’ 


. (XLIII) 


V—  ^b*—<P)  V (p—ii)  (p—b)  (p—c)(p—d)  ) 
(a® — 6®+c® — ti®)(6®+</®)F4(«cF6rf)6rf’  | 

4(g®— c®)V(p-o)(p— 6)(p-c)(y— rf)  I 
° («®— 6®+c®— d®)(a*Fc*) + 4(ac+6rf)ac ' / 

Les  formules  (XLII)  donnent 


. (XLIV) 


d'oü  on  deduit 


sin  F A®— d® 

sin  F a® — c®  ’ 


(XLV) 
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sin  £ sin/’  sin£  + s!nF  sin£  — sin  F 

*21^  ~ a*— c*  ~ ^:p62_c*— 5*  “ ^2+6»+c*— rf»  ’ 

r on  a,  d’apres  (XXXV), 

a*+6* — c*— <i*  = 2(oA  + Cf/)  cos 
— o*  + 6®+c* — f/*  = 2(nd4-6c)cos  D; 

vient  donc,  en  substituant. 


sin£+sinF  2sin£cos^ 
~~ab\cd~  — * 

sin£ — sinF  2sinFco8Ö 
ad-\-Uc  a*— c® 


(XLVI) 


28  bis.  Angles  formes  par  les  c6t^s  et  les  diagonales.  Le 
.tiangle  AGD  nous  donne 

sinZ)^£  s\n  ADG  sin  dGO 


d'ou  ooDS  tirons,  par  Substitution, 


.nAn—  cJn  nur  - 

V («6  + cf/)(ac+6f/)(of/+6c)’ 


. An  D • .-»Air  ip-n){p—b)(p—c){p-d) 

mADB  — sin^C£  _ Iby  (ab\cd){acVbd)(ad\bc) 


De  ces  valeors  on  deduit 


cosDAC  = cosDBC  = 


<^osADB  = cos  ACB  = 


d(a^-\-b^  f c* — f/2)  +2flftc 
2V  (o6+cf/)^  nc\bd)  {ad\bc)’ 
Ä(o*+c2^  f/2 — b^).\-2acd 
2\^  (a6-|-cf/)(öc+6f/)(af/F6c)’ 


et,  par  suite. 


(XLVII) 


(XL  VIII) 


^d\f(p—a){p—b){p-c)(p—d) 
tangD^C  = tang££C=  ~llü^:^c^-d-)^2abr~’ 

V (AlilA) 

= ,.nMCB  = 

29.  Segments  des  cdt£s.  La  similitude  des  denx  triangles 
dfi£,  CDE  donne  immediateraent 


AE  AB 

CE  - DE  — CD ' 


Digitized  by  Google 


2))0  0»tt»r:  rt0^i1eta  mtmrfUtt  ä»  tmsärOmiere  em  ftwerml. 


«'_c'+e_* 
c «'— « d’ 

es  |w^«*  AE  = o',  CE  = r' ; *a  e«  d^ait  les  den  eqaatioa  t 

du'-bc'  = 0. 

6e' — rfe'  = ab-i-cd; 

dont  U r^solotioa  donae 

b(ab-t^ed)  , d(abi^ed)  ^ , 

-^-d*  


En  posant 

AF=b',  CF=a 
DE  = o".  BE  = d’ 
BF=b",  DF^iT 
OB  trouverait  aemblablement 


a(abFcd)  j,  c(ab+cd),  , 

b — — s — i — t a ~ — ä — 

a*— c*  a*— c* 

. . . (LII 


„ d{adFbc)  „ 6(ad  + 6c), 

’ 

c(oJ+6c)  a{adFbc) 

b = ="^5=^- 


30.  Belatloas  entrc  les  ciWs  et  lenrs  serments.  Si  nous  com 
binona  entre  elles  les  qaatre  premieres  valeurs,  noas  trouvons 

...  (oft  + cd)*  ^ 

o'ft'+c'd  = (JHcd)*— (od  +'6c)"*’ 


, . , , „ (oft— cd)(flft+cd)«  . 

I 6 _c  (t  _ /„A  . crf^*_fad+ftc)*  ’ 


(oft+cd)* — (od-|-ftc)*  ’ 

,L>t_  (wft+cd)*(od+ftc) 
a d +6  c - („6^.cd)2_(arf+6c)*’ 

— (od— ftc)(fl'<+cd)*. 
(aft+cd)*— (od+ftc)*’ 

ftd 


a'd’—b’c'  = 


(LIIi; 


aV+ft'd'  — (o6+cd)*|^^^, (ft* d*)  J ' ( 

.r  n.  ^ 

a'c' — ft'd  = — (aft+cd)*|^^3^äjj  (ft®— d*)*J’ 


..(LIV) 
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■,  a — c — 


ab-\-cd 
6+^’ 

- " a+c I 


. . .(LV) 


a — c 

is,  en  poBant  a'+6'+c'+d' =:  2p', 


—a 


ab-\-cd 
(a— c)(6+d) 


ip-a),  p'—c'  = 


ab  cd 
(a— c)(6+rf) 


,,  afi  + erf  . , „ a6-|-c<2  . ..J 

* ~ (a+c)(6-d/^“*^’  “(a+c)(6— d/P 

ab cd  , i 


(LVI) 


. (LVII) 


p'—b'—d'  — (a_cX6— d) 

pWd'=(/^*+;^d)P- 


Les  quatre  dernidres  valeurs  fournissent  de  ni^me  les  rela- 


DD8 


(o6  cd)(«d-t-6c)* 

a o -tc  a — (o6  + cd)*— (ad+6c)*’ 

{ab — cd)(ad  + bc)^ 
{ab  + cd)* — (ad+6c)*  ’ 

(ad  -t-^c)* 

{ab  + cd)* — (ad+6c)®  ’ 


a"b"—c"tr  = — 


a"d"+6"c"= 


/ • 


(LVIII) 


«'V"  A'V"—  (qd  — 6c)(ad+6c)*  . | 

(aÄ+cd)*-(ad+6c)*’  ' 


(LIX) 


»,  » _ «d  + 6c  _ «d  + Äc 

~ 6— d ’ ® ® 6 + d^’ 

6-+  d»  = ^ 

« — c o+c 


. . .(LX) 


Th»U  XLVIII. 


18 
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ad-\-bc  , , „ „ ad-\-bc  , 


o"-b"=z 


ad-\-bc 


(a+c)(6— d) 


p"-d’  = 


ad-\-bc 


{a\c){b—d) 


ad-\-bc  , 

d"—  <^d-\^bc 

p —c  —d  — (a_c)(6-d)P’ 


(P— *)5 
\ 


(LX^ 


(LXB 


2p"  = o"+6"+c"+rf". 

La  comparaison  de  ces  relations  fournit  les  dgalites 
ab  + cd  a'b'+  c'd'  a"b"  + c"d" 


ad-\-bc ' 

ab — cd 
ad — bc  ' 

a'c'+b'd' 

a'c'—b'd' 


a'd'+6V  “ 

a'b’-c'd' 

~a'd'—b'c'~ 

a"c"+b"d'' 

a”c”—b”d"' 


a"d"  + 6"c"  ’ 

a"b"-c"d" 

a"d"—b"c"' 


.(LXllt 


31.  Droite  qui  joint  les  mllleax  des  diagonales.  Gelte  droiti 
est  fouroie  par  l’egalitd 

x®+y*+4r*  = a*+6*+c®+d*. 

Or,  si  nous  mettons  en  dvidence  ia  sorame  des  carres  des  cölii 
dans  Ia  valeur  de  et  que  nous  ajootions  au  resultat  Ia  valel 
de  y^,  nous  trouvons 

6d(a* — c*)® + ac(Ä* — d®)* 


a:»+y*  = o®+6®+c®+d» 
II  vient  donc 

4r®  = 


(a6  + cd)  (ad+6c) 
6d(g®  - c®)®+flc(6®  — d®)« 


(a6+cd)(ad+6c) 

32.  Trolsiime  diagonale.  Le  triangle  AEF  doiiiie 
t^=z  AE^^^AF^—<iAE.AF.coaEAF 


. (LXiv; 


. (LXVl 
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ou 

I*  =:  «'*+&'* — 2a'6'  cos  A ; 
or  nous  avons  trouve  (n“  29) 


et  (iio  27) 


, 6(fl6  + crf)  a(o6  + crf) 

® ° ~ a*-c^ 


2 cos  ^ = 


ab+cd  ’ 


^ doDC  Dous  substitaons  daiis  Tequation  precedente,  nous  obte* 
oons 


2*  6*  a*  a6(a*  + 6*+c®+<^®) 

- ~ (ä^c*)*~(n*-c*)(6®-d^6+crf) 

Iet,  en  reduisant, 

***~  ■ _ /|  YVI\ 

(a6  + cd)(fld+6c)  ~ (a*— c*)*  (6*-d»)2’  ‘ ’ 


ce  qu’on  peut  eocore  mettre  sous  la  forme 

I [(n6+cd)* — (ad+6c)®]®  _ «c(6®— d*)®  + 6d(a*— c*)* 

(a6  + cd)(ad+6c)  “ 2»  -(l.AVii) 

33.  Segments  de  la  troisidme  diagonale.  Les  deux  triaiigles 
AEH,  AFH  ayant  merae  bauteur  et  un  cöte  comniun  AH,  don- 
Dent 

j EH AEH AE.sioEAH a'sinfa,  x)_ 

FH  AFH  ^F. sin  FAH  6' sin  {b,  x)  ’ 

Diais  on  a par  les  formules  (L)  et  (LI),  (XLVII) 

^ a'  b (a*  — c®)  sin  (a,  x)  d 

b'  ~ a(b^—d^  ’ sin (6,  x)  c ’ 

il  rient  donc 

2"  2a  ac(6* — d*)  ’ 


en  posant  EH  = 2',  FH  = 2",  EK  = 2,.  FE  = z^. 
De  ces  egalites  on  tire 

f 2'  2”  2' + 2" 


bd{a^ — c®)  ac(6® — d®)  bd(a^ — c®)+nc(6® — d®) 

6d(a® — c®)+ oc(6® — d*j  ’ 


18» 
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ii  H 

6d(a*  — c*)  ~ ac(b*—(P)  “ 6d(a»-  c*)-uc(ö*—d*) 
z 

6d(a* — c^)—ac(6* — d*j 

Si,  dans  ces  valeurs,  dous  reinplacons  z par  sa  valeur  (LXVI), 
U0U8  trouveroDS 


aö+cd^  . ^ ac(6*-d»)^+M(a^-cV^  ^ 

* — od+6c^(**— lab— cd)*  ’| 

„„  ab-\-cd  a*c*  ^^ac(b* — d*)* + bd(a* — c*)^.| 

* = äd+bc^  (a*—c*)*^  {ab— cd)* 


(LXVllI) 


. «d+6c^  b*d*  ^ ac{b*—d*)*-\^bd{a*—c*)* 

~ a6+cd^(6*-d*)*^  {ad-bc)* 

, ad-{-bc  a*c*  ^ ac{b*-d*)*-\^bd{a*—c*)* 

**  c*)®^  M-6c)® 


(LXIX) 


34.  Cöt£s  du  trian^le  formd  par  les  trois  diagonales.  Les 
trois  cötds  du  triangle  GHK  sont 

abx  abx  2abcdx 

^ ^ T~ ab — cd  ab-\-cd  a*b* — c*d*’ 

* 

ady  ady  2abcdy 

y = yi-y‘=  ZdZTbi  ~ ad  + bc  ~ a*d*—  b*d* ’ 

, bd(a*—c*)z bd{a*—c*)z 

^ ~ **  * {ab-\-cd){ad—bc)  {ad-\rbc){ab — cd) 

2abcd(a* — c*){b*~d*)z  _ 

= {a*b*—c*d*)  {a*d*-b*c*)  ’ 

rempla^ant  x,  y,  * par  leurs  valeurs  (XXlll),  (LXVI),  on  obtient 

y ^ Aa*b*c*d*{ac  -f  bd)  1 

“ (o6+cd)(od+6c)  (ab—cd)*  * 

4a*b*c*(P{ac  -f  bd)  1 

{ab+cd){ad-i-bc)  {ad — bc)*' 

4a*b*c*d*  _ ac{b*—d*)*+bd{a*—c*)* 

^ ~ {ab +cd){ad-i-bc)^  {ab—cd)*{ad—bc)* 

Ces  valeurs  doiiiient 
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X _ ' 2abcd 

X (a6+  cd)(ab — cd) ' 

Y 2abcd 

y (ad+  bc)(ad — bc)  ’ 

Z labcd 

2r  (ab — •cd)(ad — bc)‘ 

35.  Angles  du  triangle  formd  par  les  diagonales.  Nous  con- 
naissons  ddja  l’an^le  q>;  il  nous  reste  ä calculer  les  deux  angles 
GHK  = 'tp,  GKH  = X- 

Nous  obtiendrons  ces  deux  angles  ä l’aide  de  la  formule  (I) 
appliquee  aux  quadrilaieres.  Tun  a angle  rentrant  et  l’autre  dtoile; 
nous  avons  donc 


. . . . (LXX  bis) 


2x2  cos  rp  = a'* — b'*  + d'* — c'*, 

2yzcoax  = c"*— a"*  + 6"*-d"*; 

mettant,  dans  les  seconds  membres,  ä la  place  des  termes,  leurs 
ralenrs  tirdes  du  n*’  29,  nous  obtenons 


(a6  + cd)*(a*— 6*  + d®— c*) 
2x2  cos  — - lä»^*)(b*—d*) 


2yz cos  X 


(ad  + 6c)*(a* — 6*+ d*  — c*) . 


or  on  trouve  facilement  que 
il  vient  donc 


^ ab+cd  o* — 6*+d* — c* ^ 

cos  ip  — ^ , 

ad  + 6c  g® — 6®-|-d® — c® 

^ 2V^  ac  +bd^V^  6d(g®— c®)*+oc(6® — d*)* 


(LXXI) 


Ces  deux  formules  donnent 


ycoBip  : 

c’est-ä-dire  que 


XCOBX  = 


g®-6®+d®— c® 
4r 


. (LXXI  bis) 
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Th^orSme  II.  Les  deux  diagoliales  interieures  sont 
entre  eiles  comme  les  Cosinus  de  leurs  inclinaisons 
sur  la  diagonale  exterieure. 

Pour  avoir  les  sinns  de  ces  angles,  il  est  plus  avantageux 
d’avoir  recours  directement  au  triangle  forme  par  les  diagonales. 
II  donne 


sinif;  ¥ (ab — cd)\  ac-\-bd 

~Z~  d*)*  ’ 

sinjr  X (ad — bc)\Tac  + bd 

sin  9 “ Z ~ V ’ 

en  rempla^-ant  sinqo  par  sa  valeur  (XXXII)  du  n**  26,  on  obtient 

sin*  = ^ 4 rip—a)(p-f>)(p—c)(p^)  , 

yfac-\-bd  X bd(u^— c^)^^ac(b^ — d^)^’f 

[ (LXXII) 

sinY  = ^"^^xi/'  (P-°)(P-6)(P-C)(P-^) 
ac-f-bd  » bd(a* — c*)*-|-ac(6®~  d*)*' 


La  comparaison  de  ces  valeurs  donne 


tangi|^  = 


tangz  = 


ttb—cd  \yr(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) 

ab-\-cd  a* — 6*+d* — c*  ’ 

ad—bc^  (p — a)(p—b)(p—c)  (p — d) 
ad+6c^  ~ ^6*+d*-c®  ’ 


(LXXllI) 


d’ou  on  tire 

tangi/^  (ab — cd)(ad¥bc)  6d(a®— c*)  + «fc(6*— d*)  vYivi 

taiigx  ~ (a6+cd)(fld-^  ~ bd(a^—c^)-ac(b^-d^y 


36.  Inclinalsons  de  la  diagonale  exterieure  sur  les  cötes.  Le 
triangle  AEF  donne 

sin.^£F  sin.dFi,’  sin  EAF 
ÄT~  — AE  ~ EF  ’ 


ou 

sin  (a,  i)  sin  (b,  t)  sin  (o,  b)  _ 

— z ; 

reniplaQant  les  quantites  connues  par  leurs  valeurs,  et  effectuant, 
on  obtient 
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sin(o,  2)=  - 


2a(b^-d^) 


X 


sin  (6,  2)  = 


V {ab  + cd)(ad-\-bc) 

\r{p—aKp—f>)(p—c)  (p—d) 
1 6d(a2-c*)*+oc(6*— d*)*  ’ 

26{a*  - c®) 


(LXXV) 


V^(ab  + cd)(ad+bc) 

■t 


(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) 
bd{a*—  c*)®+ac(6* — d*)* 


Un  aarait  de  meme 

2c(6*  -^) 


I sin(c,  2)  z= 


yf\ab +cd)(ad+6c) 

\f  {p—a){p-b)(p—c)  ip—d) 
1 bd{a*  — c*)^-\-ac(b^ — d®)*’ 


sin(d,  2)  = 


2d(n*— c*) 


(ab+cd)(ad+bc) 

■V: 


(LXXVI) 


(p—a)(p—b)(p—c)  (p—d) 
6d(o®-c*)®+ac(6*-d®)*'  I 

37.  Droites  qai  joigrnent  les  mlUeox  des  deux  diagonales 
ttfrieores  au  nülien  de  la  diagonale  ext€rienre.  Nous  represen- 
ces  deux  diagonales  par  r'  et  W'.  Les  denx  quadrilateres 
ECFd,  BEDFB,  l’un  ä angle  rentrant  et  l’antre  etoile,  nous 
amt  d’abord  en  vertu  du  n®  6 


ar*  + 2*+4r'*  = a'*+Ä'*+c'*+d'*, 
y®+2®+4r"äi.=  a"*+6"*+c"*+d"*; 
|iis,  eu  dgard  au  n^  12, 

2a'd'cos(a,  d)  = a:®+2* — 6'® — c'®, 
26'. 


a'd'cos(a,  d)  = a:®+2* — 6'® — c'®,  ^ 
6'c'cos(6,  c)  = a;®+2®— a'®— d'*;  1 


t 


— 2«"6"cos(o,  6)  = y®+2»-c"»-d"*  ^ 
— 2c"d"cos(c,  d)  =y®+2*— a"s— 6"*.  ) 


(5) 

(6) 

(7) 

(8) 


Adjoutons  membre  a membre  l’dgalite  (5)  a cbacune  des  ega* 
8 (7) ; nous  obtenons,  en  reduisant. 


4r'®=a'*+d'* — 2a'd'cos  (o,  d)  \ 
4r'®=ö'*  + c'»-26'c'co8(6,  c).  } 


(9) 
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Si  nou8  op^roDS  de  la  m4me  mani^re  sur  les  egalites  (6)  !t 
(8),  noos  aurons 


4r"»  = a"H6"*+2o"6"cos(fl,  6),  ^ 

4r"*  = c"*+d"*+2cV'cos(c,d).  1 ' ‘ ' ' 


Cela  posd,  dans  la  preiniere  des  relations  (9)  remplaco  s 
a' , d'  et  Gos(a,  d)  par  leurs  valeurs  noas  trouvons,  eo  effectua  t, 


“ arf+6c  L(a*-c*)*+ (6*-rf*)*J’  * 


) 


Nous  aurions  de  m^ine,  au  moyen  de  l’une  ou  l’antre  d s 
dgalitds  (10) 

(add-6c)^r  ac  . bd 


Teiles  sont  les  valeurs  des  deux  droites  qui  joignent  les  r 
lieux  des  deux  diagonales  x,  y a.  \a.  diagonale  z. 


38.  Reprdsentons  par  ^ la  fonction 


ac  ^ bd  _ 
(i*-c*)*  + (6*-  d*)*  ’ 


nous  aurons  pour  z,  r,  r*  r"  les  expressions 


(a6+cd)(ad+6c). 


_ (g»— c«)«(6«  — d«)» . 
^ (a6+cd)(od+6c)A*’ 


(L.XXL 

. (Lxx; 


(g6±c^ 
— (ad+6c)A*’ 


_ (ad  + bc)» 
(ab+cd)l^  ’ 


(LXXS 


Nous  tirons  de  lä 


_ (g  +c)(g-c)(64-d)(6— d) 
(u6  + cd)(gd+6c) 


2r'  = 


ab+cd 


ad+bc 


Xt. 


. (LXXXI  i 
(LXXXIF 


o6+cd 
39.  Nous  savons  que 
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nö+cd 
ad-\-bc  y ’ 


eu  sabstituant  cette  valear  daos  les  deux  expressions  pröcedentes, 
DOOS  obtenons 

2r'  = ~.  2r"  = -^ (LXXXIV) 

y ® 


d’oü  DOOS  tirons 


Dodc 


(LXXXV) 


Th^or^me  n.  Dans  tout  quadrilatere  ioscriptible 
convexe  les  carres  des  deux  diagonales  intdrieures 
sont  entre  eux  comme  les  droites  qui  joigneut  leurs 
ailieux  au  niilieu  de  la  diagonale  exterieure. 


40.  L’dquation  (LXXXII)  peut  encore  s’dcrire 


OS 


on  en  deduit 


d'oü 


Ainsi 


_ (o&  + cd)® — (nd+6c)® 
(a6+cd)(ad+6c) 

2r  a6+cd,  ad-\-bc . 
I ~ ad+6c  «6-1-cd’ 


. .(LXXXVI) 


z y X 


. . . .(LXXXVII) 


ThdorSme  II.  Dans  tout  quadrilatere  inscriptible 
convexe,  la  diagonale  extdrieure  est  egale  au  pro- 
duit  des  deux  diagonales  interieures,  multiplid  par 
la  double  droite  qui  joint  les  ntilieux  de  ces  diagonales, 
ct  divise  par  la  difference  des  carrds  des  mdmes  dia- 
gonales. 


41.  Puisque 

2r X y 2r'  x 2r" y 

t y x'  z y'  z x' 

on  a 

r = / — r"; 

doDc  les  inilieux  des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite,  ce 
lui  est  confirme  par  la  Geomdtrie. 


Digitized  by  Google 


270  Doslor:  Proprietes  nouvelles  du  t/nadritatere  en  gineral, 

42.  Les  deux  valeura  (LXXXIV)  donnent  encore 

4rV"  = z* (LXXXVlll) 

c’est-ä-dire  que 

Th^oröme  III.  Dans  tout  quadrilatere  inscriptible 
convexe  la  diagonale  ext^rieure  est  moyenne  pro- 
portionelle  entre  les  doubles  des  deux  droites  qui 
joignent  son  milieu  aux  points  milieux  des  deux  diago- 
nales interieures. 


43.  Les  equations  du  n^  38  donnent  encore 

r'  = yf  r*+r®-f  r, 
r"  = VT*+r*-r. 


. . . .(LXXXIX) 


44.  Alre  du  quadrilatere  inscriptible  convexe, 
face  est 


Cette  sur- 


Q = i V“ 4(oc+6d)*-(a*-6*+c*— d*)® 
qui  peut  s’secrire 


Q = V {p—a){p—b){p—c)(p—d). 


.(XC) 


Si  nous  comparons  cette  expression  avec  les  valeurs  (XXXV), 
(XXXll),  (XLII),  nous  obtenons  les  expressions 

Q = |(a6+cd) sind  = i(ad-|'6c)sin  B = J(ac+6d)sin9P,  (XCI) 

^ , (aö+cd)(ad-f6c)  . ^ , (a6+cd)(ad+6c) 

Q = »--(F+dKÖ-^r  -7^+c^  .s.nF.(XCII) 

45.  Alre  du  quadrilatere  inscriptible  etoiie.  Cette  surlace, 
que  nous  ddsignerons  par  q,  est  donnde  par  la  fonnule 

q = \Sf  ia^c^-Cx^+y^  - 6®  — d*)*. 

Mais  on  peut  y arriver  plus  rapidenient  de  la  maniere  sui* 
vante.  Les  dgalites 


ABG  CDG 


Q 


x'y" 


y'x"  xy 


donnent 


or  on  a par  n**  25 


xy  ’ 


ab 


cd 


X ab-\-cd’  X a6+cd’ 


I 
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y'  6c  y"  ad 

y fld-|-6c’  y arf+6c’ 

on  tire 

x'y"  ~ y'x" (6®  — d^)ac 

xy  ~ (ab \-cd)(ad\hc)' 

ent  donc 

Le  quadrilatere  inscriptible  etoild,  dont  les  deux  diagonales 
h et  d,  a de  meme  pnur  expressioii 

46.  Airc  du  quadrilatere  ex-iuscrlptible  ä ang:le  rcntrant 
CE  = Q'.  Nous  avons 

Q'  = *a'6'sin  A — Jc'e^'sin.^  = i(a'b' — c'd')  sin  A, 
mme 

Q = ^a6sin.i4-|-^<2sin.^  = -^(a6-f  ce{)sin/i, 
ient 

^__a'b' — c'd' a*6® — c®</®  (a6+cfZ)(«6 — cd) 

Q ab-t-cd  (a* — c®)(6® — rf®)  (a6  + c<^)® — (a<'i+6c)*" 

vtrouvoos  ainsi  que 

47.  Aire  du  quadrilatere  ex-inseriptible  etoiie  BEDFB.  La 
3ce  de  ce  quadrilatere  est  exprimee  par  ia  diffdrence  des  deux 
>gles  DEF,  BEF',  en  Ia  reprdsentant  par  ö",  nous  avons 

Q = \c^'d"smD-\b"c'’s\nD  = c"<Z")sinD; 

aire  du  quadrilatere  convexe  ABCD  est 

Q = 4a(2sinZ>-fi6csin£)  = s(a(2-|-6c)sinZ), 

s en  tirons  donc 

_ a"d"—  b"c" 

Q ~ arf+6c 

on  trouve  au  n®  25  que 
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„ n (ad+6c)*(rtrf— 6c)  _ (arf4-6c)*(arf  — 6c)  . 

art-öc  - (a*_c*X6*-d»)  ” (a6+crf)*-(arf+6c)* ’ 

il  vient  dooc 

= r«6Tcäf^-^^^  >/Tp-a){p-6Kp-c)(p-d).  (XC 

48.  Comparaison  des  trois  deruidres  formales.  Si  oous  i 
prochoDS  les  valeurs  de  Q,  Q’,  Q",  nous  obtenons  les  egalite 

Q = Q' . rxc’ 

(o64-crf)*-(ad+6c)*  (ab+cd)(ab—cd)  {ad-i-bc){nd—bc)  ' 

49.  Aire  du  triangle  formC*  par  les  diagonales.  Ce  trian 
qae  nous  reprdsenterons  par  T,  est  egal  ä ^XFsinip,  tandis  qi 
a Q=ia;^sinq);  nous  avons,  par  consequent,  en  ayant  dgard  i 
formules  (LXX)  et  (XXIV), 

T_^ ia^b^c^d* 

Q xy  (o*6* — c*d*)(a*d®— 6*c*)  ’ 

d’oü  nous  tiroDS 


^ = «)(P— rf)-  (XCVI 

£n  reuversaot  ie  rapport  prdcddent,  on  trouve  que 

Q a*b^d^  + c*b^d^-b*a*c*-d*a^c^ 

f ~ iaH*c*d* 


ou 


Q _ , 

T~  «/*■*■  fl*~6»/  • • 


. . . (XCI 


50.  Le  rapport  de  Q ä 7 peut  anssi  s’ecrire 

Q _ /o6  _ i/'fl  ^\(t. 

T *Vcd  abj\bc  adj  *V®"  x'/Vy"  y' J 


Q _ xy(x'— x")(y'— y") 
T “ 4x'x"y'y" 


51.  Soit  t Ie  triangle  formd  par  les  denx  diagonales  in 
rieures  x,  y et  la  droite  r qui  joint  Icurs  poiots  milieux;  on  a 


t — i. 


X — X 


y -y 
2 


. sin  cp 


jx'^x"){y'- 

4 


-«") 


mais  on  a anssi 
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nc 


Q = ary.isiog»; 


Q 4jry 

t - {a'-x")iy'-y''i 


(CI) 


Od  en  deduit 


0*  _ 

Tt  ~ x’x"y'y"  ’ 


t (,x'-x'')Hy'~y'r 

T - \Qx'x''y'y"  ' 


. (CII) 


§.  V.  Qaadrilatere  inscriptible  ettile. 


52.  CoDsiddrons  le  quadrilatdre  inscriptible  dtoild  CABDC, 
H lequel  nons  poserons  les  cötes 

CA=a,  AB  = b,  BD  = c,  DC  = d, 

!b  diagonales 

AD  = X,  BC  = y. 

hdeax  diagonales  se  coupent  en  E,  et  les  cdtds  opposes  AB 
|C0,  AC  et  BD  se  rencontrent  en  F et  en  G,  de  sorte  que 
K=:  est  la  troisieme  diagonale. 

53.  Diagonales  Intdrieures.  Les  deux  triangles  ADC,  ADB 
ippaient  sur  la  meme  base  AD  — x et  ont  leurs  angles  au 
■inet  ACD,  ABD  egauz  entre  eux;  ils  donnent 

, AD^  = AC^A^CD^—'iAC.CD.cosACD, 

AtF  = AB:^\BD^-'iAB  .BD.cw  ABD, 

x^  = a*+d*— 2adcos.4CZ), 
a:*  = 6*+c*— 26ccos4CZ>; 

■ulnaDt  l’angle  ACD,  on  troave 


j (ab  — cd)(ac — bd) 

* bc — ad 

Oo  obtiendrait  semblablement 


(CIll) 


(bc — ad)(ac  — bd) 
^ ab  — cd 

Ces  valeurs  donnent 


(CIV) 


X ab  — cd 
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ce  qui  prouve  que 

Th^orime  I.  Dans  tont  quadrilatere  inscriptib  j 
ötoiU,  1“  le  prodult  des  diagonales  est  egal  ä la  diffi  = 
rence  des  produits  des  cöt^s  oppos^s;  2“  les  deux  dii  ■ 
gonales  sont  entre  elles  comme  les  differences  di  i 
produits  des  cötes  qui  aboutissent  aux  extremites  « 
ces  diagonales.  * 

54.  DilTdrence  des  carrds  des  diagonales.  Nous  avons 


= 


(ab  — cd)(ac — bd)  (6c  — ad)(ac  — bd) 


bc  — ad 


ab  — cd 


(nc  — bd)[{ab  — cd)* — (6c — arf)*] 

“ {ab  — cd)(bc  — ad) 

ou,  en  effectuant  et  reduisant, 

^2  a — (ac~öd)ia^— 

^ {ab  — cd)  {bc  — ad) 

d’oü  OD  tire 


• (cv  ; 


fl® — c®  6® — d® 

xy  ab—cd^bc — ad (CVl  ) 


55.  Segments  des  diagonales  intdrienres.  Des  sonimets  A I 
D supposons  menees  des  perpendiculaires  sur  le  cote  BC,  I 
appelons  ces  perpendiculaires  h'  et  A";  nous  avons  evidemne  t 

DE  — h"  ""  V ~ F ’ 

or  h'  et  F sont  les  hauteurs  des  deux  triangies  ABC,  BCD  i ( 
meme  base  BC‘,  nous  avons  par  suite  aussi 

ABC  h’ 

BCD  — F’ 

mais  ces  deux  triangies  ont  leurs  angles  au  sommet  egaux; 
vient  donc 

ABC  _ AC.AB  ab 
BCD  — BD.CD  - 

Comparons  les  dgalites  precedentes,  nous  obtenons 

x'  ab 

d’oü  nous  tirons  i 
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^ x'—x"  _ X 

ab  cd  ab — cd  ab — cd 

Noas  aurions  de  meme 

yL  — = y'—y"  _ 

bc  ad  bc — ad  bc — ad 

Si  nous  substituons  k x ci  y leurs  valeors  (CIII)  et  (CIV), 
nous  tioQverons  pour  les  segments  des  diagonales 

,j aVt\ac—bd) 

^ {ab — cd)  {bc  — ad)  ’ | 

V'*  — c'^d^{ac—bd)  . 

{ab — cd){bc — ad)  ’ 

,2  _ b^c^{ac^bd) 
y {ab  — cd){bc  — ad)’ 

I „2  _ a^fP{ac—bd) 

y {ab  — cd){bc  — ad)' 

Ces  Valeurs  ddmontrent  que 

^ T])4oröme  II.  Dans  tout  quadrilatere  inscriptible 
{etoilä,  les  segments  soustractifs  des  diagonales  sont 
^entre  eux  comme  les  produits  des  cdtes  qui  aboutis- 
.<eot  aux  extremitds  de  ces  segments. 

^ Nous  trouverons  les  segments  additifs  de  la  diagonale  x par 
; b Proportion 

x^  x^  x^  “l"  a^2  ^ 

ab  cd  ab+cd  ab+cd’ 

i)ui  donne 

, ^ {ab — cd){ac—bd) 

i ~ (öRc^*^  bc  — ad  ’ 

^ {ab — cd){ac — bd) 

{ab-\-cdj^^  bc—ad 

On  aurait  de  meme 

^ 6®c*  ^{bc  — ad){ac — bd) 

y^  = (ö^6cp^  ab  — cd 

^ {bc  — ud){ac  — bd) 

y*  (fl(i  + 6c)®^  ab  — cd 

56.  Droite  qul  jolut  les  milieux  des  diagonales.  Dans  la  va 


(CVIII) 
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leur  (CHI)  de  x*  mettons  en  evidence  la  somine  des  carr^s  de« 
cdtds;  nous  avons 

81  nous  ajoutons  la  valeur  (CIV)  de  y^,  nous  trouverons,  en  re- 
duisant 


il  vient  donc 


flc(A*  - (P)*—bd(a*—c*)* . 


4r®  = 


(ab  —cd)(bc — ad) 

nc(6«— <f»)«  - 6d(a»— 

(ab  — cd)(bc  — ad) 

57.  Angle  des  diagonales.  Dans  la  fornmle 

2a;^cos£  = a* — 6®+c*  — ci* 

mettons  h la  place  de  ary  sa  valeur  ac — bd;  nous  avons 

o®— 6*+c*— ti* 


(CXl)i 


cos(^.  »)=  2(oc-6rf)  ’ • • ■ 

Si  nous  posons  a-fft+c — d = 2p,  nous  obtenoos 

cosKx,  y)  ; 
tangi(ar.  y)  — 


(CXll) 


\Rp-b)(p  + d) 
M ac  — bd  ' 


. (CXIII) 


(p  — a)(p  — c) . 

(p— 6)(p+  d)  ’ 


et,  par  suite. 


. , ^ _^y^(p~a)(p—f>)(p—c)(p  + d) 

sin(x,  y)  = , 

tane(~ 

tangl-,  V)  — aa_6a4-c2_da 


(CXIV) 


58.  Angles  des  cdtds  adjacents.  L’angle  BAC,  compris  entre 
los  cotds  AC=ia,  AB  — b,  est  donnä  par  le  triangle  ABC, 
dont  on  tire 

cos  (fl,  b)  = — 

et,  en  rempla^ant  y*  par  sa  valeur  (CIV), 
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cos  (fl,  6)  — 


c«— d« 
2(a6  — cd) 


(CXV) 


De  cette  expression  on  dedait  de  suite 


sin< 


cos|( 


(CXVI) 


59.  Ängles  compris  entre  les  c6t£s  oppos^s.  Nous  avons 
angle  G = 180® — BAC—ABD,  ce  qui  donne 

sioi(a,  c)  = cosi(a,  A)cosi(6,  c)  — sini(a,  6)sini(6,  c); 

aettant  dans  ie  second  merobre  les  valeurs  tirdes  de  (CXVI),  od 
ibtient 


sinj(a,  c)  = (H«i)V^cÄ-S)- 
On  trouverait  de  la  mdme  manidre  que 

V ^ (I  iAF  (P— + ; 

cosi(o.  c)  = (6-d)\ 

al>  par  suite, 

, b + d^r  (p  — a)(p—c) 

»““giC«. «)  = 6=dV  • 

On  verrait,  par  Ie  mdme  procddd,  que 
sin  i(b,  d)  = (a 


(CXVll) 


(CXVIll) 


(CXIX) 


G08 


(CXX) 


■ A/~  (p— + 

'x  (ub—cd)(bc—ad)‘ 

Ces  valeurs  donnent 

tang4(a:,  y)  = *-^tangi(a.  c)  = ^q^-%oti(6,  d);  (CXXI) 

tang4(a,  c)tang4(6,  d)  = (CXXII) 

*niellXLVIlI.  19 
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Th^orime  in.  Dans  tout  quadrilatere  inscriptible 
dtoild,  la  diffdrence  des  diagonales  divis^e  par  lent 
somme,  est  dgale  au  produit  des  tangentes  des  deml- 
angles  compris  entre  les  cdtds  opposds. 

60.  Segrments  des  cdt^s.  Les  deux  triangles  semblables  ABG, 
CDG  donnent  de  suite 

AG  BG  b 
DG  ~ CG  — d’ 


ou 


d’oü  on  tire 


et,  puisque  c'+c"  = c,  o'  + a"  = a,  il  vient 


et,  ensuite 


, b(ab—cd) 


d(ab — cd) . 

6*— d*  ’ • • 


(CXXUI) 


„ d(bc — ad)  b(bc—ad) 

' — 6*— d*“’  “ 6*— d*  ■ 


. .(CXXIV) 


On  trouverait  de  ia  mdnie  manidre  que 
A>=  -I^,  d'  = 


, a{ab — cd)  j, c{ab — cd) . 


6" 


a*— c*  ’ • 
j«  _ a(bc-ad) 
a*_c*  ’ ® — a*— c*  * ■ 


a“ — c* 
c(bc — ad) 


.(CXXV) 

. (CXXVI)| 


61.  Belations  entrb  les  c6t£s  et  leurs  segments.  Ges  relation« 
s’obtiennent  comme  ceiles  du  n*’  30,  et  sont: 

,,, (a6  — cd)8 

“(a6— cd)»-(6c-ad)*’  > 


(ab— cd)\ab  + cd)  , 
{ah — cd)^—  {bc—ad)*  ’ 

{ab — cd)^{ad — bc) 

{ab — cd)* — {bc — ad)*  ’ 

b'j'  I ji'd'  {ab^cd)*{ad+bc)  . 
bc+ad  - läb-cd)*-{bc-ad)*' 

{ab — cd)*{bd — ac) 


a'b'+c'd'  = 
b'e'-a'd'  = 


a'd—b'd'  = 


{ab— cd)* — {bc—ad)*  ’ 
— (gft— cd)*(ac+&d) 
" {ab-cd)*—{bc-ad)*' 


(CXXVIl) 


J , 
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Les  antres  relations  s’obtieiinent  comine  on  a ea  celles  du 
1«  30. 

62.  Trol-iime  diagonale.  Elle  est  FG  = z et  s’obtient  au 
noyen  du  triaugle  AFG  qui  donne 

i^:=*AG*-\-AF*-2AG.AF.co8{a,  6); 

I vient,  par  consequent,  en  ayant  egard  aux  valeurs  (CXXIII), 
CXXV)  et  (CXV), 

, b\al>  — cd)*  a\ab  — cd)*  n6(a6— cd)(n*+Ä*— c*— d*) 

* — (6*-d*)*  + (a*-c*)*  “ (a*  — c»)(6*— d*) 

lu,  en  reduisant, 

(ab-cd)  (bc-ad)  ~ (a*— c*)*“(6»-d*)*  ’ (^XXVlll) 

te  qu’on  pent  encore  mettre  sous  la  forme 

ac(6« — d*)* — 6d(a«  — y .y . 

{ab — cd)(bc  — ad)  [(a6  — cd)®  — (6c— ad)*]*’'  ' 

it  en  tenant  compte  de  la  valeur  (CXI)  de  4r* 

(a6 — cd)(6c — ad)  (ab — 'Cd)* — (6c — ad)*"  ' 

63.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  calcnler  lui-mdme 
I”  les  Segments  de  la  troisiöme  diagonale,  2°  les  cütds  du  triangle 
forme  par  les  trois  diagonales,  3*^  les  angles  des  diagonales, 

les  inclinaisons  de  la  troisieme  diagonale  sur  les  cdt^s,  ainsi 
qae  5"  les  droites  qui  joignent  le  milieu  de  cette  diagonale  aux 
nilieux  des  deux  autres;  il  trouvera  des  rösultats  analogues  ä 
ceax  que  nous  avons  obtenus  pour  le  quadrilatere  inscriptible 
convexe.  II  Terra  qu’il  suf6ra  de  changer  dans  ceux-ci  le  eigne 
de  d,  pour  en  deduire  les  preroiers. 

64.  La  relation  (CXXX)  pouvant  s’ecrire 

{ab — cd)*  — (6c — od)*  2r 

(a6  — cd){bc — ad)  ~ x 

on 

ab  — cd  6c  — ad 2r 

6c  — ad  ab  — cd  i ’ 

on  en  ddduit  la  relation 


X y 2r 

y~  x~~  X 


19* 
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ou 


— y* ^ 

xy  ~ X 


(CXXXl) 


entre  les  trois  diagonales  x,  y,  z et  la  droite  r qui 
joint  les  milieux  des  deiix  premteres* 

* 

65.  Les  droites  r',  r"  qui  joignent  le  niiliea  de  la  diagonale 
z aux  points  milieux  des  deux  diagonales  x,  y,  sont  fournies  par 
les  relations  I 


4r'*  = 
4r"*  = 


{ab  — cd)*r  ac 

bc  — ad  L(o* — c*)* 

{bc — oc 

- 1; 

ab  — cd  L(o* — c*)® 

(6«— 

(CXXXII) 


nous  en  tirons  de  suite,  eu  dgard  ä la  valeur  (CXXVllI)  de  z, 


, , ab — cd  - _ bc—ttd 

ou 


’ir'y  = XX,  2r"a:  = yz 


et,  par  suite 

z»  = 4r'r" (CXXXIlDj 

üonc  I 

Th4ordme  IT.  üans  tout  quadrilatere  inscriptible 
etoild,  la  demi-diagonale  extdrieure  est  moyenne  pro- 
per tionelle  entre  les  droites  qui  joignent  sonmilieu  aux 
points  milieux  des  deux  autres  diagonales. 


66.  Les  deux  egalitds 


donnent 


X '2r'  y^ 

y ~T'  x~  X 


ce  qui  prouve  que 


(CXXXIV) 


Thdoreme  T.  Uans  tout  quadrilatdre  inscriptible 
etoile,  les  carrds  des  deux  diagonales  intdrieures  sont 
entre  eux  comme  les  droites  qui  joignent  leurs  points 
milieux  au  milieu  de  la  diagonale  extdrieure. 


67.  Alre  du  qusdrllatdre  inscriptible  dtoild.  Cette  surface 
est  donnde  par 
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Q = iV"4a:V-(o*— 

oü  il  suffira  de  mettre  ä la  place  de  xy  sa  valeur  ac — bd.  Nous 
obtenons  par  Substitution 

Q = iV 4(ac-6d)*  — (a*— 6*+c®— rf*)* 

= lV(a*+c*+2ac-6®-d»— 26d)(6*+d*— 26d— o*-c*+‘iac) 

= W [(a+c)*-(6  + rf)»][(6-d)»-(a-c)»] 

= *V(ö+6+f+d)(a+c — b—d){b—d-\-a—c){b—d—a-\-c), 

OD,  en  posant  o+6  + c — d = 2p, 

<?  = V ip-a)(j,-b){p-c){p-\-d).  . .(CXXXV) 

68.  Si  le  quadrilatere  dtoild  est  en  ni4rae  temps  circon- 
icriptible,  nous  aurons  l’^galite  a—c  = b — d,  qui  andantira  le 
bctenr  a — b — c + d ou  b — d — »+c;  par  consdquent  Q deriendra 
Dal,  et  la  difference  des  deux  triangles,  s’appuyant  sur  la  menie 
diagonale  et  circonscrits  par  deux  cdtes  du  quadrilatdre,  est  nulle. 
Donc 

Thdordme  TI.  Lorsqu’un  quadrilatdre  dtoild  est  ä la 
fois  inscriptible  et  circonscriptible.  les  cdtds  et  les 
diagonales  comprennent  entre  eux  quatre  triangles,  qui 
aont  dquivalents. 

Le  quadrilatere,  dans  ce  cas,  est  necessairement  un  rectangle. 


§.  TI.  (luadrilatere  ex-inscriptible  a angle  reiitrant. 

69.  Le  quadrilatdre  que  nous  considdrons  ici,  est  AFCEA, 
an  conservant  la  nieme  figure  que  prdc'ddemment.  Nous  repre- 
aenteroDs  par  a',  b',  d',  c'  les  quatre  c6tds  consdcutifs  de  ce 
Snadrilatere  et  par  x,  z les  deux  diagonales,  de  teile  Sorte  que 

EA  = a',  AF  = b',  FC  = d',  CE  = c' , AC  = x,  EF  = z. 

Pour  mieux  rattacher  la  suite  au  quadrilatere  inscriptible 
convexe,  nous  maintiendrons  les  notations 

DA  = a,  AB=b,  BC=c,  CD  = d;  BD  = y. 

70.  Segments  des  cdtds.  Les  deux  sysfemes  de  triangles 
aeniblables  ABE  et  CDE,  ADF  et  BCF  donnent 
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AE  _BE  ^ _DF 

CE~  DE~  CD’  CF  — 'BF  — BC' 

ou 

al c'+c b ^ d’ +d a 

c'  a'—a  d’  d'  ~ b'  — b c ’ 

d’oü  on  tire  les  deux  systömes  d’dquatioiis 

a'a+c'c  = b'b+d'd  = 

d'a—b'c  = 0;  c'6-o'd  = 0; 


entre  les  inconnues  a et  c,  6 et  d. 

Rdsolvant  ces  dquations,  on  trouve 

b’(a'*-c’*)  . a'ib'^-d'*) 

a'b'-Vc'd'  ’ ®“a'6'  + c'rf'' 

d'(a'*—c'^)  c'ib'^-d’^) 

® — «'6'  + c'd'  ’ “ “ a'6'+c'd'  • 


..(CXXXVI) 


On  aurait  pareillement,  en  posaot 

ED  = a".  DF  = d”,  FB  = b\  BE  = c": 


„ c'(o'rf'  + 6'c')  rf'(a'd'  + ft’c') 

“ “ a'Ä'+c'd'  ’ ® “ a'6'+c'rf' 


„ a'(a'd'+6'c')  _ 6'(a'd'+6'c') 

® ~ a'6'+c'd'  ’ **  ~ a'6'+c'rf' 


(CXXXVI') 


71.  Belatlons  entre  les  cOt^s  et  lenrs  segments.  Les  quatre 
premidres  valeurs  donnent  les  dgalitds 


ab-\-cd  — 


(a'6'+c'd')*-(n'd'+6'c')® 


a'6'+  c'd’ 

. a'A'-c'd'_(a'6'+c'd')*-(o'rf'+*'c')*. 

ab— cd  — ^ X 


j ^ a'rf'+6'c'  {a'b'-^c'd/)»-{a'd'-\-b'c'y^ 

«*'  + *«=  «'6'+^' X a'6'+c'd' ' 


- I.  - 6'c'-a'rf' . . («'6'+  c'd')*-(«'d'+  6'c')». 

®®~a'6'+c'd'X  a'6'+ c'd'  ’ 


(CXXXVIl) 


ac+6d  = 


&'d'(g'«— c'»)«-I-a'c'(6'«— d'«)» 


(a'6'+c'd')2 

. . 6'd'(a'»— c'*)«  - a'c'(6'*-  d'*)* 

ae-6d  =, ’ 
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P-<^~  o'A'+c'd'  (P— “>> 

P-b-  a'b'\c'd' 

a!b'\c'd’  ^ 


...(cxxxvir) 


(CXXVill) 


P-^=^  a'b'^-c'd~^P  ^ 

Les  quatre  derniferes  valeura  fournissent  de  m6me  les  relationa 

ra'd'+6'c')* 

a 6 +c  d _ a,^»^e'd'  ’ 

n"d"  4.  A' V'- 
a if  +Ä  c -(a'A'+c'd')* 

dd  — 6 d— ad), 

« c + 6 d - („»^/^c'd')*^ 

fl'V'  A"d"  — aV A'd') 

ac—bd  — dd')*^  ® “ 

= <...(CXXXIX) 

p'— d p'— a'  p'— d'  p'— 6'  p' 

72.  Calcul  des  diagonales  x et  *.  Dans  les  expressions 

(IXni)  de  a:*  et  (LXVIl)  de  *®,  substituons,  au  lien  des  facteurs 
eo  0,  b,  c,  d,  lenrs  valeurs  en  fonclion  de  a! , b',  d' , d;  nous  ob- 
tenons  ainst  de  suite  les  formules 

A'd'(a'»- d®)*  + a'd(6'»— d'*)» 

**“  (o'6'+dd')(dd'+6'd) 


, (o'd+6'd')(a'd'+6V), 

2»  =S  - 


-TTj^r-TW> 

a'6'+  cd' 

dont  la  seconde  pourrait  se  trouver  directemeot  par  la  considdra- 
tioD  immddiate  de  la  figure. 

Comme  l’expression  6'd'(a'*  — d*)*+ a'c'(6'* — d'*)*  reviendra 
l^rdqoeininent  dans  nos  calculs,  nous  la  reprdsenterons  par  A®,  de 
Sorte  que  la  valeur  de  o:®  pourra  s’dcrire 

= (n'd+dd'Xdd'+AV) (CXLI) 
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73.  Valeur  de  la  droite  qul  jolnt  lea  milleux  des  diagonales 
X,  z.  Dans  la  valeur  de  x*  nous  pouvons  ddgager  la  somme  des 
cdtds;  nous  tronrons  ainsi  que  ^ 


Ä« 

{a’b'  -\^c'd'){a'd' -\-b'c') 


= a'*+6'*+c'*+d'* 


{a'c'-\^b'd'){a'b'-\-dd') 


a'd'-\-b'c' 

(«'c'+6'd')(a'd'+6'c') 


a'b'-^c'd' 


..(CXLlI)l 


De  cette  identite  nous  tirons 


de  Sorte  que 


a'*  + 6'*  + c'*+rf'*- 


{a’ c' b' d'){tt' b'  -{-c' d')  , 
a'd'  + b'c’  ’ 


4r'»  = 


(a'c'+A'«/')(a'Ä'+c'ri') 
a'd'+  b'c‘ 


(CXLUI) 


74.  Relation  entre  la  diagonale  z et  la  droite  r'  qul  Joint  I 
Bon  milleu  it  eeiui  de  la  diagonale  x.  Si  nous  multiplions  et  diri-  J 
sons  successiveraent  membre  k membre  les  deux  dquations  I 
(CXLIII)  et  (CXL),  nous  trouverons  que 


2r'z  = aV+6'd'.  \ 

2r'  a'6'  + c'd'  [ (CXLIV) 

z - a'd'-^b'c'  ) 


On  eil  conclut  la  proposition  suivante: 


Th6oröme.  Si,  dans  le  quadrilatere  ex-inscriptible 
ä angle  rentrant  AECF,  on  fait  tourner  le  triangle  dif- 
fdrentiel  CEF  autour  de  la  d iagonale  £F  = z,  pour  le 
faire  tomber  en  CEF;  le  quadrilatere  rdsultant  AEOF 
dtant  inscriptible,  la  deuxieme  diagonale  AC  de  ce 
quadrilatere  est  egale  au  double  de  la  droite  r',  qui 
joint  les  milieux  des  deux  diagonales  x,  z du  qnadrila- 
tdre  ex-inscriptible  AECF;  tandisque  la  droite,  qui 
joint  les  points  milieux  des  deux  diagonales  du  qaadri- 
latere  inscriptible  ainsi  eogendre,  est  dgaleä  lamoitie 
de  la  diagonale  AC  = x. 

75.  Valeur  de  la  trotsidme  diagonale  y.  Nous  avons  tronve 
prevedemmet  (n**  24)  que 

y_  _ grf  + 6c . 

X ab  cd' 

>'o  iiui  douiie.  eu  egard  ä (CXXXVI), 
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p a’d'^b'c' : 
a:  ~fl'6'  + c'd'’ 


r nous  savons  que 


x*  = 


k* 


(o'6'+c'rf')(«'rf'+6'c')’ 


ar  consäquent,  il  vient 


»*  = 


a’d'  + b'c 
(n'6'  + c'd^‘ 


(CXLV) 


76.  Relation  entre  les  trois  diagonales  x,  y,  z.  Les  deux 
X 2r^ 

ipports  — > — ont  la  nidme  valeur;  ils  sont  donc  egaox  et 

y 

bDDent 


^ = 2r' (CXLVI) 

%/ 

77.  Droites  qui  joignent  le  miiien  de  la  diagonale  y aux 
ihts  nülienx  des  deux  diagonales  x,  i.  Nous  avons  trouvd  au 

»39 


2r"=?^*; 


pnplagons  ^ par  sa  valeur  obtenue  au  76  et  par  la  sienne 


h vP  72,  et  nous  aurons 


4r"*  — ^-—-~—^^X(a'c'  + b'd') 


(CXLVI  bis) 


Nous  avons  vn  aussi  au  n**  40  que 

j> snbstituant  ieurs  valeurs  aux  quantitds  du  second  membre  nous 
plenoDs 


4r* 


(a'»-c'*)*(6'®-d'2)» 


^6^0  X(«'e'  + 6'd').  ..(CXLVII) 


78.  II  serait  aisd  de  calculer  les  autres  parties  du  quadrila- 
|be  en  valeur  des  cotes  a',  b',  d',  c';  il  suffirait,  pour  cela,  de 
bbstituer,  dans  les  formules  obtenues  de  n®  26  ä n®  29  et  de 
«*  33  ä n«  37,  au  lieu  des  expressions  en  valeur  de  a,  b,  c,  d, 
borg  äquivalentes  fournies  par  les  relations  du  n®  71.  Nous  lais- 
»j»«  an  lecteur  le  soin  d’effectuer  ces  calculs,  et,  a6n  de  lui  fa- 
tiliter  les  operations,  nous  compidtons  les  relations  du  n®  71  par 
suivantes : 
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b'd'(a'*~  c'«)«  , , _ a'c'(b'*-d'*)* . 

= Ta'b'+c'dTyy  ’ 

(Ä'+rf')(«'*-0  . . ^ _ («'+c')(6'*-d'*)  ) 

= ‘+‘*—  .'6+0'.;'  • 

(6'-d')(a'*-c'*)  ^ , (a'-c')(b'*-d'*l  [ 

«-«=  "^'A'+c'd'  ’ a'b’  + c'd'  ’) 

«•-«•= (a'6'+c'd')*  ~ ia'b'+c'd')* 

bd(a*  - c*)* + ac(6*  — «i»)* 

(a'c'+6'd')[(«'6'  + c'‘^0“-(«'«*'+6'c')*]*  I, 

= (a'6'  + c'd')*  . . . . l ) 

79.  Alre  da  quadrllatSre  ex-inscriptlble  Ä angle  rentmt 
La  «urface  Q'  de  ce  quadrilatdre  est  dgale  ä la  diffdrence  des 
deax  triangles  AEF,  CEF;  il  vient,  par  consdquent, 

Q = 4a'6'8in  J— ic'd'sin  C = l(a'b'— c'd')  sin  A. 

Or,  81  nou8  faisons  tourner  le  triangle  CEF  autour  de  la  base 
EF,  pour  le  faire  tomber  au-dessoiis  de  celte  ligne,  le  quadrilatere 
rdsultant  sera  inscriptible.  En  le  ddsignant  par  Q,',  nous  anrons 
donc 


et,  comme 


il  viendra 


Qi>  = V (p'-a'){p'-b')(p'-c')(p'-d'); 
Ql'  = ÜAEF+CEF)  = 4(a'6'+c'd')siDil, 

^sinA  = 


o'6'+c'd' 


Sabstituant  cette  valenr  dans  celle  de  Q',  on  obtient 

ponr  la  formale  demandde. 

§.  ?11.  Quadrilatere  ei-iuscriptible  etoUe. 

80.  Le  quadrilatdre  en  qnestion  est  BFDEB,  dont  oous 
reprdsentdrons  les  cötds  par 

BF=b",  FD  = d!',  DE=a",  £Ä  = c". 
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!t  par 

BD  = y,  EF  = X,  AC  = x 

es  trois  diagonales.  Nous  conserverons  toutes  les  antres  nota- 
lioDs  des  paragraphes  V et  VII. 

81.  Segments  des  cdtds.  Dans  les  dgalitds  de  rapports,  qui 
le  trouvent  au  commencement  du  n®  70,  reinpla^ons  a',  b',  c',  d' 
par  leurs  equivalents  respectifs  a"+a,  6"+Ä,  c" — c,  d" — d\  elles 
deviendront 

a"+a  c"  b 6" +6  d"  a 
c"—  c~a!'~  d'  d'—d  “ 6"  “ c* 


d'oü  nous  tirons  les  deux  systdmes  d’dquations 

a"«  + c"c  = c"*-a"*  6"6+<f'd  = d”*-b"*. 

b"a—d'c  = 0;  a"6  - c"d  = 0; 

eotre  les  incunnues  a et  c,  b et  d.  Si  nous  rdsolvons  ces  deux 
«jstömes,  nous  trouvons  les  valeurs 


d"(c"*-a"*)  , c"(d"*— 6"*) 

® ~ a"d'‘+b"c"  ’ ® ~ a"d"+6"c"  ' 

6"(c"»-o"»)  a"(d"*—b"^) 

® “ o"d"+6"c"  ’ ^ ~ o"d"+6"c" ' 

Od  obtiendrait  semblablement 


. (CLIII) 


o' 

c' 


c"(a"b"+d'd") 
a"d"+b"d'  ’ 

ß"(«"6"+c"d") 
a”d"+b"c"  ’ 


U _ d"(o"6"+c"d") 
® ~ o"d''+6"c"  ’ 

6"(a''6"+c"d") 
® ~ a"d"  + 6"c"  ' 


. (CLIV) 


82.  Talenrs  des  deux  diagonales  y,  x.  Par  les  deux  triangles 
BEF,  DEF  on  trouve  de  suite  la  valeur 


(u"c"+6"d")(a"6"+c"d") 

a"d"+b''(/' 


(CLV) 


pendant  que  celie  de  y*  s’obtient,  en  substituant  dans  l’expression 
(XXIII)  du  n®  24,  au  lieu  des  trois  facteurs,  leurs  valeurs  tirdes 
formules  (CLIII).  On  trouve  ainsi  que  cette  valeur  est 


y-  = 


b''d''(c"^-a"*)^ + a"c"(d"^—b"*)* 


. . .(CLVI) 


(a"6"  + c"d")  (o"rf" + 6V') 

83.  Droite  qnl  Joint  les  milienx  des  deux  diagonales  y et  z. 
laide  de  ces  deux  valeurs,  nous  trouvons  facilement  que 
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+ = a"*+6"*  + c"»+d"*- 

il  nous  viendra  donc 


(aV'+6"rf")(a"d" +&"c") . 

a"b"-Vc"d"  ' \ 


4r"*  = 


(a"c" + b"d")(a"d" + b"c") 
d'b"\c"ä' 


(CLVII) 


84.  Belatlons  entre  la  dlagronale  x et  la  drolte  r",  qvi  en 
Joint  le  milleu  ä celni  de  la  diagronale  y.  Multiplions  niembre  ä 
membre  lea  deux  dgalites  (CLV')  et  (CLVIII),  puU  divisons-les 
membre  ä membre,  il  nous  vient 


2r"*  = aV'+6"d",  \ 

2r"  _a"d"-hb"c"  } (CLVlll) 

I ~a"b"+c"d"'  ' 

De  ce  rdsultat  on  ddduit  la  proposition  suivante: 


Th^orSme.  Danslequadrilatereex-inscriptibledtoile 
BEDFB,  ai  Ton  fait  tourner  le  triangle  BEF  antnur  de 
la  diagonale  EF=z,  pour  le  faire  tomber  en  B'EF;  le 
quadrilatere  resultant  etant  i nscriptible,  la  deuxieme 
diagonale  DB'  de  ce  quadrilatere  est  dgale  au  double 
de  la  droite  qui  joint  les  miiieux  des  deux  diagonales 
y,  X du  quadrilatere  ex-inscriptible  BEDFB‘,  pendant 
que  la  droite,  qui  joint  les  points  miiieux  des  dem 
diagonales  z,  DB’  du  quadrilatere  inscriptible  ainei 
engendrd,  est  egale  ä lamoitie  de  la  diagonale  BD=-f 

85.  Calcnl  de  la  troislime  diagonale  x,  Nous  savons  qne 

X «6  + crf  «"A"+c"d" 
y ~ ad\bc  ~ a"ri"+Ä"c"' 

Multiplions  le  carrä  de  ce  rapport  par  la  valeur  snpdrienre  de  jr*! 
il  nons  vient 

. fl"6"+c"rf".  ^ 6"d"(c"* -o"*)*+  a"c"(d"*— 6"*)* 

* “o"d"+6"c"^  (o"d"+6"c";*  -...(CLI.t) 

86.  On  peut  calculer  les  autres  parties  du  quadrilatere,  seit 
directement,  soit  au  raoyen  des  valeurs  (CLIII). 

I 

87.  Alre  du  quadrilatere  ex-inscriptible  dtolie.  La  surface 
de  ce  quadrilatere  est  egale  ä la  diffdrence  des  deux  triangle« 
DEF,  BEF,  dont  les  aires  sont  respectivement  exprimdes  par 
\a"d"8\nB,  ift'V'sinZ);  de  cette  sorte  il  vient 

Q"  = i(6"c"-o"d")sioÄ 
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Cela  ^tahli,  faisons  tourner  le  triangle  BEF  autour  de  EF, 
paar  le  rabattre  an-dessous  de  cette  ligne.  Le  quadrilatire  rö- 
sultant  sera  inscriptihle;  et,  comme  il  est  4gal  k la  somme  des 
deux  (riangles  DEF,  BEF,  il  vieodta 

J(6"c"+a"d")sinß  = 


Maltipliant  membre  ä membre  les  dgalitäs  obtenues,  et  di- 
»isaot  par  b"c"-\-a!'d",  oii  trouve 


b"c"—a"d 


^ (p"-«")(P"-A")(p"-c")(p"-d")-  (CLX) 


§.  Vlil.  Qaadrilatere  eircoDsciiptible  conTeie. 

I 88.  Nous  distinguerona  six  esp^ces  de  quadrilatdres,  auxqaels 
■ puisse  tracer  un  cercle  qui  tonche  ä la  fois  les  quatre  cdtds. 

Dans  les  quadrilat^res  des  trois  premieres  esp^ces,  le  cercle 
Httangent  intdrieurement;  nous  les  appellerons  qnadrila* 
Irres  circonscriptibles.  Ge  sont(*)  le  quadrilatere  convexe, 
le  quadrilatere  ä angle  rentrant  et  le  quadrilatere  dtoild.  Le 
cercle  inscrit  est  tout  enfier  situö  dans  le  qaadrilatere  convexe 
qni  appartient  ä ces  especes. 

, Dans  les  trois  autres  especes,  le  cercle  est  tangent  ex- 
,ttrieureraent;  nous  les  nommerons  qnadrilateres  ex-circon> 
Ueriptibles.  Ce  sont  encore(*)  le  quadrilatere  convexe,  le  qua- 
Idrilatire  ä angle  rentrant  et  le  quadrilatere  dtoile.  Ici  le  cercle 
nt  extdrieur  au  quadrilatdre  convexe  qui  appartient  ä ces  trois 
I especes;  c'est-ä-dire  qu'il  est  ex-inscrit. 

89.  Dans  les  deux  quadrilatdres  circonscriptibles, 
|tnn  convexe  et  l’autre  ä angle  rentrant,  la  somme  de 
^eux  cdtds  opposds  est  dgale  ä la  somme  des  deux 
'Sntres  cötds. 

90.  Dans  le  quadrilatere  circonscriptible  dtoild  et 
^^us  chacun  des  trois  qnadrilateres  ex-circonscrip- 
tlbles,  c’est  au  contraire  la  diffdrence  de  deux  cdtds  op- 
posds  qui  est  dgale  a la  diffdrence  des  deux  autres 
<^dte8.  Cette  propridtd  a dtd  signalde,  pour  les  quadrilatdres 
circonscriptibles  dtoiles,  par  M.  Steiner  dans  le  Journal  de 
Mathdroatiques  de  Grelle,  par  une  note  qui  a dtd  reproduite 
ilcns  les  Nouvelles  Annales  de  Matheroatiques. 

(*)  Le  Leeteur  e«t  encore  priö  de  faire  lui-mäme  ce«  deux  iignre«. 
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91.  Cn  qaadrilat^re  peut  etre  ä la  fois  circonscriptible  e 
ex-circonscriptibie.  c’est-ä-dire  qu’oii  peut  mener  deux  cercl« 
tangeots  aux  quatre  cdtäs  du  quadrilatere.  Tun  intörieureineDt  e 
l’autre  ext^rieurement;  raais,  pour  cela,  il  Taut  et  il  sufifit,  commt 
il  est  aisd  de  s’en  assurer,  que  le  quadrilatere  soit  isosceie,  ou 
en  d'autres  termes,  que  les  deux  plus  grands  cötes  soient  dgaui 
entre  eux,  ainsi  que  les  deux  autres  cdtds.  Les  centres  dei 
deux  cercles  se  trouvent  alors  situes  sur  la  diagonale  issue  di 
plus  petit  des  angles  qui  enveloppent  les  cercles. 

92.  La  connaissance  des  cdtds  ne  suffit  pas  pour  ddterrainei 
un  quadrilatere  auquel  on  puisse  tracer  nn  cercle  tangent:  cai 
on  peut  deprimer  un  quadrilatere  circonscriptible,  sans  cbangei 
la  grandeur  des  cdtds,  ce  qui  deplace  les  poiuts  de  contact  da 
cercle  inscrit,  altere  le  rayon  de  ce  cercle  ainsi  que  les  diago- 
nales, et  fait  varier  la  grandeur  des  angles.  Les  quadrilatere« 
auxquels  peut  etre  mene  un  cercle  qui  touche  les  quatres  cdtei^ 
sont  compl^tement  ddterminds,  lorsqu’on  donne  les  Segments  com* 
pris  sur  les  cdtes  entre  les  sommets  des  angles  et  les  points  de 
contact  de  ces  cdtes. 

93.  Nons  nous  proposons  de  calculer  avec  ces  donndes  lest 
divers  diements  du  quadrilatere.  Nous  ddsignerons  par  A,  B,  C, 
D les  points  de  contact  des  quatre  cötds  SP,  PQ,  QR,  HS  do 
quadrilatdre  circonscriptible  convexe;  nous  poserons  les  cdtds 

SP=A,  PQ  = B,  QR=C,  RS  = D;  ^ 

nous  ferons  les  Segments  tangentiels 

PA  = PB  = tt,  QB  = QC  = ß,  RC  — RD  = y,  SD  = SA  = h 

nous  reprdsenterons  par  X,  Y,  Z les  deux  diagonales  intdrieures 
PR,  QS  et  la  diagonale  extdrieure  MX,  M et  X ddsignant  les 
points  de  rencontre  des  cdtds  opposds  PS  et  QR,  PQ  et  SR? 
enfin  nous  appellerons  Ri  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  P,  Q,  R<^ 
S,  M,  X les  distances  du  centre  O de  ce  cercle  aux  six  sommets 
du  quadrilatere  dont  la  surface  sera  representde  par  Surf.  Qd.  ^ 

94.  Relation  entre  les  cotangentes  des  denü>  angles  d’nn  tl'U' 

drilatdre  convexe.  Soient  momentandment  2a,  26,  2c,  2d  les  quatre 
angles  d’un  quadrilatere  convexe;  nous  avons  rdgalitd  i 

2a+26+2c+2d  = 2w, 

qui  donne 


a-l-6  = (ln  — cl  + fi«  — d). 
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cotn+  cotÄ  tangc+tanprf  cotc+cotrf 

cotacot6 — i tangctang«/ — 1 1— cotccotd’ 

bassaat  ies  d^nominateurs  et  transposant,  on  trouve 


cot  a + cot  6 + cot  c + cot  d 

= cot  a cot  b cot  c -f  cot  a cot  £ cot  d -f“  cot  a cot  c cot  d 

-f  cot6cotccot(2,  . (CLXl) 

ai  est  la  relation  demaadde. 

95.  Rayon  da  cerele  Inserit.  Les  triangles  rectangles  APO, 
^0,  CRO,  DSO  donnent 

^ ec  3 

cot^M,  B)  = -n->  cotJ{Ä,  C)  = -n-.  etc.; 

tiCi  Kl 

ilituaot  ces  valeurs  dans  la  relation  prdcddente,  nous  obtenons 
lation 

! «+/3+y+d  tcßY-\-ccß8  + tty8-{- ßyd 

-~Ri  - Ä.»  ’ 

lilaquelle  nous  deduisons,  pour  le  rayon  du  cercle  inserit. 


Ä,>  = 


aßy-j-aß8  ay8  + ßyS 
o+ß+y+8 


(CLXII) 


I Cette  expression  n’est  qu’un  cas  particulier  de  la  formule 
Krale  que  nous  avons  donriee  dans  les  NouTelles  Annales 
pHathdmatiqnes,  2«  Serie,  Tome  V,  page  75,  1866,  et 
P i'applique  au  rayon  d’un  polygone  circonscriptible  d'un  nombre 
peooqae  de  cdtds. 

96.  IMstances  des  qoatre  sommets  au  eentre  da  cerele  inserit. 
I ie  triangle  rectangle  APO  nous  avons 

PO*  ou  P*  = AO<‘  + AP»  = 

Mant  ä la  place  de  P|*  sa  valeur  (CLXII),  nous  trouvons 
aßy  + aß8  -f  ay8  4-  ßy8  + a*  -I-  cc*ß  -f  «*y  + c*d 


P*  = 


«+|5+y+^ 


_ («  + j5)(tt+y)(«  + d)  _ « + y 

a~+ß+y  + 8 -^"’A  + C 

et  .B  sont  les  deux  cötes  qui  aboutissent  au  sommet  P. 
h a donc  les  qoatre  valeurs 


I 


Digitized  by  Coogle 


Hvsttr:  frmprietis  noutelles  du  quadrUatere  en  gmerat. 


(c-H?)(tt+y)(tt-fJ)  _ „ «+y  \ 

«+^  + y+« 


a + jS  + y-l-d  — 


ß + S 


D9 _ (y^~^)(r+«)(y+/^  _ rn  y+“  i 
“ - a + ß + Y + ö C+A’^ 


...(CLX1 


^ (J+«)(3  + |3)((5+y) 

«+/3+y+^ 


-DA  iM. 


d’oo  noDS  tirons 


PQRS  = ABCD  X . 

R»  — CD'  ^ — AD'  • • • 
^_B  PS  A 
KS~  D’  QR~C'-‘ 


(CLXI 
. (CLX  i 
(CLX’  I 


Donc 


Th^ordme  I.  Dans  tont  quadrilat^re  circonscriptib 
convexe,  Plescdtdsopposdssont  entreeux  commel 
produits  des  droites  qui  joignent  leurs  extrdmites 
centre  du  cercie  inscrit;  2°  les  carrds  des  droites  q 
joignent  denx  sommets  opposds  au  centre  du  cerc 
inscrit  sont  entre  eux  comnie  les  produits  des  cdtdsq 
aboutissent  ä ces  sommets. 


97.  Demi-angles  du  quadrllatdre.  Considdrons  toujonrs 
triangle  rectangle  APO;  il  nous  donne 


. w . «X  OA  ß, 
8inf(/l,  B)  — Qp—  pt 


A P €t 

cosi(A,  B)  = j^—p\ 


si  nous  remplagons  P par  sa  valeur  tiree  de  (CLXIII),  et  ( 
nous  dlevions  an  carrd,  nous  obtenons  de  suite,  et  par  anaioe  | 


sin’i(^,  B)  — 


_ o|3y + aßS + «yd  + /Syd 


(a  + ^)(«+y)(a  + d)  ’ 


sin 


*1/»  r\  - “<^y+“<^^4«ydd-/?yd 


Sin 


^ “ (y+<5)(y+«)(y+|3;  ’ 


...(CLXV 


n*  vß  A\  — «Py^-“i^^^■«yd^-;3yd. 
,(ß,  A)  - ^äi-aXe+ßXä-t-y)  ’ 
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auj  n.  + + y + ^ «+)3-fy+d 

'0®  *(^’^^-(o+/J)(«+y)(«+(5)-a+/  AB  ’ 


cos*i(Ä,  C)-. 


ß^(a  + ß + Y + 8) ^ 

(|S+y)(?+W+a)“/3+a’  BC  ’ 

rn«*vr  ny-  y^(t^+/^  + y + ^) rl.  a+ß+y+s 

’ ’ (y+^)(y+fitKy+|S)  y+«' 

cos**fß  A)~  ^®l“+to±iL 

® *^"’^^~(d  + a)(d+/3)(d+y)~ö+/3  DA 

'oü  on  deduit 

fang*i(/4,  B)  = 

tang*J(ß,  C)  = 

tang*i(C,  D)  = 


tang*i(D,  A)  = 


ajSy  + aßd  + oyd  + ßyö 
o»(a  + |3  + y+d) 
ojSy  + «jSd  + ayö  + ßyö 
/3*(a+(S  + y+^d) 
«^y  4-  + “y^  + ßy8 

y^{u  + ß + y + S) 
aßy  + «jSd  + ayd  -|-  ßyS 
^^(a-i-ß  + y+ä) 


WCLXVIll) 


(CLXIX) 


Les  forroules  (CLXVII)  donnent 


sin*i(^,  B)  _ CD  s\nH(B.  C)  DA  . 
sinH(t.’,  D)  — 'AB’  sin*i(0,  A)  ~ BC' 

t’est-ä-dire  que 


Th6or6me  II.  Dans  tout  quadrilatere  ci rconscriptible 
convexe,  les  sinus  des  demi*angles  opposes  sont  in- 
'ecseraent  proportionnels  aux  racines  carrees  des  pro- 
Inits  des  cdtes  qui  comprennent  ces  angles. 

118.  Angles  du  quadrilatdre.  Puisque 

sin(.il,  B)  = 2sini(.4,  jB)cosi(W,  B), 

cos(/l,  B)  = cos*5(/I,  ß)  — sin*i(.i4,  B), 

•n  a 


Einri  px  . _ 2oV^(«+|3+y+d)(a|?y+a|3d+ayd+(3yd)  -p, 

B)  _ - - , (CLXXI) 


cos  (.4,  B)  — 


(a^  — ay)  (ß  + 5)  + (a^  — ßä)  (a  + y) 


(CLXXll) 


(B  + ^)(o  + y)(o  + d) 

De  l’dgalite  (CLXXI)  on  tire  la  proportion 

sin(/I,  fi),sin(C,  D)  _(y  + 8)(y  + ß)  _CD  /^jl^XUI) 
a ’ y (« + jS)  (o[  ö)  AB’  ^ 

l'lieil  XLVIll.  20 
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qui  exprime  que 

Thdorime  IIL  Dans  tout  qoadrilat^re  circonscrip- 
tible  convexe,  les  sinus  des  angles  opposes,  diviseg 
respectiveraent  par  les  segments  tangeiitiels  adjacents 
k ces  angles,  sont  inversement  proportionnels  aui 
prodttits  des  cot^s  qui  comprennent  ces  angles. 

99.  Divisons  menibre  ä meinbre  les  deux  premieres  des 
egalit^s  (CLXXIII)  et  (CLXX);  nous  obtenons 

ysin(y4,  ß) . sin*j(.^,  B)  _ 
asin(C,  fl)  " sin*4(C, />)  ~ ’ 

d’oü  nous  tirons  les  relations 

a\n(A,  B)  sin (C,  fl) 

asin*4(/t,  B)  y8in®j(C,  fl)’ 

sin  (fl,  C)  sin  (fl,  A)  . 
j3sin®4(ß.  t)  ~ dsin®4(fl,  A)  ’ ' 

qui  prouvent  que 

Th^urSme  IT.  Dans  tout  quadrilatere 
tible  convexe,  les  sinus  des  angles  opposes,  divises 
respectivement  par  les  segments  tangeiitiels  qui  com’ 
prennent  ces  angles,  sont  directement  proportionneU 
aux  carres  des  sinus  de  la  nioitid  des  niemes  angles. 

100.  Demi -angles  fonn^s  par  les  eOtds  opposäs.  Dans  le 
triangle  PQM  on  a l’egalitd 

qui  donoe 

4)»f  = 4«-(4P  + 4Q)  ou  \{A,C)  = \:i-\{A,  B)-k{B,Cy, 
de  celle-ci  _on  tire 

sin4(.^,  C)  = cosJ(.4,  fl)cos  J(fl,  C)+sin4(/l,  fl)sin4(fl,  C). 

Mettons,  dans  le  second  membre,  ä la  place  des  sinus  et  cosi 
nus  de  (A,  fl)  et  (fl,  C)  leurs  valeurs  tirees  de  (CLXVIl)  et 
(CLXVIll);  nous  obtenons 

1/  ^ + P 4-  y + d)—  (aßy  + aßd  + ayä  + ßyS)  . 

I 

le  numerateiir  se  reduit  ä (a  + d)(od — ßy),  et  le  denominateur 
peut  s’ecrire  («  + d)  V^(o[ -f /S)  (o  + y)  (d -1- /3)  (d  + y) ; nous  avons, 
par  consequent. 


. . (CLXXIV) 
circo  n scrip* 
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ßy 

s.n4(^,  O = („ ^)^(<5T^)lä ’ I 

.in4(Ä,  0)= 

'S^(a  + y)(a  + d)(^  + y)(|S  + (5) 
On  tronverait  semblablement 


(CLXXV) 


cos,M,0-  (a  + |S)(a  + y)(3  + /S)(,i  + >-)  \ (^LXXVI) 

(g+/3  + y-f  3)(c/?y+K/33  + ayö +ßyö) , 


t08*4(iS,  D)  = 


(g+y)(g  + 6)  (|3  + y)(/3  + ö) 


,»„„21.  j p)  ^ M-|3y)»  ' 

’ ■'  («  + /J+y+d)  (a^y+a/Sd  + oyä  + /3y3)7 

^txß  ( 

•a«g  — (a^j3^-y4-5)(o|3j,-j.„|f(5-|.o(yä-|-j3yd)'' 


(CLXXVII) 


La  comparaison  de  ces  deux  dernieres  valeurs  donne 

. . (CLXXVIII) 


tansi(/l,  C)  ad  — ßy 

tangUß,  D)  ~ aß~y8' 


Cette  relation  peut  se  traduire  de  la  maniere  suivante; 

Th^oröme  V.  Dans  tont  quadrilatere  circoiiscriptible 
convexe,  les  tangentes  de  la  nioitie  des  aiigles  com- 
pris  entre  les  cdtes  opposds,  soiit  entre  eiles  comnte 
1*8  dirferences  des  produits  qu’on  obtient,  en  multi- 
pliant  entre  eux  I es  segm en ts  de  chacun  des  deux  cötes 
I "pposes  qui  compreiinent  l’angle. 

I 101.  Angles  compris  entre  les  cöt^s  oppus£s.  Les  valeurs 
I (CLXXV)  et  (CLXXVl)  donnent  immediatement 

1{aS-ßy)V (a+ß+y+d)(aßy+aßS-\-ay8+ßyS)  j . 

(a  + ß)(g  + y)(d  + ^)(d  + y)  . ’f 

>(CLXXIX) 

sln^fi  2(«|?-yd)V  (g+|3+yf  6)(n/3yd-g^dd-gyd+gyd),\ 

- (g  + y)  (g  + d)  H-  y)  (ß  + öj  ’ ; 


6in(il,  C)  : 


<jui  donnent 


sin (A,  C) gd  — ßy  ^ , AC 

sTt7(7i,~D)  “ ^ Wo’ 


(CLXXX) 


10"2.  Distanoes  du  centre  du  cercle  in.scrit  aux 
points  de  concours  des  cdtes  opposds.  On  a par  le  tri- 
angle  rectangle  AltlO, 

20» 


I 
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MO  = 


AO 

BinAIUO 


Oll  m = 


sin^iC^,  Cy 


rempia^ant  72,^  et  sin*i(^,  C)  par  leurs  valeurs  (CLXII)  et 
(CLXXV),  puis  op^rant  de  nieme  pour  on  obtient 


31*  = 


(aßy-i-aßd+ayäyßyd)  (g+|3)(n+y)(d+j3)(d+y) 
(«  + ? + y + öj  (aä—  ßy)* 


_ (a/3y-t-c^d-Fcyd+/?yd)(«+y)(n+d)((3+y)()?+d)  l 
(a  + ^ + y + d)(aj3-yd)*  ') 


(CLXXXI) 


103.  Distaiices  des  points  de  coiitact  du  cercle  in* 
scrit  aux  points  de  concours  des  cdtds  opposes.  Le 
nidme  triangle  rectangle  AMO  donne 

AM*=  AO*.coi*AMO=  R^*coi^{A,  C); 

on  en  ddduit,  en  mettant  ä la  place  de  72|*  et  cot*j(.^,  C)  (eure 
valeurs  et  en  faisant  de  meine  pour  BN* 


AM  = CM  = 


BN=DN  = 


aßy  + aßS  + oyd  ßy8 
ad  — ßy  ’ 

aßy  aßä  ayd  + ßyö 
aß  — yS 


(CLXXXII) 


104.  Distances  des  quatre  sommets  du  quadrila- 
tdre  aux  points  de  concours  des  cdtes  opposds.  On  a 

P*=  P.4  + JM  = .+ 

* 

d’oü  en  effectuant  et  en  appliquant  le  indme  calcul  aux  autree 
distances 


ao  — py 


SM 


y(ß  + a)(ß  + S) 

ad  — ßy 

+ a)(y-\ 
ad  — ßy 
a(d  + ß)(d+y). 


QM: 


ad  — py 


ad — ßy 


(CLXXXIll) 
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. — 7^  ' 

ap  — yo 

_ ^(y  + “)(y  + |3)  _ 

aß  — yd  ’ 

S]\  = y(^  + /^)  (^4-g) 
aß  — yö 

Oe  ces  Valeurs  on  tire 


(CLXXXIV) 


P/t/ - ßjW  = pjy—  RN— a-^y, 
SM  — QM  = QN-  SN  = |3  + Ä; 


j . . (CLXXXV) 


PM—PN  = RM—  RN 
(tt/-y){ß—S){aßy  + ttßd-\-ay8-^ßy8) 
(aß—y8)(a8  — ßy) 

QN  — SN  = SM  - SN 

(a  — y)(ß  + 8)  (aßy+  aß8  + ay8  + ßy8) . 

(aß—y8){a8  — ßy)  ’ 


(CLXXXVI) 


PM  + RN  = RM+PN 

ß8(a  + y)  (cf— y)(g  + /3-t-y-f  d) 
(aß  — y8)(a8  — ßy) 


(CLXXXVII) 


105.  Surface  du  qnadrllatdre.  La  surface  du  quadrilatere 
»Dvexe  est  Surf.  Qd.  =:(a  + /S4y  + ä)ßi ; remplaQons  Ri  par  sa 
raleur  et  extrayons  la  racine  carree;  nous  aurons 

Surf.  Qd.  = V^(^+^‘y+^)(“/3y+“/S^+«y^+/Sy^-  (CLXXXVIIl) 

Autres  expresslons  de  la  surface  du  quadrilatere.  Dans  la 
formule  (CLXXI),  rempla^oiis  le  radical  par  Surf  Qd. , et  rdsol- 
vons  par  rapport  a cette  quantitd;  nous  obtenons  ainsi 

Surf  Qd. 

=(“+/S)(ß+j’)(«  + ö)^^^^^— = ^^.J/dÄ.sin(/4,ß)  I 

=(|3+y)(/J  + W+ß)  = ^.iBC.s\n(B,  C)  ^ (CLXXXIX) 

= (y + ö)  (y + a) (y  + ßf'''-^^—  = CD.  sin( C,  D)  I 

= (Ä+u)  (3  + ß)  (3  4y)^-'-^’--^  = ^‘^.iD4.sin(D,  A)] 
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Dans  les  expressions  (CLXXVl)  des  cos®i(^,  C),  cos®i(ß,D), 

niettons  ä la  place  du  num^rateur  son  equivaleiit  iSurf.  Qd.;  noa« 
aurons  encore 

Surf.  Qd.  =cos*i(^,  C)X(c+/3)(o+j')(d-|-j3)(d-f-y) 

= cos*4(ß,  Z))X(«+y)(a+d)(^+y)(/J+d),/ 


Surf.  Qd.  =V~ (o  + y)  (j3  + d)X  \/  BD.cos\{A,  C) 
= V(ä+7)  (^iTö)  X V3C.cos4(ß.  D). 
Cette  derniere  dgalite  prouve  que 


(CXC) 


cos«4(/l.  O _ AC 
cos*4(ß,  1))  BD' 


. (CXCI) 


Donc 


Th^oröme  VI.  Dans  tout  quadrilatere  circonscrip- 
tible  convexe,  les  carrds  des  cosinus  des  demi-angles 
corapris  entre  les  cdtes  opposes,  sont  entre  eux  comme 
les  produits  de  ces  cdtes. 

2 

Enfiii  niettons  aussi  Surf.  Qd.  au  lieu  du  denominateur  dans 
la  valeur  (CLXXVII)  de  tang*4(/I,  C),  puls  extrayons  la  racine 
carree;  nous  trouvons 

Surf.Qd.  =(aä—ßy)coti(A,  C)  ) (CXCIl) 

= (aß  — y5)cot\(ß,  D). ) 

Ainsi 

Tli6orömc  VII.  L’aire  d’un  quadrilatere  circonscrip- 
tible  convexe  est  egale  ä la  cotangente  de  la  moitie  de 
l’angle  compris  entre  deux  cötds  opposes,  niultipliee 
par  la  diffdrence  des  produits  qu’on  obtient  en  uiulti- 
pliant  entre  eux  les  deux  segments  tangentiels  de  cba- 
cun  des  cdtes  qui  comprennent  l’angle. 

106.  Diagonales  interleures.  Calculons  d’abord  la  diagonale 
PR  = X.  Dans  le  triangle  PQR  on  a 

PR^=P(P+QR^—2PQ.QR.co8(B,  C) 

Oll 

A*  = («  + /3)®  + (|3  + y )2 - 2 (a  + |S)(jJ  + y) cos (ß , C). 

Au  moyen  de  la  forniule  analogue  ä (CLXXII),  on  tronvc 
facilenient  que 
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il  vieni,  par  consequent, 

A*  = («  + ^)*  + (^  + y)*-2|3*+2«y  - ; 

or  on  a 

{«  + /3)*  + 0?  + r)*-2^*  + 2ay  = (a  + y)*  + 2/S(«  + y) ; 

il  x’eiisuit  donc  que 


A*  = («+y)*  + 2/J(a  + y)- 


2/S(jS—d) (a  + y)  , 

^ + <5 


et  coniine 


9«  j.  2<3Q3— d)(c+y)  _ 4/?d(«4-y) 
•«P(«+W  ■ 


>1)  obtient  d^finitiveraeiit 


Uii  a doiic 


A*  = (a  + y)*+4|3d.^. 


« + y 


P+<5’ 


y«  4gy 

/S  + ^ ^ ^ö  + y* 


i ■■ 


(CXCIII) 


107.  Prodttit  des  diagonales.  Les  deux  egalites  (CXCIII) 
etant  multiplides  membre  ä menibre,  donnent 

(T+^^TH)  = (« + y)  (^+ Ä) + 4(ay  + ßä) + • 
ee  qui  revient  ä 


Aay*=  [(a+y)(/3+d)  + 4«y][(a+y)(^+d)+4/3d].  (CXCIV) 


108.  Quotient  des  diagonales.  En  divisant  (CXCIII)  menibre 
a membre,  on  obtient 


A* 

E* 


(c  + y)^  (a  +y)(ß^ö)  + 4ßS 
(|3  + «J)*^(«  + y)(|3  + 5)  + 4ay* 


. .(CXCV) 


109.  Segments  des  diagonales.  Nous  representerons  par  A', 
les  deux  aegments  additifs  PU,  Ät7  de  la  diagonale  PR=X, 
*1  par  Aj,  Aj  les  deux  Segments  soustractifs  PV , RV  de  la 
m4me  diagonale. 
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Nous  avons  deax  triangles  AQS,  QRS  de  m4me  base  QS, 
qui  sont  entre  eux  comine  leura  baateurs  ou  comme  PV,  Al’; 
mais  ces  deux  triangles  sont  aussi  entre  eux  dans  le  rapport  de 
PQ.PS.sin(A,  B)  ä RQ.RS.8in{C,  D);  il  vient,  par  suite 

X'  AB.b\b(A,B)^ 

W — CD.  sin  (C,^)  ’ , 

a I 

mais  r^galite  (CLXXIII)  donne 


on  a doDC 
et,  pareillement 


üonc 


sin(^,  B)  CD  a 
sin(C, />)  ~ AB^  y' 

^ _ Xi  _ a 

X"-X^-y'  ■ 

YL-h-ß 

Y"  - Fa  - d-  • • 


. . . .(CXCVI)| 
. . . . (CXCVII)I 


Tb6or£me  TIII.  Dans  tont  quadrilatere  circonscrip- 
tible  convexe,  les  segments  de  cbaque  diagonale  sont 
entre  enx  comme  les  segments  adjacents  des  cdtds  qui 
abontissent  aux  exträmitds  de  cette  diagonale. 

Nous  avons  par  (CXCVI) 


^ _ X'  -YX!’ X 

« y ~ tt  + y « + y’ 

a y a — y u — y’ 

d’oü  nous  tirons 


X'  = 


aX 
a + y' 


X,= 


aX 

> 

y 


rx  . 
« + y ’ 


9 

a — y 


et,  par  suite,  en  rempla^ant  X par  sa  valenr  (CXCIII) 

4o*/SJ 


X'^  = ce*  + 7 -j- — - f.  • 

(«+y)(^  + o) 

X"»=  y»  -I- ; 

y +(a  + y)(/J  + d)’ 

y » — + , 4a*ßS(a  + y) 

■ “ («-y)*  ■*'(«-y)*(^  + d)’ 

y a _ y*(<»4-y)*  . 4y«j?d(n  + y) 

• ~ («-y)*  '^(«-y)M^ + «)■ 


(cxcviirt 
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On  aurait  egalement 


^ + 3’ 


ß—8' 


SY 
|S  + <5’ 

' ß-8’ 


> (CXCIX) 


^ "^■‘■(«  + y)(^  + «i)’  i 

Y>'9. — a«  -1- fd*oy I 

- +(«  + y)(^  + 3) 

+ i^yiß^S)  ( ^ ^ ^ 

- (ß-ö)‘  +(ß-s)H“  + r)’  I 

,,,  ä*(ß  + d)*  . 43*oy(^  + 'J)  1 

- (ß_a)»  +(^_a)*(„  + y)-  . 

110.  Angle  des  diagonales.  Dans  l’dgalite 

2AFcosi;=  Ä»+C*— D* 

ubstitaons  ä la  place  de  B,  C,  D leurs  equivalents  d + o, 
|3  + y,  7 + d;  nous  aurons 


XFcos  V = {a — 7)(ö — ß) 


’est-ä-dire  que 


Thdordme  IX.  Dans  tont  quadrilatere  circonscrip- 
>ible  convexe,  le  produit  des  diagonales,  multiplid  par 
(Cosinus  de  l’angle  compris,  est  egal  au  produit  des 
lifferences  des  Segments  opposds  des  cdtds.  fe 

Puisque 

XFsin  ü = 2 Surf.  Qd., 


taug  V = 


2Surf.  Qd. 
(«— 7)(d— ^)’ 


r;  _ 2^(tt  + /3  + y + d)  (aßy  + aßS  + ayS  + ßyS) 

Jangtv-  (^a—y)(ö-ß)  ' 

Si  Ton  compare  les  valeurs  (CXCIl)  et  (CCI),  on  voit  que 

*(«— y)(^— /J)tang(X,  F) 

= (aS-ßy)coti(A,  C)  = (o^-yd)coti(ß,  D). . . 
Puisque  / 
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Surf.Qd.  = 4(a-y)(d-/3)tang(jS-,  Y),  . . . (CCllI)' 

on  voit  que 

Th^orJmc  X.  L’aire  du  quadrilatere  ci rconscriptible 
convexe  est  egale  au  denii-produit  des  differences. 
des  Segments  opposes  des  cdtds,  multiplie  par  la  tan-| 
gente  de  l’angle  compris  entre  les  diagonales.  i 

111.  Surfaces  des  trisngles  form^s  chacun  par  deux  c6t^s  et| 
une  diagonale.  Puisque  le  triangle 

PQS  PÜ  A I 

PQRS— PR~  X — a+y’  j 

ii  vient 

PQS=  -^.Sart.  Qd.,  < 

“ + y i 

PQß=  j^.Surf.  Qd.,( 

(CCIV) 

QHS  = ^^.Sur{.Qd.A 

V ' 

PÄS  = ^-^.Surf.  Qd. 

Ces  Valeurs  nous  donnent  ^ 


Surf.  Qd.  _ SPQ  _ PQR  _ _ RSP  . 1 

(a+y)(^+d)  “ot(/?  + d)  “/3(a  + y)  “y(/3+d)  ~d(o!  + j-)’ 

112.  Angles  compris  entre  les  edt^s  et  les  diagonales.  Le. 
triangle  PQS  nous  donne,  par  suite  de  (CCIV), 

4(a  + ö)..Vsin(^,  X)  =^-^.Surf.  Qd.; 

il  vient  donc 


• T,-s_  5 2Surf.Qd. 

siti(^,  A)  — 

. ß 2Surf.Qd. 

sin(ß,  X)  — x\a-\-ß)(ß-\-6)' 

. _ ß 2 Surf.  Qd. 

sin(C,  A)  — X'  (ß-f.y)(ß  + 6)’ 

■ V.  2Surf.  Qd.  . 
SW(D,  X)  - X' 


et,  pareillement, 


. . (CCVI)| 
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■ ( i v\  “ 2Surf.  Qtl. 

■ ,w>  “ 2 Surf.  Qd. 

sinfß, 

• v^-y  ^Surf.Qd. 
sin(C,  -r-(ß+y){a  + y)’ 

■ en  v^_l  2Surf.  Qd. 
s.n(D,  n- 


. (CCVll) 


On  deduit  de  ces  valeurs  les  rapports  suivaiits  entre  les  sinus 
i deux  arigles  adjacents  ä chaque  extreinitd  de  l’une  et  l’autre 
gonale 

8in(/4,  X)  _ d(o!-H3)  sin ((r^.y ) _ (y  + d)  s 

s\n(ß,  X)~  ß(a  +ö)'  sin(Z>,  X)  ~d(y  + ^)’| 

sin(/4,  F)  _ a(d  + y)  8in(g,  Y)  _ a(ß  + y)  l 

sin(ü,  F)“y(d  + a)’  sin(C,  F)  ~y(^  + tt)‘^ 

113.  Surfaces  des  trian$:Ies  form^s  chacun  par  un  cöt^  et  les 
mnts  adjacents  des  diai^onales.  Nous  avons 

PSV=Z  iX'  r 8in  V ==  i.  rrr-rW-AÄ  • X Fein  V, 

(“  + y)(p  + o) 


y . . .(CCIX) 

Q«>-  I 

114.  Drolte  qni  joint  les  milieax  des  deux  diagonales  intdrl- 
fs.  Reprdsentons  cette  droite  par  K.  Nous  avons  la  relation 

4Ä*+X®  + F*  = ^*+ß«+  C»  + /)*, 

>*.  en  substifuant, 

4Ä*=  („4.(3)*4.(jS4.y)2  + (y^.ö)9  4.(5^.„)a 

- («  + y)*  - (ß  + d)*-4ay . , 

bien  ' 


Digitized  by  Google 


HHk  'hjH0r:  Froprittis  notwelles  du  guadrila/ere  en  genira  , 


kX*  = (a-y)*  + (ß- d)*  + 2 (a  + y) (/J  + d)  - 4ß6 . ^ - 4«;  • ^ | 

Reduisotis  aa  meine  denominateur  et  effectiions  dans  le  seco 
Membre,  il  nons  vieiidra 

•*{o+y)  (/S+d)  Ä*  = (a  - y)2  («  + y)  (/?  + d)  + (|3  - d)»  (a  + y)  ( J + ^ 

+ («  - y)*  (|8  + d)*  + (U  - d)*  («  + y)® . 

ou  encore 

4(o+y)(/S+^)Ä*  = (a+/S+y+d)[(«-y)*(/3+d)  + (/S— d)*(a--y)], 
d'oü  nous  tirons 

. _ (°-y)*  . ,CF 

“+^+y+^  «+y  ß+ä 

115.  Troisidme  diagronalc.  Elle  est  MN=Z.  Le  i:rian 
PMN  donne  Mm  ou 

Z^=  PM*+Pm-2PM.PN.cos(A,  B) 

qu’on  peut  dcrire 

Z*  = {PM  A-  PN)^6\n*\{A,  B)A-{PM—PN)^cos^iiA,  B). 

Mettant  a la  place  du  einus  et  du  Cosinus  leurs  valeurs  (CLXV 
et  (CLXVIII),  on  obtient 

(a  + /J)  (a  + y)  (a  + d)  Z*  = P {PMA-PN)^  + Stfl{PM—  PN)*, 

Oll  l’on  a pose 

P = a/3y  + «/Sd+oyd  + /3yd,  S = « + /3  + y + d. 

Le  triangle  RMN  nous  donne  de  meme 

(y  + o)(y  + /S)(y  + d)Z*  = P(ß.M  + fiA^)*+Sy*(ßd!#— ÄiV)*. 

Si  nous  retranchons  ces  deux  dgalitds  membre  ä tnembre< 
que  nous  fassions  observer  que  1 

(o  + /3)(o  + d)  — (y  + ^)(y+d)  =r  (or_y)(a4-/S  + y-(.d)  = (« — y)S, 

il  nous  viendra 

(a+y)(«_y)SZ*  = V{PMA^RM\PN^RN)  {PM-RM^PN-R^f 
+ S {aPM —aPNA^yRM  — yRN)  {aPM- aPN  - yßJI/+  yß^). 

II  sagit  de  faire  les  substitutions  necessaires  dans  le  seconi 
membre.  Les  valeurs  du  n<^  104.  nous  donnent 
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s 


PN  + ^^(«/3  + y5  + 2(3d), 

PM-HM=  PN-RN=a-\^y, 


aPM-aPN  — 
yRM  — yRN  = 


{aß-yS)  (aS-ßy)' 

y(g  + y)(^— , 

{aß  — y8){aS  — ßy)' 


0 Dous  tirons  facilement 


/»/»/+ ßjW  + PiV  + ßiV  = 


2|8g(g-t-y)(ct— y)S 
(aß  — y6)(aö  — ßy) 


PM—RM  + PN-  RN  = 2(<»  + y), 
.P«-.P«-yR«  + ,«,V  = 


Mettons  ces  valeurs  dans  la  derniere  equation  en  Z*,  puia 
pprimons  les  facteurs  communs  dans  les  deuz  membres  de 
quation  rdsultante;  nous  obtenons  ainsi 


72  _ (“+y)P 

(aß  — y6)(ad  — ßy) 


[4/3<5  + 


(«+y)(^-d)»P 
{aß—yö)  {aö  — ßyy 


II  reste  ä donner  une  forme  plus  simple  au  facteur  entre  cro- 
ets.  Ce  facteur  peut  s’ecrire 

ißS (aß— yd)  (ad — /?y)  + (« + y)  (/3 — d)’»  P 

(aß— yd)  {ad  — ßy)  ^ ' 

nous  avoDS  d’abord 


^ßd(aß  — yd)(«d — ßy)  = 4/S®d*(a — y)*  — Außyd(ß  — J)®;  . . (2) 
änite,  comme 


»ient 


P = oy(/*+ J)  + (^^(a  + y). 


(“+y)(/*-«5)*P  = ay(«+y)(/#+<5)?/?-<J)®+/»<5(a+y)*(/«-a)*;  (3) 
ns  trourons  de  plus  que 

ßd  (a + y)®  (ß  — d)^— iaßyd  (ß  — d)*  = ßd(a—y)*(ß—d)^,..(4) 
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puis 

+ y)*  = («  — y)®(^+3)* ( 

Ajoutons  les  equations  (2),  (3),  (4)  et  (5),  et  d^signons  par  L 
nainerateur  de  la  fraction  (1),  nous  obtenons,  en  reduisant 

L = ((3  + d)[«y(ß  + J')(/S— ö)*  + |3d(^  + d)(a— y)*]. 

Dans  cette  dertiiere  expression,  la  partie  entre  crochets  ( 
äquivalente  ä 

(“ + y)  (ß + ^)  P — 

Substituant  cette  valeur  de  L dans  la  fraction  (1),  puis  celle< 
dans  la  valeur  en  Z®,  nous  trouvons  enfin  que 

^ ^ + >')»  + <)■’-  . 

Oll  encore,  en  rempla^ant  P et  S par  leurs  developpenients, 

_ (g + y)(/?  + ("ßv  + + ßy^) 

~ (a|3  — yd)®(ßS— |3y)® 

X[(ci-fy){^+ö)(cßy+oi3d+ayd+|3yd)-4ß^yd(a-f ^+y+d)].  (CCX 

il  est  peilt -etre  tout  aussi  aise  d’employer  cette  valeur  soi 
la  forme  plus  elegante 

I (o  + y)  (;3  -f  S)  (aßy  + aßS  + ayd  + ßy8)  ) 

„„  \x  [oy(ß  + y)  (ß-S)^  + ßS(ß  + S)  (ß-yj®]l 

22  = . . (CtAl 

116.  Segments  de  la  troislime  diagonale.  Les  tieux  triansli 
WRV,  IStiV,  ayant  meme  hauteur,  sont  entre  eux  coniine  leo 
bases;  on  a,  par  conseqiientj 

jyV  RM.s‘\nltJKV  RM.s\n((\X)  ^ 

Np  — RN.sinNRy—  Af^.sin(Z>.J^)  ’ 

or 

sin(C,  ^(y  + |3)  RJtl  /3(y  + d)(ojS-yd)  , 

sin(D,A)  -/S(y  + ^)  RN  ~ S(y  + ß)  (aS-ßy)  ' 

il  vient,  par  suite, 

laV  _ ^ilV  _ aß—y8 
]SV—  N\^  ~ 0t8—ßy' 

ce  qui  donne 

MV  _ _Nf_ j? 

äß~yS  aS—ßy  aß  — yS  + aä—ßy  (o  — y)(^  + d) 


Diyili/-,  j t ‘ CjCHJ^Iv" 
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MW  _ _ MW-mv z 

aß — yS  aS — ßy  aß  — yS — a8  + ßy  (a  + y)(ß^^) 

Nous  tirotis  de  ces  egalites 


up  — 7'  — wy  — 7"-  (o^—ßr)^  . 


yw=z. 


(aS — ßy)Z 

''W+Mß-sy 


117.  InclinaisoiiR  des  cdt^s  sur  la  troisidme  diagonale.  Les 
ux  triangles  PMN , RMN  donnent 


8in  PMI\  _ sin  PiVAf  siii(/4,  Ä) 
PIS  ~ PM  ~ Z ’ 
sin  RMN  sin  RN  Al  sin  (C,  D) . 

JtN~~  = liAi^  = z~  ’ 


, en  ayant  egard  aux  valeurs  (CLXXXIII)  et  (CLXXXIV), 

sin(^,Z) sin(ß,  Z)  sin(.-l,  Ä) 

“+y)  (“+^)  (oS—ßy)  ~ 8 (a+y)  («+  /3)  (aß—yS)  ~ Z (aß—yS){a8—ßy)’ 

8in(C,  Z)  sin(0,  Z) sin (C,  D) 

)’+«)()'+ ß)  {a8—ßy)  ~ ß {y+aj(Y+8)  (aß—y8)  ~ Z (aß—y8)  (a8-ßy) ' 

On  tire  de  ces  egalites  les  valeurs 


. , 2BjS(o#-ßy)Surf.  Qd. 

sin(i4,  Z)  = r— — ■ , \ 

(a  + ß)\^(a  + y)(ß+8)KL 

• ,D  y.  ^a8 (aß  — y8)  Surf.  Qd.  I 

(a  + ^)V(^T^r+Wf>’  (,ppxiVt 

(y  + 8)V(a  + y)(ß  + 8)RL  I 

sin (D,Z)  = _,¥y.(“^-y^Snrf.  Qd._ 

(|3  + y)^^(«  + y)(^  + ä)A:L 

118.  Cdt^s  du  triangle  forme  par  les  trois  diagonales.  Ces 
teg  sollt 


yw=Mw- 


— Y'  — i 

f “ - 

1 V 

.A  — j 

f^  + rJ 

1 

— F'  — 1 

ß > 

\ r 

' “1 

\,ß-8 

ß+'h 

-Z'  = | 

f aß  — 

L(«+y)((3 

yS 

-8)- 

“1 

(a- 
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vr=-^,.x. 

«*  — y* 


VW=  y. 


t_^a- 


. . . (CCX\> 


1 19.  Angles  du  trlangle  form6  par  les  trols  diagonales.  Nou^ 
avons 

sin  vwr  sin  17 F IF  sin  VÜW 


vv  - VW  — VW  ’ 


(a*_y*)sin  t;iFF_((S^— sin  tJFlF  _ (g^-y^)(|3^-^)gin 

SpC'  “ ßSy  {aß-yS)ia3  — ßY) 


2Surf.Qd 

et,  comme  sinPC7IF==  — j^y — $ i*  vient 


2„y(ß2_a®)Snrf.Qd. 


sin 


nvw- 

{aß  — yS)  (ad  — ßy)  XZ 


. . (CCXVl) 


120.  Aire  du  triangle  fonn6  par  les  trois  diagonales.  U| 
triangle  est 

t7FlF=4t7F.  t71F.sin(JX.  F) 
ou 


üFTF  = 4.^,.^.sin(.¥,  F). 


qu'on  peut  ecrire 


niais 


4X:Fsin(A',  F)  = Surf.Qd.; 


il  vient  donc 


ÜVW  = -, »<■  Surf.Qd.  (CCXVIl) 

“ (a+y)(a-y)(iS+d)(|3-d) 


121.  Alre  du  quadrilatire  ä angle  rcntrant.  On  a le  qaadri- 
latere  PMRIS  ou 


üuTlfi'ä.==PMN-RMNi^\PM.PN.s\n{A.B)-\RM.RN.Bm{C,D) 
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IVIettoDS  ä la  place  de  Pdü,  P7V,  UM,  RN  leurs  valeurs,  et 
aa  lieu  de  siii(/l,  ß),  8ln(C,  D)  aiissi  leiira  valeur.o;  nous  obte- 
nons  ainsi,  apr^s  reduction. 


Surf.Q'd. 


|3d(e-f  y)(c  — y) 
(aß—yö)  (txd—ßy)' 


Surf.  Qd. 


122.  Alre  du  qaadrllatSre  Ce  quadrilatere  QM  SN 

est  la  difference  des  deux  triangles  QMN,  SMN;  on  a donc 
QIUSN  ou 


Surf.Q"d.  = QMN-SMN=lQM.QNs\n(B,C)-iSM.SNs\n(D,Ay, 

en  faisant  dans  le  second  membre  les  substitutioiis  iidcessaires, 
on  trouve 

S"'-  = ,7ß-m^~ßr)  ■ Q'I-  • • (CCXVIII) 


123.  En  cnmparant  les  denx  dernieres  expressions,  nn  ob- 
Kent  les  rapports  dgaux 


Surf.  Qd.  _ Surf.  Q^d.  _ Surf.  Q"d. 

(aß—yS)(ad  — ßy)  /Jd(«  + y)(o  — y)  ad(/3  + d)(/J  — Jj  ’ ‘ ' 


§•  IX.  Le  quadrilatere  inscriptible  renrexe  determine  par  le  qia- 
drilatere  cirronscriptible  eomeie. 

124.  Cdtes  du  quadrilatere  inscrit  forme  par  la  Jonetion  des 
folnts  de  contact  des  cötes  du  quadrilatere  circonscriptlble.  Les 
po'ints  de  contact  des  cdtes  du  quadrilatere  circonscriptlble  PQRS, 
•yant  ete  designes  par  A,  B,  C,  D,  les  droites  AB,  BC,  CD, 
OE  seront  les  cdtes  du  quadrilatere  inscriptible,  cdtds  que  nous 
poserons 

AB  = a,  BC=  b,  CD  = c,  DA  = d. 

Le  triangle  rectangle  PAO  donne 

\AB‘^  = AP^smmA,  B), 

Oll 

o*  = 4o*8in*4(/4,  B). 

SobstiUioiis  a sin®i(^,  B)  sa  valeur  (CLXVII),  et  iious  obte- 
»ons 


Thdl  XL VIII. 


21 
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puis 


j ia*(aßy  -f-aßi-f-  ayö  -hßyS)  , 

“ “ (“  + ^)(«+y)(«+^)  ’ j 

4ß^(aßy+aßd+ayd+ßyd)  j 

~ (ß+r)(ß+^(ß+»)  f 

^ 4y*(aßy  ■j-aßä+ ayö -j-  ßyä)  } 

~ (y+3)(yf  “)(y+/J)  ’ i 

>a  4d*(oj5y  + o^5  + oi)'d+^yd)  i 
- (6+a)(d+/3)(J+y)  ' / 


. . . (CCXX) 


125.  Prodnit  des  dlagronales  du  quadrilatSre  inscrit.  Repre- 
sentons  cea  deux  diagonales  par  a;,  y.  On  sait  que 


xy  = ac-\-bd', 

or  les  valears  prdcddentes  donnent  les  produits 
4ay(aßy  -f-  g/?d  -f  cyd + ßyä) 


ac  = 


6d  = 


(tt+y)V^  (a+^)(/S+y)(y+d)(d+o)’ 
4ßi(ttßy + aßS  -f  ayö  + ßyi) 


(ß  + ^)^(a-^  ß)(ß  + y)(y  4 «)(«  4 «)  ’ 

qui,  dtant  ajoutds,  fournissent  l’expression  demandee 

4(ttßy  4 >*ß^  4 gy^  4 ßyS)* 

~ («  4 yXß  4 Ä)  V(«  4 ß)(ß  4y)(y  4 «)(«  4«) 

_ 4(aßy  4 «gJ 4 «y^ 4 ßy^*  (rr.YXI^ 

(a4y)(/*4Ä)V^ßC'Z> 

126.  Quotient  des  diagonales  du  quadrilatdre  inscrit.  Noos 
savons  que 


X 

y ' 


a6  4 crf . 


or 


ab  = 


cd  = 


ad  = 


ad  + bc’ 

4aß(aßy  4 aßö  4 ayß  4 ßy^ 
(a-t-ß)V  (a+y)(a+6)(ß+y)(ß-t-S) 
4yö(aßy  4 4 “y^  4 ßyb) 

(y4d)V  (y4«)(y4|J)(Ä4«)(«4/3)  ’ 

4o:d(o|3y  4 <*ß^  4 “y^  4 ßv^) 
(«4d)V  (o4~^)(a4y)(Ä4/*)(ö4y)’ 


4ßy(aßy+aßd  H-  ayö  4 ßyb)  , 

'^~(ß  + y)^(/J  4 a){ß  4 ä)(y  4 «)(y  4~3)  ’ 

de  Sorte  que 


\ 
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«6  + cd  = 


i(aßy-f-  aßö  ayS  -f-  ßyS)^ 


(“+^){y+^)  v^(“  + y)((3  + S){a  + 5)  (Ö  f y)  ’ 
4(aßy  -1-  aßä  -f  ayß  -f-  ßyä)* 

(a+äXß+y)^ (cc-l-yXßi^ f ß)(y  fÄ)  ’ 

divisant  membre  ä membre,  il  vient 


ad-f6c  = 


ou 


Donc 


«6  + crf  _ (a  + d)«3+y)V'^(ä-f  ^)(y-f  j) 
ad-töc  (a  + ßXy-hä)V («~+'äXßTy)  ’ 


‘'  = tT! 
y y I 


(ttj-äXß+y)  _\T ^ 

{«4-ßXy\6)  — y BD' 


. . .(Crxxil) 


Xh^r^me.  Les  carrds  des  deax  diagonales  du  qua- 
drilatere  inscrit  sont  eotre  eux  comroe  les  produits 
des  cdtds  non  adjacents  du  quadrilat^re  circonsorip- 
tible. 

127.  Diagonales  dn  qoadrllatdre  Inseiit.  Miiltipllons  et  divi- 
sons  successiveraent  l’dgalite  (CCXXI)  par  l’dgalitd  (CCXXII); 
nous  trourons 


9 + «ßs  f «yd  -f  ßyö)*  > 

-r-imm-WHWl  ,,ccxxxni, 

o _ Haßy+ttßd+ayS  i ßyä)*  | 

■~(«+y)(^+^)(«+«5K^+y)‘ ^ 

Ces  Taleurs  donnent 


x*-t,*  = 

i_l  — 

y*  x*~ 


(o — y)  (ß — ä)  4(aßy  + aßä  4 ayä  + ßyä)* 

(«+y)  (ß+ß)'(c(+ß)(ßTyXy +d)(d-M)’' 

(a*-y*)(ß*-ä*) 

4(aßy-t-aßä  f-ayä  + ßyä)*'  


(CCXXIV) 
. (CCXXV) 


128.  Alte  du  quadrllaMre  Inscrit.  Ce  qiiadrilatere  ABCD, 
dont  nous  repre.oentons  la  surface  par  Q,  se  compose  des  quatre 
triangles  OAB,  OBC,  OCD,  ODA.  Mais  la  surface  du  triangle 
OAB  est 

\OA.  OB.  siDdOÄ  = 4R,*sin(d,  B)  = 

(“+p)(“  + y)(“  + o) 

On  a donc 

ai* 
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Q » . ß 

Ä,«  Sorf.  Qd.  = (o  + j3)(a+  y)(a+a)  + (/J  + yXjS + «)(/?+“) 

y 9 

^ (y+^)(y  + “)(y +^)  ^ +“)(^ + /*)(*  + y) 

«(/5+y)(/s+^)(y+ ^ + |J(:“+y)(“+ <5)(y + ^) + y(“ + «(«+^(^+3) ) 

+ 5(«  + P)(g+y)(l^-fy)  ’ 
(« +^)(«+y)(«  + «)(|S + r)(ß +9XV-fä) 


_ 2(a  + ß +y  + ä)(aßy+  aßä-t-ayä+ßyS) 

~~  (a+ß)(a+y)(a+ö)(ß+y)(ß+9)(yiö) 

On  trouve  ainsi,  en  ayant  egard  k la  valeur  de  Äj*, 

Q 2(c|3y  + aßS  + ayä  -f  ßyS)*  fCCXXM 

Surf.  Qd.  - («+^)(«+y)(«+W+y)(H<5)(y+«’"^ 


Q = 


2(« + ß+y+9)i(aßy + ccß9  + oyd+ M)i  /pp  VY  Vif 
(a+^j^)(a  + ä)((S  + y)«J  + «5)(y+d)-^^^^^ 


129.  Angles  du  quadrilattre  Inserlt.  On  a l’angle 


DAß  = i(ßOC-h  COD)  = 4(180-  e+ 180— ft) 

= 180-4(ft.  C)-4(C,  Dy, 


il  vient,  par  consdquent, 

sin = sin4(ft>  C)con\{C,  Zl)  + 8in4(C,  D)cos\(B,  C); 


or 


ain4(ft>  C)cos4(C»  D)  = 


<?V  (g+)?-ly-l-d)(c/?y+«/3d4-«yg-|-|3yd) 
(a+|3)  V^y)(a+ö)(|3+y)(jJ  + d) 


et 


sin4(C,  Z))cos4(ftt  C)  = 


« V (o  + ^ + y + d)(gj3y+«<?d-lttyd-f|3yd)  ^ 

(«  + ^)  V(«  + y)(«  + d)(/5+y){^  + d) 


On  a donc 


^ Surf.  Qd. 

sin(d,  a)  ^ (d+/3)(d  + y)(o+/S)(o+y) 

. Surf.  Qd. 

**n(o.  ) y („^y)(tt^.d)(^+y)(^+d)’ 

. ^ Surf.  Qd. 

s'n(  . c)  V'(/J+a)(jS  + d)(y+o)(y+d)’ 




8in(C,  ) - 


(CCXXVIII) 
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On  trouve  aussi 

coaDAB  — s\n(B,  C)sin(C,  D) — coa{B,  C)cos(C,  Z>); 


sabstituaot  et  effectuant,  il  vient 


co8((2,  a)  = 


da — ßy 


cos(a,  b)  = 
cos  (6,  c)  — 
cos(c,  d)  — 


y^~(^-\■ßKS  + 7K»-^ß)i«+Y) 

aß — yd 


^(«+y)(«+W+y)(^+Ä) 

ßy — Ä« 

\T  (jJ+d)(/S+a)(7+d)(y+«)’ 
dy — aß 


..(CCXXIX) 


(y  + a)(y+/J)(5+a)(a+|3) 

De  ces  formules  on  d^duit  iimnddiatemeDt 

* / 1 V Surf.  Qd. 

tang(d,  a)= 

, , ,,  Surf.  Qd. 

tang(a,  b)  = -^_yg  . 

^ , Surf.  Qd. 

tang(6.  c)=  -gj;-  . 

Surf.  Qd. 


(CCXXX) 


fang(c,  d)  = 


dy — aß 


[ 130.  On  pourra  calcuier,  de  la  mdine  maniere,  les  autres 
'Ulaents  du  quadrilat^re  inscriptible,  en  fonction  de  a,  ß,  y,  d. 
fixis  laissons  ce  soin  au  lecteur. 


§.  X.  Quadrilatere  eirconscriptlble  k angle  rentrant. 

131.  Ce  quadrilatere  est  lUPNRIB.  Nons  poserons  les  quatre 
lätes  consdeutifs 

IUP=  A.  PN=B,  NR  = D.  RMz=  C, 

les  Segments  tangentiels 

H=PB  = a,  NB=ND=ß',  RC=  RD  = y,  MC=MA=ä'. 

L’iospectioD  de  la  Ggure  donne 

HD=  MP+NR  = MA  + PA  + ND  — RDz=zd+a-i-ß'—Y, 
ß + Cz=  PN+RJU=  PB  + NB-HaC-RC  = a+ß+d’-y, 

I oü  OD  tire  A + D = B + C.  Donc 
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I 


Tta6oröme.  Dans  le  quadrilatere  circonscriptihle  a 
angle  renlrant,  la  somme  He  Heux  cHt^s  opposes  e«t 
egale  ä la  somnie  des  deux  autres  cdtes. 

132.  Nous  avoDs  trouv^  au  n**  103 


fl'  nN  “|5y+«/*^+“yä+M 
ß =BN  = - ^ , 

«0 — py 

si  nons  diiniinnns  successivement  8 et,  ß entre  ces  deux  ^qua* 
tions,  nous  obtenons 


(a — y)ß'S'—  ay(ß' + d') 

t^ß'+yS' 

(a—y)ß'S'  — ay(ß'  + 8') 

od'-l-y/S' 


. (CCXXX) 


Si  l’oii  substitue  ces  valeurs  Hans  toutes  les  formules  qul  se 
rapportent  au  quadrilatdre  circonscriptible  convexe,  on  obtiendra 
les  formules  qui  correspondent  au  quadrilatdre  circonscriptible  ä 
angle  rentrant. 


§.  XI.  Quadrilatere  circonscriptible  etoUe. 

133.  Le  quadrilatere  circonscriptible  dtoild  est  AfSiVQ/lf  doot 
nous  poserons  les  cdtds  consdcutifs 

JUS=A.  SN=D,  1SQ=B.  QM  = C 

et  les  Segments  tangentiels 

MA=MC=tt',  SA  = SD  = 8,  IUD  = NB  = y’.  QB  =QC=l 

Nous  avons 

A = IUS  = SA-31A  = 8-a\  ! 

D=  SIS  = SD  + ND  = 8+y', 

B = m = QB-I^B  = ß-y,  j 

C=QM  =QC+]UC=ß^tt';  | 


d'oü 


donc  ii  vient 


c’esf-ä-dire  que 

* ^ 


A-B  = d-a'-^  + y', 
D-C=8  + y'-ß-a’; 

A-B  - D—C; 


Digi‘:r:;  J l ; 


mec  applicntion  anx  quadrUateres  inseripi^  drconscrfpt,  etc.  315 

Th6oröme.  Dans  tont  q a a<l  ri  la  tere  circonacriptible 
etoile,  la  difrerence  de  deux  cdtds  opposes  est  dgale 
ä la  diflerence  des  deuz  aatres  cdtäs. 


J34.  Nous  avons  trouvd  au  n**  103 

iW  AM  tt  — ® o 

aö — pY 

»7o_  , ^aßy  + aßS  + ayi  + ßyd  ^ 




elimiiions  soccessivenient  y et  o entre  ces  deuz  dquations;  nous 
obtenons 


(ß — d)tt'y'  — ßä(a'—  /) 

öa'-ßy 

(|3-d)ttY— W«'— /) 

ßt^—dy' 


. . .(CCXXXI) 


Si  l'on  niet  ces  valeurs  dans  les  formules  propres  au  quadri- 
latere  circonscriptible  conveze,  on  aura  les  formules  qui  s’appli- 
(juent  au  quadrilatere  circonscriptible  dtoile. 


§.  XII.  Quadrilatere  ci- circonscriptible  conrese. 

135.  Dans  ce  quadrilatere,  le  cercle  taiigent  touche  ezterieu* 
reinent  les  quatre  cdtds. 

Nous  conserverons  les  memes  notations  que  pour  le  qoadri- 
latere  circonscriptible  convexe.  Nous  supposerons  donc  que 
PQRS  soit  le  quadrilatere  donne;  nous  poserons  les  cdtds  con- 
eecutifs 

SP=A,  PQ  =B,  QR=  C,  RS  = D, 

et  les  Segments  tangentiels 

PA  = PB  = a,  QB  = QC=  ß,  RC=RD  = y,  SD  = SA  = S, 

A,  B,  C,  D dtant  les  points  oü  le  cercle  tangent  touche  les  cdtes 
SP,  PQ.  QR,  RS. 

136.  L’inspection  directe  de  la  figure  donne 

A = SP=tt—d,  - 
B=  PQ  = a-ß. 

C=  QR  = ß-y, 

D = RS  = d—y; 

d’oü  on  tire 
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A — C=(t — ö — /3+y, 
ß — D = a — ß — d + y; 

ii  vient  donc  A — C=  B — D\  ce  qui  demontre  que 

Thdordme.  Dans  tout  quadrilateveex-circonscriptible 
convexe,  la  difference  de  d eux  cd tes  o ji posds  eet  egale“ 
ä la  difference  des  deux  autres  cdtes. 

137.  Pdrimdtre  du  quadrilatdre.  En  ajoutant  les  cötes,  nou» 

trouvons  que  I 

/4+J?+C’+Z>  = o— d + «-|3+^-y  + d-y =‘2(o-y).(CCXXXll) 
Nous  avons  d’ailleurs 

^-Ä+C-ü  = o-d-o  + /3  + /J— y— d + y = 2(|S— d).(CCXXXlll) 

138.  Kayou  du  cercle  ex-inscrit.  Nous  representerons  ce  ra- 

yon  par  /2|.  Les  triangles  rectangles  APO,  BQO,  CRO,  DSU 
doniient  , 

cüt4(J,  Ä)=^,cot4(Ä,  Q = ^.cot4(C,  D)  = ^-,coti{D.A)=^; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (CLXI),  nous  obtenons 
l’equation 

o|3d  |-Äi*d+^yd-f  = oyd+ff|®a4-o/Sy+/(’|*y, 
ou,  en  transposant  et  en  intervertissant  les  membres, 

/?,*(«  — ß-\-y  — d)  = o^d+^yd — ayd — o/Jy; 
nous  en  tirons 

ß a_  «/?d  + /3yd  — c/3y  — gyd  _ (a  + y)ßö  — (ß-j- d)ay  (qq^XKIV) 

* a—ß-i-y—d  a — /3  + y — d '' 

Lette  Valeur  ne  differe  de  l’expressioii  du  rayon  du  cercle  I 
inscrit  dans  le  quadrilatdre  inscriptible  convexe,  que  par  les  sig-t 
nes  des  segraeuts  ß,  d,  qui  sont  positifs  dans  le  quadrilatdre  circon- 
scriptible  et  ndgatifs  dans  le  quadrilatere  ex-circonscriptible.  Ce  re. 
sultat  ne  donne  pas  lieu  d’ötonnd,  puls  dans  le  second  quadrilatere, 
ces  Segments  sont  coniptes  en  sens  contraire  a celui  du  premier. 

139.  Surface  du  quadrilatdre.  Le  quadrilatere  PQRS,  doot 
nous  reprdsenterons  la  surface  par  Q,  est  egal  ä la  somme  des 
deux  triangles  SPO,  PQO,  diminude  de  la  somme  des  deui 
triangles  QRO,  RSO,  c’est-ä-dire 

Q=  SPOi^PQO- QRO— RSO-, 

or  on  a 

SPO  = iARt,  PQO  = iBRt,  QRO  = iCß„  RSO  = \DR^, 
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il  vient  Hone 

Q = 4(^  + ß-C’-D)Ä,; 

!t,  coniroe 

A\B — C — D = a— Ä+o  — /J  — ß + Y — ö + y = 2(a  — ß-i-y  — H). 

)n  obtient 

Q = — a7dTW..(CCXXX 

Ce  resultat  peut  se  deduiie  de  la  formule  (CCXXXVIII),  eo 
ibangeant  dans  celle-ci  les  signes  de  ß,  S. 

140.  Pour  avoir  les  autres  Elements  du  quadrilatere  ex>cir- 
conscriptible  convexe,  nous  rempla^erons  ß et  ö par  —ß  et  — d 
dans  les  expressions  des  Elements  du  quadrilatere  circonscriptible 
Convexe;  nous  obtenoiis  ainsi  par  le  n**  96, 

(g-f  y)(a— P)(a  — d) 


#»  = 


a—ß-j-y  — ö 


= AB. 


_?+lL 

^ + C' 


_ (ad-yX/?  — y)(d— y)  _ a\y 

a-ß\y—6 


(CCXXXVI) 


s*  = 

d'oü  on  tire 


(|3+dX«-d)(d-y)  |3+d  . 

«_|3+y_d  —"^B\D' 


p* 

AB 

Q* 

BC 

/e*~ 

CD’ 

S* 

— AD 

PO 

B 

PS 

A 

US  — 

D' 

QK 

— C 

. (CCXXXVII) 


Ces  derniires  relations  expriment  que  les  propriötds,  formu- 
Ides  au  96,  appartiennent  aussi  au  quadrilatere  circonscriptible. 

141.  Nous  trouvons  ensuite,  par  le  n*’  97, 

sin,M, 

_ — tt/3y4-g<3d— gyd  + |3yd 
8in,(Ä,  C)_  . 

sin»vr  D\  - 

sin**fü  A\  — 

sin  ,{U,  A)  _ . 

pour  leg  carrds  des  sinus  des  demi- angles  du  quadrilatere; 


(CCXXXVIII) 
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tu  A “*(«— c«  a—ß  + y—d 

cos\(A,  B)  - ■ 


»uß  ß^“-ß±ri=^-  ß^  ^ 

CO*  — (^  + d)(“/J_y)(o— ß-fs'  BC  ’l 


1,1  f<-  Ml  y*(“-|J+y— _ y*  «-ß+yjzl 

COS»4(C.  D)  = („  + y)(d_y)(^_y)  - o+y  Cü  ’ 


(CCXXXIX) 


j*(c — ^+y — S)  cc — ß-j-y — ^ 


08*1(0,  -(>  + d)(a-d)(ö-y)-^+^-  DA  ’ 


pour  l6s  c&rräs  des  cosinus  des  demi-angles;  et 


—aßy  + «Pd — eyd  -|-  ßy^ 


tang*4(/l.  B)  = „,(„_|S^y_jj 


. ' 


, *i/R  — «|3y  + cj33  — gyd  + (3yg  I 

tang*,(0,  C)_  ^i(„_|3^y_5^  *j 


. . . (CCXL) 


♦ s.rr  #11  — «(?y  + «(?g— “y^+<3y^ 

tang*4(C,  D)  = y2(„_(j^.y_i)  ' 

. *i/n  — 0i(?y  + «|33  — tty3  + /3yg  I 

taiig*4(D,  ,4)  _ • ; 

pour  les  carres  des  tangentea  dea  memea  demi-angles- 
Lea  formulea  (CCXXXVIII)  donnent 


sin*l(^,  B) CD  sin *1(0,  C) DA  /ppvii, 

S^^lTC^)  - AB  ’ Sin  H(D,  A)  “ BC  ' ' 


Le  n*’  98  nous  conduit  aux  valeurs 
sin(/l,  B)  = 


_ 2cV^ («— d)(— n)?y-l«)3d— ayd+|3yd) 

^ («  + y)(of  — /S)(a  — d) 


coa(A,  B)  = 


( c* — /?  d)  (tt  4-  y)  — («*  - oy)  (ß  V S) 


(CCXLII), 


(«+y)(“— ft(«— d) 

des  angles  du  quadrilat^re;  eiles  donnent 


sin  (A , B) sin(C,  D) CD 

a ~ Y ~~  AB 


142.  Par  les  n"  100  et  101,  noas  avons 

ßy — od 


ainl(^,  C)  = 


VT^y)  (ß  + d)  («-  ^)(d  - y)’ 


yö  — aß 


(CCXLIII) 


r"  -■ 


sinl(0,  O)  _ V(«  |.y)(/j  + a)(„_d)(^_y)  ’ 


Digiti/Mi  1 Google 


atec  applicnlinn  aux  quadrtlaleres  inscript.,  drconscrlpt  etc.  319 


C08*i(/1,  C)  = 


cos*i(ß,0)  = 


(a — ß + y—S)( — aßyl-aßd — ayd  + ßyd) 
(aj-y)(ßi-dXa—ß)(ä—y) 

(a — ß-i-y — 6)( — aßy-t-aßö — tcyd  -f-ßyS)  _ 

(«  + y)(/3  + 5)(a  — 5)  (/?  — y) 


(CCXLIV) 


(CCXLV) 


(ßy 

♦ang  i(A,  C)  — ayö-i-ßyö)' 

(yÄ  — 

•aag  «(^»  D)  — ß + y — ö)(—aßy-i-aßä — uyd-^-ßyä)’ 

pour  les  demi-angles  conipris  entre  les  cdt^s  opposds 
du  quadri latere. 

Les  deux  dernieres  formales  donnent 

(CcxLvi) 

tangy(0,  cp— yo 

Nous  avons  aussi 

sin  (A,  O = 

2(ßy—ai)V^  (a—ß+y—6)(—ttßy-i-uß6—ayd-f-ßyä) 

)(«-,)  '^(CCXLVII, 

sin(&,  D)  = 

2(yd — aß)  V^(g— ^ -|-  y — d)( — aßy  -f  aßS — cyd  + ßyS)  ^ 

\ (•*+y)(ß+ä)(a  — 6)(ß  — y) 

( 

! pour  les  angles  du  quadrilat^re. 

143.  Les  oo*  102,  103  et  104  iious  donnent 

^ M«  _ (— g^y-f  g<?d-gydl-/?yd)  (g4-y)(^-Ld)(a— |?)(d— y)  \ 

f ~ (^a  — ß + y—ö)(ad  — ßy)* 

I jvt  _ (— g^y-t-a^3— gyd+gyd)(c+y)((?4-d)(c— d)(/?-y)  1 

I (a—ß  + y—S)(ttß—yi)*  ’J 

' pour  les  distances  du  centre  du  eercle  ex-inscrit  aux 
points  de  concours  des  cotds  opposds; 


(CCXLVIII) 


py  — oo 

-aßy  + aßö  — oyd  + ßyd 


..(CCXLIX) 


BN=  DNz= 


yd  — aß 


pour  les  distances  des  points  de  contact  du  cercle  ex- 
liiscrit  aux  points  de  concours  des  cdtds  opposds;  et 
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d(a 

- (3)  («  + V) 

od — ßy 

_ y(“ 

-ß)(ßjj) 

od — ßy 

-y)  (o  + y) 

«d  — ßy 

a(d 

-y)(/s+<J) 

od — ßy 

_ ^ 

— d)(o  + y) 

'*o 

1 

-Y)(ß  + S) 

aß  — yd 

_d(|S 

-y)(«  + y) 

aß — yd 

_ 

-y)(^  + <5) 

aß  — yd 

(CCL) 


(CCLI) 


pour  lea  distancea  dea  quatre  aommeta  da  quadrila- 
t^re  aux  pointa  de  concoura  dea  cdtda  oppoads. 

144.  On  trouve  enauite,  ä l’aide  du  n**  105, 


Q = f /Ißain  (A,  B)  = etc., 


....(CCLII) 


Q = Vlir+y)((S+d).^6’.cosi(Ä,/))  =etc.,( 

Q = (ad — ßy)coti(A,  C)  — etc. 

pour  diversea  autrea  expreasiona  de  la  aurface  du  quadrilatere. 

145.  Le  n"  106  noua  doniie  lea  valeura 
X* 


4j3d 

o + y |j+d’ 

Y*  ^ , 4oy 

jS+d~^'*‘  o+y’ 


(CCLIII) 


pour  celles  dea  deux  diagonalea  intdrieures;  on  en  tire 

X*Y*  = [(4oy-(a+y)(ß+d)][(4/3d-(a+y)(^+d)].  v 

X*  _ (a+y)*  4iSd-  (a+y)(|3+d)  ! (CCLIV) 

Y*  - (^+d)*^  4ay-(a-|-y)(^+d)-  > 

Le  n"  109  noua  fait  avoir  lea  aegmenta  dea  diagonales 
qui  aont; 
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^ = ^ - h-  ^ \ 

a y a+y’  a ~ y ~ tx—y'  I 

y __Y^ y_  Yj^_Yt y_  } ' ' 

ß ~ S ~ ß+S’  ß — d — ß-ä'  j 

et  par  le  n“  110  nous  avons,  pour  l’angle  des  diagonales 

XV cos  U = (a  — y)(S — ß),  t 

^ j . . . (CCLVI) 
Sarf.  =4(«-y)(d-jS)tang(Z.  F).  ) 

146.  La  droite  qui  joint  les  milieuz  des  diagonales 
est  fournie  par  le  n®  114,  qui  donne 


147. 


^ («-y)«  _ (ß-3)\ 

a — ß-j-y  — d o(-|-y  |3  + d 


. . .(CCLVll) 


La  troisi^rae  diagonale  est,  d’aprös  n”  115, 


I [/Jd(|?  + ö)(«— y)»  — ay(a  + y)(/J— d)*]  1 

(CCLVIll) 

(o/3  — yd)2(ad  — jSy)® 


etia  surTacedu  triangle  formdpar  les  troisdiagonales 
est,  d’aprds  n®  120, 

ü VW  — ^^2 _ d®)  ‘ • • (CCLIX) 

148.  Enfin  par  les  n®  121  et  122,  nous  avons 


Surf.  Qi'd.  = 


ßö(a  + y){a—y) 
(aß—yS)  («d  — ßy) ' 


Surf.  Qid., 


Surf.  Ql  "d. 


«y(^+<?)(g-a) 

(aß  — yd)  (ad-  ßy) 


. Surf. 


Qid. 


...(CCLX) 


pour  les  surfaces  des  deux  quadrilatdres  ex-circon- 
scriptihles.  Tun  ä angle  rentrant  et  l’autre  etoile. 


§.  XIII.  Qiadrilatere  ex-eircongeriptible  ä angle  rentrant. 

149.  Ce  quadrilatdre,  dans  la  figure  prdeddente,  est  MPNRM. 
Nous  poserons  les  quatre  cotds  consecutifs 

MP=A.  PN=  B,  NR  = D.  HM  = C, 

*t  les  Segments  taiigeiitiels 

Pi  = PB  = ot.  NB  = ND  = ß',  RD  = RC  = y,  JaC=MA=d'; 
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ce  qui  nous  donne  de  suite 

Az=MP=z  PA—  MA  — a-  S\ 
B=PN=:  PB -NB  = a — ß', 
D=NR  = ND\RD  = ß'  +y, 
e=RlH=RC+iaC=  y + d'; 

(i’oü  nnus  tirons  de  suite 


A-D  = a-d'~  ß'—y, 

B-C=a-ß’—y  — i'-, 

et,  par  consdquent,  A—Dz=.B  — C.  Donc 

Th^ordme.  Dans  tnut  quadrilatere  ex-circonscrip- 
tible  ä angle  rentraiit,  la  dift'drence  de  deux  cötes  op- 
posds  est  dgale  ä la  diffdrence  des  deux  autres  cdtds. 

150.  P^rimdtre  da  qoadrilatdrc.  En  ajoutant  les  cdtds,  nous 
obtenons 

/l  + ß+C+D  = a-d'+a-j3'+y+d'+jS'+y  = 2(o  + y).  (CCLXI) 
Nons  avons  anssi 

A-B-C\D  = a-5'-a-i-ß'—y-S'-\rß'+y  = 2(/S'— d').  (CCLXII) 


151.  Rayon  da  cerele  ex'inscrit.  Les  triangles  rectangles 
APO,  BNO,  DRO,  CMO  iious  doniient 

cotJM,ß)=— *.  coi\{B,D)=Z  > coti(AC)=-~^  cotKC,^)  = ^ ; 

Cf  itj  y 

mettons  ces  valears  dans  la  relation  (CLXI),  et  nous  obtenons 
l’dquatioD 

Ä,9y  + ojS'y  — ßi*“  + «yd'  = -R^^ß'^ß'yS'—Rt^S'-aß'i', 

uu 

Äi*(«  -ß’-y-i')  = aß'y  f aß' 6'  + ayö'  - ß’yd’. 


’oü  qous  tirons 


n » aß'y  + aß'd'  + ayd'— |3'yd' 
- a-ß'—Y-ö' 


. . (CCLXIII) 


Cette  valeur  peut  se  ddduire  de  celle  qui  convient  au  qiia- 
drilat^re  circonscriptible  convexe  (ii^  95),  en  y changeant  les 
signes  de  ß,  y,  d et  en  accentuant  les  lettres  ß,  d. 
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152.  Surface  dn  quadrilat^re  ex-inscriptible  ä an^Ie  rentrant. 
mi.«  avons  le  quadrilatere 

MPNHM  t=  MPÜ  + PNO ^]SRO~ RIUO ; 

r 

WO  = 4^Ä,.  PNO  = 4£fß,.  NRO  = 4Z)Ä„  RMP  = 

ar  snite 

MPNRM  = i(A  + B—  C—  D)R^  =(a-ß'-Y—S')Ri; 

viant  donc,  en  ayant  egard  ä la  valeur  prdcddente  de  Ri, 

brf.  Q,'d.  = V (tt-  'ß^-y-ö')(aß'y  + aß'6'  + ayö'-ß'yS'),  (CCLXIV) 

ä noQs  reprdsentoDS  la  aurface  du  quadrilatere  par  Surf.  Qi'd. 

Cette  expression  peut  eiicore  ae  ddduire  de  celle  qui  donne 
teurface  du  quadrilatere  circonscriptible  convexe,  en  y changeant 
n signes  des  Segments  ß,  y,  S. 

153.  Le  lecteur  qui  voudra  connaitre  les  autres  eidmeiits  du 
tudrilatere  ex-circonscriptible  ä angle  rentrant,  pourra  les  deduire 
I«  edles  du  quadrilatere  circonscriptible  convexe,  en  changeant 
bog  celles-ci  les  signes  des  quantites  ß,  y,  d. 

Nous  appliquerons  cette  mdme  roethode  au  quadrilatere  ex- 
circonscriptible  etoile. 

§.  XIV.  Quadrilatere  ei-circonscriptible  etaile. 

^ 154.  Ce  quadrilatere,  dans  notre  ßgure,  est  ItiSNQM.  Noiis 
PMcrons  les  edtes  consecutifs 

MS  -A,  SN  = D,  NQ  = B,  QM  = V-, 

d les  Segments  tangentiels 

Sd  = SZ)=d,  ND^NB^y',  QB  = QC=ß,  MC-MA:=a'. 

Nons  nvons 

A=.MS=  SA  -AM  — d— 
n=  SN=  SD  + DN  = ö + y', 

B = NQ  = QB-BN  = ß-y', 
C=QM=QC+CM  = ß \ a -, 

loü  Bous  tirons 
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A-  B — 

D-C=5  + y'-/J  + «'; 

il  vient  donc  A — B — D—C,  c’eet-ä-Hire  que 


Th6ordme.  Dans  tont  qiiadrilatere  ex-circonscrip 
tible  etoild,  la  difference  de  deux  edtes  opposes  es 
dgale  ä la  difference  des  deux  aufres  cötds. 

155.  P6rlm£tre  du  qosdrilaMre.  II  est  facile  de  voir,  corom 
plus  baut,  qu'on  a 

^ + Ä + Chß  = 2(iS+d),  \ 

—A—B  + C\^D  = 2(a'+y'),  (.  . (CCLXV 

A-B-  C+D  = 2(d+/-«' -ß).  ) 


156.  Rayon  du  cerele  ex-inscrit.  La  sorame  des  deux  angle 
Itl  et  dtant  egale  a la  soninie  des  deux  aogles  N et  Q,  on 
la  relation 

cotJiS  + coti^f  — cot  42V — cot4Q  = 


cot  iS  cot  42V  cot  4Q  + cot  421/cot  42Vcot  40  — cot  4^»  cot  421/ cot  42V 

— cot4<$cot4d[f  cot4Q; 

or  les  triangles  MCO,  SAO,  NDO,  QBO  donnent 

cot42l/=^*  cot4<S=^>  cot42V=^,  cot40=^; 

a /f,  y 

substitnant  ces  valeurs  dans  la  relation  prdcddente,  on  obtient 
/Z  + o'  ^ / Ri~  Kiy'  + ä'y'  «'/  ~ Ä,«'  ’ 


ou,  en  supprimant  les  denominateurs, 

o'/d+  fi,  Y-  /?,*«'  - a'ßy'  = a'ßS-i-  ß,*/J - /?,*d  - ß/ä  ; 
de  cette  dgalite  on  tire 


„ , _ a'ßy'  -\-a'ßÖ  — a'y'ö~ßy'S 
‘ ~ ' 5 +y'-a’—ß 


. (CCLXVl; 


Cette  valeur  aurait  pu  se  ddduire  immddiatement  de  celle  du 
n®  95,  en  y changeant  les  eignes  de  a et  ß. 


157.  Burfaee  du  quadrllatSre  ex-clrconscrlptible  dtoild.  Cette 
surface  est  dgale  ä la  somnie  des  deux  triangles  SMO,  SNO 
dirainude  de  la  somnie  des  deux  triangles  QMO,  QNO;  or  oo  a 
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mO  = iAR^,  SiVO  = iö//,.  QMO=\CR^,  QNO={BR^-, 
lar  suite  il  vient 

Surf.Qjd.  =\{A  \ D- B—QR^  = (3  + / — «'—/?)  ß,. 

)n  a (loiic 

Surf.Q'd.  = V (d+/-o'-/S)(ß'/3/+o'/Sd-«'/^-|37^-  (CCLXVIl) 

Les  autres  Elements  peuvent  se  deduire  de  ceux  du  quadri* 
atere  circonscriptible  convexe,  en  changeant  dans  les  forrauies  a 
it  ß en  — ß'  et  — ß. 

158.  Le  rayon  et  la  surface  du  quadrilatere  circoti- 
icriptibie  dtoile  peuvent  se  calculer  par  la  inäme  nielhode. 
)n  Irouve 

^ _ — aßy  — aßS  -f-  uyS  + ßyS  ^ v 

' a^ß-y-S  ’ j(CCLXVIIl) 

Surf.  Q"d.  = V"(ß+j3— y— d)(— ßlSy— o|5j  f oyd+jJ/'d).  ' 


1.59.  Pnur  le  quadrilatere  circonscriptible  ä angle 
^en tränt,  on  obticnt 

_ _ — aßy  + ußS  — ayS — ßyS  \ 

a + ß-y  + ö ’ [(CCLXIX) 

Surf.Q'd.  =V^  (ß+j3— y+d)(— ß^y-f  ojSd— oyd— /Jyd). 

160.  D'apres  ce  qui  prdcede,  il  est  facile  de  vnir  qu’on  passe 
In  quadrilatere  circonscriptible  convexe 

I"  au  quadrilatere  circonscriptible  ä angle  rentrant,  en  chan* 
;eant  le  signe  du  segment  y; 

2®  au  quadrilatere  circonscriptible  dtoile,  en  changeant  le 
'igne  de  y et  d; 

3»  an  quadrilatere  ex*circonscriptible  convexe,  en 
changeant  le  signe  de  ß et  ö; 

40 

au  quadrilatere  ex-circonscriptible  a angle  ren- 
fant,  en  changeant  le  signe  de  ß,  y et  Ö; 

5®  au  quadrilatere  ex*circonscriptible  etoile,  en 
-bangeant  le  signe  de  a et  ß. 

Hans  le  quadrilatere  circonscriptible  convexe,  ou  ex-circon- 
ätnptible  convexe,  ß represente  toujour«  le  plus  grand  segment 
^angeiitiel  du  perimetre.  La  notation  des  Segments  dans  les 

xi.vill.  22 
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quatre  autres  quadrilatöres  circonscriptiblea  est  subordonniie  i 
cette  condition. 


§.  XV.  Quadrilatere  inscriptible  et  circoaseriptible. 


161.  Condition  ponr  qn’nn  qnadrilatire  soit  b Is  fois  Inaerip 
Üble  et  clrconseriptible.  On  l’obtient  ndcessairement,  en  expriman 
que  les  angles  opposds  sont  supplenientaires  duns  le  quadrilater 
circonscriptible,  c’e.«st-ä-dire,  en  egalant  les  valeurs  (CLXXl)  d 
sin(/l,  B),  siii(C,  D).  On  trouve  ainsi  la  relation 


? y 

(o  + /3)(a+y)(a  + d)  (y  + o)  (y  + /?)  (y  + d)  ’ 

ou 


qui  donne 


“(ß  + y)(y  + d)  = y(«  + /3)(o+d), 

(ay  — ßS)(a  — y)  = 0, 


d'oü  on  tire  ay  = ßd.  Donc 


Tb^orSme  L Pour  qu’un  quadrilatere  circonscriptible 
soit  en  meme  temps  inscriptible,  il  Taut  et  il  suffitque 
le  produit  de  deux  segments  opposes  soit  dgal  au  pro- 
duit  des  deux  autres  segments. 

162.  Segrments  tangentiels  en  ralenr  des  cdt^s.  Reprdsenton» 
par  a,  b,  c,d  les  quatre  cotes  consdcutifs  du  quadrilatere,  et  soieni 

d + a = a,  a + jS=6,  ^ + y = c,  y + d=d; 

nous  en  tirons  les  valeurs 


ß — b — a,  y = b — a+«,  d=c  — 6 + o — o, 
qui,  dtant  substituees  dans  la  relation  de  condition  ay  — ßd,  dooneol 

a(a-fc — d)  ab 
a = ; — = — ; — . 

a + c a + c 

On  a donc,  pour  les  segments,  les  valeurs 

ab  „ bc  cd 

“~a+c’ 

Ainsi 


a—  _ 

^ a+c’  ^ o + c’ 


Thdordme  II.  Lorsqu’un  quadrilatere  est  ä la  foi( 
inscriptible  et  circonscriptible,  chaque  segment  tan- 
gentiel  est  egal  au  produit  des  deux  cötds  qui  le  coo- 
tiennent,  divisd  par  le  demi-perimdtre.  | 


% 


/ 
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163.  Rayon  du  cercle  inscrit.  En  reprdseutant  ce  rayon  par 
r,  nous  avons 

ßS  . ß^, 

^ _ cj3y-t-cffd-t-cyd+j3y3  _ “V^ß'^  y c _ 

’’  « + |3  + y + ö “ + /S  + y + ^ 

la  relation  ay  = ßö  rdduit  le  numerateur  a «y((3  + o+ d + y) : ü 
rient  donc 

r*  = «y  = ßS (CCLXXl) 

Donc 


Theoreme  III.  Lorsqu’un  quadrilatöre  est  ä la  fois 
inscriptible  et  circonscriptible,  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit est  mnyen  proportionnel  ©ntre  les  Segments  op- 
poses  du  quadrilatere. 


Si  nous  mettons  ä la  place  d©  a,  y leurs  valeurs  (CCLXX), 
nous  avons  encore 


abcd 


abcd 


(a-fc)*  (6  + d)* 


. . (CCLXXII) 


I 164.  Surface  du  quadrilatöre.  L’aire  du  quadrilatdre  dtant 
'egale  k {a  + ß + y + d)r  = {a  + c)r , on  obtient  de  suite 


Q = (o-|-(3-l-y-l-5)  Voy=  V abcd.  . . (CCLXXIII) 

^ Ainsi 

ThdorJme  IV.  La  surfaoe  du  quadrilatere,  qui  est  k 
la  fois  inscriptible  et  circonscriptible,  est  egale  k la 
racine  carrde  du  produit  des  quatre  cötes. 


165.  Quotient  des  diagonales.  Les  dgalitds  (CCLXX)  donnent 

i n^.y  = + d = (CCLXXl  V) 

I d’oü  on  tire 

o -f  y ah  cd  a; 

ß + ö ad  + bc  ~~  y' 

X c\.  y ddsignant  les  diagonales  du  quadrilatdre.  Donc 

Thdoröme  V.  Lorsqu’un  quadrilatere  est  ä la  fois  in- 
scriptiblc  et  circonscriptible,  les  diagonales  sontentre 
elles  conime  les  sommes  des  segments  opposes  qui 
aboutissent  a ces  diagonales. 

166.  Produit  des  diagonales.  Nous  avons 

22* 
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oc  + 6rf  = (ä  + o)(/3+y)  + (a  + |3)(y + Ä)  = («+y)(jJ+d)  + 2ay+2(53; 
il  vieot  donc 


ary = (a+y)  (/S+3)  + 4ay  = (a  -f  y)  (ß-f-  3)  + AßS.  (CCLXX  V) 

167.  Diagonales.  En  combinant  par  multiplication  et  division 
les  deux  dernierea  forniules,  nous  obtenons 

168.  Angle  des  diagonales.  Mous  avous  trouvd  (n**  110)  que 

xycos{x,y)  = {«  — y)(|S— 3); 


on  en  tire 


et,  par  suite 


8in,(a:.y)_\  „(^  + y)2  + + 

cos4(a:,  y)  = S[ y(|j  + „)* 
tnügi(x,y)-^^\fl; 


, WCCLXXVlll) 


puls 


( ’*')“«(/3+y)’*  + y(i3+o)»’ 

. _ 2(/3  + «)(^  + y) 4 /*3 

tan„(a:.y)_  \ ^• 


(CCLXXIX) 


169.  Segments  des  diagonales.  Les  formules  du  109  nous 
donnent 


x'^-cfl_y"^-§^_  a:"®— y*  _y"^—S^ 

— |J2  — j 


4ay 


“ 3*  — (a+y)(|3  + 3)‘  (CCLXXX) 

170.  Distances  des  sommets  an  centre  du  cercle  inserit.  Nons 
reprdsenterons  ces  distances  par  A,  B,  C,  D.  Au  96  nous 
avons  trouvd 

or,  par  (CCLXX),  nous  avons  = <* i 'I  vient  donc 
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A^a(a+y),  B^ß(ß+d),  C*=y(y+«),  D»=S(8+ß).  (CCLXXXI) 
Ces  valeurs  donnent 

, ^*+ß*+C*  + ö*  = «*+/S®+y*+a*+4r*. 

171.  Angles  compris  entre  les  cöt4s  adjacents.  Les  dgalitds 
r=/<8in4/4,  a=Acosi/1,  r = atangi^ 
donnent  de  suite 

siniA  = ^^^.  co8i^4=\T^,  tangi^=y"^;  (CCLXXXII) 
d’oü  on  tire 


sin  .4 


2V«y 
a + y ’ 


cos.4= 


«— y 
«+y’ 


tang.d= 


2V  ay 
a—y 


(CCLXXXIII) 


172.  Angles  compris  entre  les  cdtds  opposds.  Les  dgalitds  du 
n*’  162  donnent,  eii  egard  ä la  relation  a c — b -}■  d 


p — a=za  + c ~ a = c,  p — b — b + d — b — d, 
p— c = a-\- c— c — a,  p — d=  b d—d  — b-, 

a6  + cd  = (t*  + y)  (o  + c)  = (a  + y)  (6  + d) , 
ad  + 6c  =(^+d)(a  + c)  = (^  + d)  (6  + d). 


‘Substituons  cos  valeurs  dans  les  valeurs  du  n°  28,  et  nous  obtenons 


“6  + dV  (a  + y)(ß+S)’\ 

'n»(*>  d)- a |_c  V («+y)(/J+^)’ 


(CCLXXXIV) 


..  ^ iA“  + |3)(y  + ä) 

cos,(o,  c)  = \ 

tang4(a,c)  = J-~-^^|^.  j 

ta»g4(6,d)=^^V'^.  I 


(CCLXXXV) 


(CCLXXXVI) 
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De  ces  valeurs  nons  tirons  imnieHiateraent 


. b — d ST abcd 

8in(a,  c)  = ^ X 

. j.  a — c V nbcd 

sin {b,d)~  X ' 


(CCLXXXVIl) 


173.  Distances  du  centre  du  cercle  Inscrit  aux  points  de  con- 
COUT8  des  c6t£s  oppos^s.  Nous  avons  ^ 

aßy-\-  aß8  +ayd  + ßy8  = 2ay(a  + c)  = 2ß8(b  +d). 


a — c 


b-d 


aS—ßY  = ^^Xbd,  o/J-yd  = ^-^q^Xac; 
substituant  ces  valeurs  daos  les  expressions  du  n*)  102,  on  obtient 

ja  — ?_+_? 

a — cl  bd 


2cy(tt  + y)  {ß  + 8)_ 
ac 


(CCLXXXVIll) 


174.  Distances  des  points  de  contact  du  cerele  inscrit  anx 
points  de  concours  des  cöt^s  oppos^s.  Les  equations  du  o*’  103 
donnent  de  suite 


P!U  = Rja  = '^  , 

bd  a — c 

QN  = SN  = ^ X ^4^?’ 
ac  b — d 


(CCLXXXIX) 


oü  P,  Q,  R,  S designeilt  les  points  oü  le  cercle  inscrit  touche 
les  cdtds. 

175.  Distances  des  qnatre  sominets  du  quadrilatdre  anx  points 
de  concours  des  cdt4s  opposös.  Les  valeurs  du  n*’  104  deviennent, 
par  notre  hypotbdse  d’inscriptibilite  du  quadrilatere. 


AM 


_ 

— - - 


bd 


a — c 
a + c 


bd  a — c 

c»=£5^xltf, 

bd  a—c 
bd  a — c 


^j^^qß^t7)^b+d 

ac  b — d 

sjv=W±i)x‘+^, 

ac  b — d 

ac  b — d 

ac  b — d 


> CCCXC) 
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§.  XTL  tu^rilat^re  drecascriptibk  k dcu  cerclea. 

176.  Le  qoadrilatere  circonscriptible  ä denx  cercles  est  an 
trapeze  etoile,  qai  e«t  inseriptible  dans  le  cercle  constniit  sar  ia 
distance  des  ceotres  comme  diametre. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  deaz  cercles,  R,  R"  lears  rayons 
et  D Ia  dlstance  des  ceotres. 

Represenlons  par  a cbaqne  cdte  transversal  da  qaadrilat^re, 

Ungent  intMieoreraect  aax  denx  cercles,  et  par  b cbaqae  cdte 
tangent  exterieorement  ä ces  cercles;  designoos,  de  plus,  par 
X,  y les  deox  diagonales  da  qoadrilatere:  elles  sont  perpendica- 
laires  k Ia  lisoe  des  centres,  et  interceptent  sor  cette  ligne  an 
eegment  qoe  nons  appeilerons  d. 

lodiqnons  enfin  par  2e,  ‘iß  les  ansles  corapris  eatre  les  cdtes 
•pposes  da  qaadrilatere.  exprimes  les  ans  par  a et  lesantres  par  b. 

177.  Nons  avons  de  snite  , ' 

d = acosa  = beosß (CCXCI) 

Dama  = R + R'.  Daiuß  — R—R'.  . . (CCXHI) 

Ia  rdation  (CCXCI)  exprime  qoe 

Th^rd«e  L Les  cdtes  da  qoadrilatere  circonscrip* 
tible  k deax  cercles  sont  ioversement  proportionoels 
aix  cosians  de  lears  inclinaisons  snr  Ia  ligne  des 
teatres. 

Et  les  egaiites  (CCXCIl)  doanent 

Aß/t' 

sin*a  — sia*|?  = cos*j3 — co« ’o  = ' - - • - 

(lies  font  en  meme  temps  coaoaitre  les  ineliDaisons  amtael- 
ies  des  edtes  opposes  da  qaadrilatere. 

ITH  Le  point  de  enocoars  / des  deox  taagentes  interieares 
(t  ecbti  E des  deox  tangentes  exterieares  divisent  Ia  distance  des 
«atres  OO'  = ß en  parties  harmoniqoes  dans  le  rapport  de  R 
* R' ; si  done  des  points  /,  E noos  abaJssoas  les  perpent&ea- 
Pf  snr  les  tangentes  qui  n’y  passen t point,  et  qne  noos 
*ppelioas  P,  Q les  pieds  de  ces  perpendicalaires,  les  points  P, 

aitnes  sur  b,  divisernat  barmoniqaeoMiit,  dans  le  ineme  rap. 

P^T  Fintervalle  Dtnaß  caoapris  entre  les  points  de  coatact  da 
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c6t^  b',  et  Ie8  pnint»  /,  Q partn^ornnf  barmoniquement,  dans  le 
meme  rapport  de  /2  ä R' , la  distance  Dcosa  qui  separe  les  poiote 
de  contact  du  cdtd  a.  D’aprea  cela,  il  est  aise  de  voir  qu’on  a 
la  Proportion 

R-p  Jt 
p—R'  ~ h’’ 

d’ou  Ton  tire 


_ 2ßß' iRR' 

^ ~ Ä -f  ft'  />sina' 


(CCXCIII) 


On  trouverait  de  mdme 

_ IRR'  _ 2ftft' 
^ “ft  — ft'  -Ssin/S- 


(CCXCIV) 


179.  Ddsignons  par  a! , a"  les  deux  Segments  qiie  ddtermine 
le  point  / sur  le  cdte  a;  In  perpt* ndiculairc forme  arec  les  deux 
tangentes  intdrieures  et  le  cötd  b deux  triaiigles  rectangles  qui 
donnent 

p — fl'siii(a  — /S)  = a"sin(a  + ß), 

d’oü  Ton  deduit 


a'  + 8in(a  + ^)  + sin(o  — ß) 2 sine  cos 

p sin  (a  + /3)sin  (a  — jS)  sin*o — sin*|3’ 

ou,  en  ayant  dgard  ä (I)  et  (CCXCIII), 


2 cos  ßXp  sin  a 

sin*a  — sin*/l 


2cos^X 


WR'  JP2_ 

^4RR'' 


On  a donc 

a=Dcoaß,  6 = Z)cosa (CCXCV) 

Ainsi 

Thdordme  n.  Dans  le  quadrilatere  ci  r cons  er  i p t ibie 
ä deux  Cercles,  chaque  cdte  est  egal  ä la  distance  des 
centres  projetee  sur  l’autre  cdtd  (cdte  adjacent),  ou  eocore: 


Chaque  cdte  est  dgal  ä la  distance  qui  sdpare  les 
points  de  contact  situds  sur  l’autre  cdtd. 

180.  Dans  les  expressions  (CCXCV),  mettoiis  ä la  place  de 
cosß,  cos«  leurs  valeurs  tirdes  des  dquntions  (CCXCII),  et  eie* 
vons  au  carrd;  nous  trouvons  pour  les  carrds  des  cdtds 


• «*  = (ß+ft  — ft')(Z)+ft'  — ft), 

6»  = (/>4^ft  + ft')(Z>-ft— ft'). 


. . . (CCXCV  I) 
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181.  Les  egalitär  (CCXCI)  et  (CCXCV)  donneiit  les  relations 
remarqoables 

d = Ücosacosß, (CCXCVMl) 

ab  = Dd, (CCXCVIII) 

dont  la  derniere  exprirae  que: 

Th^ordme  III.  P Le  produit  des  cötds  du  quadrila- 
tere  circonscriptible  ä deux  cercles  esl  egal  ä la  di- 
stance  des  centres  multipliee  par  la  distance  des  dia- 
gonales. 

2*^  Le  produit  des  deux  tangentes,  l’une  intdrieure 
et  l’autre  extdrieure,  est  egal  ä la  distance  des  cen- 
tres multiplide  par  la  distance  des  cordes  qui  joignent 
i les  points  de  concours  des  tangentes. 

182.  Par  l’egalitd  (CCXCVIII),  on  a de  suite,  pour  le  carrd 
de  la  distance  des  diagonales 

I 183.  Fassons  aux  diagonales.  Le  quadrilatdre  considerd 
comme  convexe  etant  inscriptible,  on  a 

aX  a = XI/  -{■  b X b , 

d'oü 

xy  = a*—b* (CCC) 

Dodc 

Thdordnic  IT.  Le  produit  des  diagonales  est  dgal 
ladiffdrence  des  carrds  des  cotds  adjacents. 

184.  Les  relations  (CCXCVl)  donnent 

a*— 6*  = Ö*-(R— fi')*  - + (Ä  4-RO*  = 4ÄÄ', 

de  Sorte  que 

xy  = 4RR' (CCCI) 

e est-ä-dire  que : 

Thdordme  T.  Le  produit  des  diagonales  est  dgal  an 
produit  des  diamdtres  des  deux  cercles. 

185.  Par  les  deux  extrdmites  de  la  droite  qui  joint  les  points 
de  Concours  des  tangentes  dans  le  cercle  O',  menons  des  paral- 
leles a la  ligne  des  centres  jnsqn’ä  la  rencontre  de  la  droite  qui 


Digitized  by  Google 


334  Oostor:  OroprUtis  nouvetles  du  quadrtlatere  en  pdneral. 


joint  les  points  de  concours  de»  tangente»  dan»  le  cercle  O; 
nous  formons  deux  triangle»  rectangle»  qui  donnent 


1 


ar-py  = 2asina,  a:— y = 26sin^,  . . . 

d'oü  Ton  tire 

a:  = flsino  + ösiiijS, 
y — aeinot — ) 

et,  eo  ayant  egaVd  aus  valeurs  (CCXCII)  et  (CCXCVI), 


(2) 

(3) 


a;=  ^J^Sr^D  + R-R')(D+H'-R) 


^ (0  + /U  R')  (D-R-R  ) , 


y=  hß-ß')(ö  + /i'-/i) 


(CCCIIJ 


^iD^^R+R')  iü-R-R’)  i 


teile»  »ont  les  valeurs  des  deux  diagonales. 

186.  Si  nous  introduisons  les  valeurs  (CCXCVI)  dans  les 
dgalites  (2),  nous  obtenons 

a;  + y = 20siiiaco»ß, 

X — y = 2/)sin^cos 

qni  donnent 

X — Dsin(a-\- ß),  y = Z)sin(a  — ß); . . . . (CCCIll) 

d’oü 

X sin  («  + ß) 


9ß.  \ 

50,  ) 


w f 


y sin(o— ß)’ 


(CCCIV) 


et,  par  suite 


ARR'  sin(o+  P) 
sin(o — ß)  ' 


^ 4gfi'sin(o — ß) 

^ sin  (o  + ß) 


. (CCCV) 


187.  De»  relations  (4)  on  tire  encore 


(CCCVl) 

x—y  taogp 

qui  d^montre  que: 

Th6ordme  VI.  Dan»  tout  quadrilatüre  circonscrip- 
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ile  adeux  cercles,  la  somme  des  deux  diagonales  est 
eur  difference  comnie  la  taiigente  du  denii-angle  des 
tes  Interieurs  est  ä la  tangente  du  demi-aiigle  des 
tes  exterieurs. 


188.  Les  niemes  relations  (4)  donnent  aussi 
a:® — ^®  = 4ü®cos«cos/SXsinß8in/?  = 4/)f/siii  asin^. 
par  (CCXCII)  on  a 

4W®  — 4ß'*  = 4Z)®sin  usiii  ß ; 
vient  donc,  en  divisant. 


insi 


a:*  — Jf® 


(CCCVII) 


Th^ordme  VII.  La  difference  des  carres  des  diagona- 
le est  ä la  difference  des  oarresdes  diametres,  corame 
idistance  des  diagonales  est  ä la  distance  des  centres. 

189.  Elevons  au  carre  la  seconde  des  egalitäs  (4).  nous 
ilenons 

+ Z/*  — + 4J9®sin®/3  cos®o. 

uhstituons  les  valeurs  fournies  par  (CCCl)  et  (CCXCII)  et  nous 
oiivuns  pour  la  somnie  des  carrds  des  diagonales 

4ß*  4ß'® 

(fl*+ß»-ß'®).  (CCCVIII) 


oii,  en  vertu  de  (CCCI), 

a«+y®  R Z?®  + ß'®-ß®  R'  D»+R^-R* 


R’ 


Z>® 


— |- 


R 


/>® 


-.  (CCCIX) 


190.  Pour  avoir  les  distances  c,  c'  des  sonimets  du 
uadriiatere  aux  points  de  contact  les  plus  rappro- 
il  suffit  de  resoudre  les  deux  dquatioos 


oi  donnent 


. , _ . c _ R 

C -f-  C — Q — O , ^ ? 


R(a  — 6) 

C — i 


_R'{a-b) 
® “ ß + ß'  • 


(CCCX) 


ß+ß' 

On  trouve  encore,  par  l’inspection  directe  de  la  figure, 

c=ßtangJ(o — (3),  c'  = ß'tang4(a-|-jS).  . . . (CCCXl) 
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U)I.  Les  distances  8,  8'  des  centres  O,  O'  auxsommets 
quadrilat^re  les  plus  rapproehes  sont  donndes  par  les  mec 
triangles,  doiit  on  tire 

» _ ^ 1/ (crc 

” — coai(a—ß)’  ° -cosi(a  + /3)-  ' ' ‘ 


§.  lYll.  Trapeie  conrexe. 

192.  RelatlODS  entre  les  diagonales  et  les  cdtds.  Suppos' 
que  dans  le  quadrilatere  AßCD,  les  quatre  cdtds  soieiit 

Aß  = a.  ßC=b,  CD=c,  DA~d-, 

ßD  — x,  AC  = y 

les  deux  diagonales,  et  que  le  cdtd  CD  soit  parallele  k AB 
plus  petit  que  lui. 

Considdrons  les  quatre  triangles  AßD  et  ßCD,  ACD 
AßC  qui  sont  fornies  cbacuii  par  deux  cdtds  et  une  diagoox 
ils  nous  fournissent  les  quatre  dquations 

a:*  = a*  + — 2adcosA,  a:*  = 6*  + c*  + 2Accos  B, 

y*  =:  c*  + d*  + 2cdcosA,  y®  = a*  + 6* — 2a6cos  B, 

qui,  dtant  ddbarrassdes  de  cos/4  et  coaß,  donnent  les  dt 
dgalitds 

cx*  + «y®  = (a  + c)  (d®  ac), 
aa:®  + cy*  = (a  + c)  (6®  + ac) ; 

ajoutant  et  retranchant  successivemcnt,  nous  obtenoiis  les  d« 
relations 

■**  + jy®  j I 

X* — y®  a+c  [ . . . . (CCCX 

6*— d*  - ) 


Elles  ddmontrent  que 

Thdordme  I.  Dans  tout  trapeze  convexe, 

10  la  somme  des  carrds  des  diagonales  est  dga 
ä la  somme  des  carrds  des  cdtes  latdraux,  augmenb 
du  double  rectangle  des  bases; 

20  la  difference  des  carrds  des  diagonales  est  ä 
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rr^rence  des  carrds  des  cdtds  latdraux,  comme  la 
mme  des  bases  est  ä leur  dil'fdrence. 

193.  Valeur  des  diagonales.  Des  deux  dcrnidres  relations  on  tire 
j:*  — (öc  — 6rf)  + (o6 — cd)  ) 

. (CCCXIII) 

y*  = (ac—6d)  + (ad  - bc)  X \ 

Si  Ton  voulait  exprimer  les  cdtes  latdraux  en  fonclion  des 
gonales  et  des  bases,  on  trouverait  facileroent 

(CCCXIV) 


194.  Angle  des  diagonales.  Si  nous  rempla^ons  b'*  ^ par 
»aleur  ar*  + y* — 2ac  dans  l’expression  generale  (n®  11) 

‘lxycos(x,  y)  — o*  — A*  + c* — 

18  trouverons  de  suite 

= . . .(CCCXV) 

qni  donne 


ax-^cy- 

6*  = ^ ac, 

a + c 


„ oi/*  + ca:* 

d*=  ; ac. 

a + c 


y)  = sf  yf <£+S!)!=(i±^)* , 


(g-f  c)»— (a:— y)* . 
xy 


eu  ddveloppaiit 


8in4(a:.y)  = 4^ 

®«8  4(a:,y)  = 4 


(g-jc  + ar-fy)  (a:-fy  — a — c) 
xy 


^ (a  + c + x—y)  (a+c+y—x)  . 
1 xy 


■ (CCCXV) 


U.,«., ,)  = <cccxv„ 
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sin(a:,  y) 


2xy  ' ' ’ ^ 


IM 


tang(a-,  y) 


(a+c+j:+.y)(a+c+a:— y)(a+c+;y— a;)(jr+y— a-c)  ,,,^,,^»-11 
(«  f c)»  - (x*  + y*)*  ■ ■ ■■  • ' " 


Lorsque  l’an^le  (.r,  y)  = 90®,  on  a cos(a:,  y)  = 0,  ce  qui  exit 
que  (a  + c)’  = a:*  + y®.  Donc 

Th^orSme  II.  Pour  que  les  diaf^onales  d’uii  trapez 
convexe  86  coupent  ä angledroit,  il  taut  et  il  « 11  tti  t qii 
le  triangle  rectaiiglc  construitsur  les  deux  diago^na 
les,  ait  rhypoth^nuse  egale  ä la  sonime  des  bases. 


On  peut  aussi  expriraer  l’ungle  des  diagonales  en  valeur  de 
quatre  cdtds.  En  eilet,  nous  avons  trouvd  (n®  20)  que 


t®ng(a;,  y)  — _ ya ^ p3_  ^ ' 


Q exprimant  l’aire  du  trapeze;  et,  comme  on  sait  que 


4Q  = (a  + 6 + d-c)(a-t-6 — c — d)(a-\-d — b — c)  (ä  + c + tZ— «)i 


il  vient 


tang(a;,  y)  = 


V” (a  + 6 + c+d)(a+A— c— d)(a+d— 6— c)(6+c+d— a) 

X aa_ya4_ca_d4  • 


195.  Angle  des  cCt^s  lat^raax.  Cet  angle  est  donnd  par  bl 
formule  (n®  12) 


2bdcos(b,  d)  = a:®  + y* — a® — c®, 
oü  il  sulüt  de  remplacer  a:®+y®  par  6*  + d®  + 2nc.  On  obtient  ainsi 


cos  (b,  d)  — 


(6®  + d*)  — (a-c)» 


(CCCXX I 


. Wi  Jx  , t/~(a  + 6-c— </)(«+d— 6— c) 

1 4(6,  d)  = i Y bd~~ • ’ 


w.  .tT  («+6+rf— c)(6  + c+d— a), 

cos4(6,d)=4Y  ^ . 


(CCCXXI 


i by  GfiDglJ 


applicntion  anx  guarirUa/eres  imcript.,  ctrconscrip/.  etc.  339 


taiigi(6,  d) 


=Sf. 


(a-\-b — c — d)  (n  + d — b—c) 
(tf  + 6 + d — c)  (b  I c + d — fl)  ’ 


(CCCXXII) 


sin  (6,  d) 


V (fl+6+<i— c)(6+c+(/— n)(ff+6— c— c/)(u+fi— 6— c) 

___  , 


(CCCXXIII) 


Si  IIOII8  comparons  cette  deriiiere  valeur  ä celle  de  tang(j;,^), 
onus  trouverons  la  relatioii 


sin(ar,y)  a + c , ary 
sin (6 , d)  « — c bd’ 


. . . . (CCCXXIV) 


dont  t’exactitude  peut  se  reconnaitre  ä priori,  car  on  sait  que 
\xys\n{a;,y)  = ABC\  ACD,  lbds\n(b,  d)  = ABC—ACD, 


et  que  les  deux  triangles  ABC,  ACD,  ayant  meme  hauteur,  sont 
entre  eux  com  nie  leurs  bases  a,  c. 


196.  Drolte  qui  Joint  les  millenx  des  deux  bases.  Cette  droite 
que  noas  designerons  par  l est  doniide  par  l’equation 

4/«  = a:*  + 2^®  + A®  + rf*  - a®—  c®, 

qui  devient 

AP  = 2(6*+rf*)  — (n— f)a  = ~ (a+c)*.  (CCCXXV) 

« 

Lorsque  les  diagonales  se  coupent  ä angle  droit,  on  a x'^A-y* 
= (a  + c)®,  ce  qui  reduit  l’egalite  precedente  ä 

2/  = fl  + c. 

Ainsi 

Thäordme  III.  Lorsque  les  diagonales  d’un  trapeze 
eoDvexe  se  coupent  a angle  droit,  les  droites  qui  joig- 
»eot  les  milienx  des  cötes  opposes,  sont  dgales  entre 
eiles. 

197.  Surface  du  trapöze.  Dans  l’expression  Q=^^xys\n{x,y) 
rempla^ons  sin(a:,^)  par  sa  valeur  du  n^’  194;  nous  obtenons 

Q=iV^ (a+c+a:+^)(a4  c+a:-y)(a+c+2^-ar)(a+y— fl-c)  (CCCXXVl) 

Veur  la  surface  du  trapeze  en  valeur  des  diagonales  et 
des  deux  bases.  Or  cette  expression  est  aussi  celle  de  l’aire 
dun  triangle,  dont  les  trois  cdtes  sont  a:,  y et  o + c;  donc 

Th^orJme  IV.  Le  trapeze  convexe  est  equivalent  au 
Diangle  cnnstruit  sur  les  deux  diagonales  et  la  somme 
des  bases. 
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L’angle  au  sommet  de  cetriangle  estegal  k celui  desdiagonale«. 

II  e»it  aisd  de  ddmontrer  ce  rdsultat  par  la  Geomdtrie.  II 
suffit,  pour  cela,  de  prolonger  cbaque  diagonale,  en  dessous  de 
la  base  inferieure,  d’nne  longueur  egale  au  segment  aupdrieur, 
et  de  niener  la  droite  qui  joiiit  les  extrdmites  des  prolongements; 
cette  ligne  est  dgale  ä la  somme  des  bases. 


§.  XTIII.  Trapeie  drcoBscriptible. 


198.  Reprdsentoiis  par  a,  ß,  y,  d les  quatre  segnients  (an- 
gentiels  comptds  sur  les  cotds  du  trapeze,  O le  centre  et  R le 
rayon  du  cercle  inscrit;  soient  d'ailleurs 

a = a + /S,  b = ß + y,  c = y+d,  rf=d  + o. 

Rayon  du  cercle  inscrit.  Les  deux  triangles  ADO,  BCO 
sont  ndcessairenient  rectangles  en  O,  et  donnent,  par  suite, 

R^  = aS  = ßy (CCCXXV/I) 

Dnnc 


Thdordme  I.  Dans  tont  trapdze  circonscriptible,  le 
rayon  du  cercle  inscrit  cst  moyen  proportionnel  entre 
les  deux  segraents  de  chaque  c6td  latdral. 

L’dgalitd  aS  = ßy  revient  ä I 

" — I 

ß — y j 

qui  ddmontre  que 

ThdorJme  II.  Dan«  tout  trapeze  circonscriptible.  le»  | 
segment«  consdcutifs  des  cdtds,  comptds  ä partir  d’une  1 
base,  sont  proportionnels  entre  euz. 

199.  Diagonales.  La  condition  de  circonscriptibilitd  du  tr»- 
peze  etant  introduite  dans  les  valeurs  du  n**.  193,  donne 


x*=  (a  + y)*  + iaö  = (a  + y)*  + 4ßy,  | 
»*  = (/S  + d)®+  4/3y=:  (ß  + d)®+4o5;  ^ 


(CCCXXVIll) 


d’oü  on  tire 


+ = (tt+/3  + y+d)*  — 2(o-  y)(ß—S) 

x*  — y^  = (a  + /S  + y + d)(o— j?  + y — d). 


’}  (CCCXXI.X) 


200.  Angle  des  diagonales.  Nous  avons 
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«*  — A*  -f  c* — «i®  = 2(a  — y)(ß  — S), 


>t,  comroe 


vient 


, 2^ '■ißQ  ‘irQ  _ 

ang (x,  y)  - „ (ß—S)t  ~ d(a—y)*  ~ y (ß-ä)*'  (CtCXXX) 

201.  Angle  des  c6t^s  lat^ranx.  Lea  valeurs  du  ii*’ 195  donnent 


sin4(Arf)  = (c.-y)y^J^.  1 

cos 4(Äd)  = (« -1- jS)  j • . (l’CCXXXI) 

202.  Snrfaee  da  trapdze.  L’aire  du  trapeze  circonscriptible  est 
Q = (a+j3  + y + ö)V^o^d,  . . . (CCCXXXII) 

lu 

Q = {a-^ß)(ai-y)^l  = (ß+a)(ß  + d)^^  I 

WCCCXXXIII) 

= (y+«)(y+'5)V  ^ = (<5+|S)(«+y)\  ) 

•es  derni^res  valeurs  on  tire 


Q = V(a  + ^)(«  + y)(/S  + d)(y  + d),  (CCCXXXIV) 

11  bien 

Q = V«c(«+y)  (/S  + d) ; . . . (CCCXXX V) 

Q={a  + y)^“-^  = (ß  + d)^~.  (CCCXXX VI) 

203.  Distauces  des  sommets  an  centre  du  cercle  iuscrlt.  Nous 
vons  AO*=  ß*  + o®  = od  + tt®. 


AO*=z  u(a  + d), 
BO*  = ß(ß  + y), 
CO^  = y(y+ß), 
DO*  = d{ö  + o). 


Ces  Valeurs  prouvent  que 
• l>eil  XLVIll. 


. . . (CCCXXXVII) 


23 
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TMorSme  III.  Dans  tout  trapeze  circonscriptible  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  au  centre  du  cercle 
inscrit,  sont  chacune  moyenne  proportionnelle  entre 
le  cöte  latdral  et  le  segment  adjacent  de  la  base. 

Ce  resultat  est  donne  d’ailleurs  par  rinspection  immediate  du 
triangle  rectangle  ADO. 

204.  Angles  du  trapftze.  Les  demi-angles  sont  donnees  par 
les  formules 

,,  etc. 


sin* 


2 ~vlO»“'o(o  + d)’ 


ou 


sin*H  = cos  ’ 


o ■ r>Z  __ 


.D 


2 “tt  + d 


, sin®-s-=  cos*s  = 


y . 


2-^  + y’ 

ß-  ß . 


(CCCXXXVIII) 


-2-'"'”’  2 — o + d’ 
d’oü  on  tire 

sin  A = sin  D = 


(CCCXXXIX) 


. (CCCXL) 


ß+y’ 


. (CCCXLI) 


^ ^ _ 2V^ 

tang^  = - tangZ)  = ^_g  , 

tang£f=— tangC= 

(«  — d)tang.i4  = (j3 — y)tangB.  . . . (CCCXLH) 

205.  Bldments  du  quadrllatdre  inscrit,  fonnd  par  la  jonction 
des  points  de  eontact  du  trapdze  cireonscrlt.  II  est  aisd  de  trourer 

pour  les  carres  des  cdtes: 

4«®d  4/3*y  4y*/S  4d*«, 

cr+d’  |3+y’  ß+y’  «+d’ 

2*^  pour  la  diagonale  transversale: 
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^^ß(ß+r) («!+ |3y) . 

1 itc~  a + ß 

3**  pour  le.«  ang'les  oppos^s  ä cette  diagronale: 


8in*e 


T ac  * 


C08*ö  = 


(a—y)(ß~6)_ 


■ (“  + /3)  (y  + ö) ' 

4“  pour  la  surface  du  qnadrilatere: 

f/  _ 2g^(c  + )3)  (c  + y) 

Q~  (/S+y)(/S  + <5)(5+y)(ä  + «)' 


§•  XII.  Trapeze  rtoile. 

206.  Dans  ce  trapdze.  les  cdtds  AD,  BC  se  eroisent  entre 
les  deux  bases  AB,  CD.  Conservons  les  iiotations  du  n°  192. 
Les  quatre  triaogles  ABD  et  BCD,  ACD  et  ABC  nous  donnent 
les  quatre  equations 

•T®  = a*+  tP  — 2adcosA . a;®  = 6*  + c® — 2bccosB, 
y®  = c*  + (P — 2c(i  coaA,  y®=  a*+  b^—2nbcnsB, 

qui,  par  relimination  de  cos  .4  et  cosB,  fournissent  les  egalites 

ca:® — 07/*  = (o — c)  (ac  — d®), 
oa:*  — = (a  — c)  (6®  — ac) ; 

retranchant  et  ajontant  successivement,  nous  obteiions  les  deu.x 
relatioiis 

a:®  -f-  y®  = 6®  + d®  — 2oc , j 

£*^2,®  _ ^ ....  (CCCXI.VII) 

6®-d*~fl  + c‘  ' 

Elles  prouvent  que 

Th^oröme  I.  Dans  tout  trapeze  etoile, 

la  sorame  des  carrds  des  diagonales  est  egale  ä 
lä  somme  des  carres  des  cdtes  lateranx,  dimtnuee  du 
double  rectangle  des  bases; 

2**  la  difference  des  carres  des  diagonales  est  ä la 
difference  des  carres  des  cdtes  lateraux,  conime  la 
difference  des  bases  est  k leur  somme. 

Les  relations  precedentes  peuvent  se  deduire  de  celles  qui 
oppartieniient  an  'rapdze  convexe,  en  y changeant  le  signe  de  la 
l>ase  c. 

•23* 
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207.  Valeur  des  diagonales.  Des  deux  derni^res  relations  on  tire 

I 

(CCCXLVIII) 


a:*  = {ab  + cd)  X — (««  + bd). 


— {ad^bc)  X — (ac  + 6d). 

Si  l'on  voulait  avoir  6 et  d en  valeur  de  n et  c,  o:  et  on 
trouverait  facilement  que 


ax^—cy*  . 

ö*  = ^ + ÖC, 

a — c 


a — c 


(CCCXLIX) 


+ ac. 


208.  Angle  des  diagonales.  En  opdrant  comme  au  194,  on 
trouve 

, , (a  — c)*  — (a:*+y*). 

co^ix,y)  = 2— ,.  . 

ce  qiii  donne 


(CCCL) 


. w ^ _ ,ir(«  + ^ + .V— c)(cia:+^^  — fl) 
sini(ar,3^)  = i\ — ^ . 

,,  . ,4/'(o+fl; — c — y){a+y  — c — x) 

cos i{x.y)  = i\  - 

. . ^Fitc  + V + a — c)(ar  + v + c — o) 

tangi(a;,v)=V  z — (; 

s»'.  Ji  {^^y^a  — c)(y  — x-t-a—c) 


(CCCLI) 


sin(x,y) 


(a!+y+a — c)  (x-t-y+c — o)  (x — y+o — c)  (y—x+a—c) 

2iy 

tang(x,  y) 

V(x-t-y+a-c)(x+yi^c~a)(a-c-t^x-y)  (a—c-f-y—x) 
(fl— c)*  — (a:*+y*) 


(CCCLII) 


Lorsque  l’aogle  (a:,  y)  = 90®  on  a a:*  + y*  = (a  — c)*.  Donc 


Thdorime  II.  Pour  que  le.s  diagonales  d’un  trap^ze 
dtoile  se  coupent  ä angle  droit,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  triangle  rectangle  construit  sur  les  deux  diagona- 
les, ait  l’bypothenuse  egale  ä la  difference  des  bases. 

209.  Nous  pouvons  nous  dispeiiser  de  calculer  directement 
les  Valeurs  des  autres  Elements  du  trapeze  dtoild;  elles  se  dddni- 
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üent  de  celles  du  trapeze  convexe,  en  y changeant  le  eigne  de  c. 
De  cette  mani^re  nous  obtenons 


tang(a:,  ^ 

^ ^ V (0+6+c-ä)  {a^b^d-c)  (a+c+d-6)  (’6+<i-a-c) 
X a»_Aa4.c2  ^ 


pour  la  tangente  de  l’angle  des  diagonales  en  valeur 
des  cdtes;  puis 


sin4(6,  d)  = 4 ia  + b + c-d)^^t+e  + d^j 

cos4(6.  d)  = + ^ ^ > (CCCLIII) 

f i/A  (a  + 6 + c— </)  («  + I 

3»8  5(  I ) \ (o  + 6 + c + «Ö  (6  + *^  — a — c)’‘ 


sin  (6,  (2) 

_ V (a-|-6+c+<i)(a+c+<Z— 6)(a+6+c— </)(64-<Z— a— c) 
_ _ 


(CCCLIV) 


cos  (6,  rf)  = 


(6*  + d*)  — (a  + c)* 
26rf 


ponr  l'angle  des  cotes  lateraux; 


ensuite 


sin  {x,  y)  a — c . xy 
B\n{b,  dj  a + c'  bd 


(CCCLV) 


4/*  = 2(a:»+3^*)-(a-c)* . . . . (CCCLVl) 


pour  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases.  Si 
Ungle  (a:,  = 90",  on  a x^+y^={a  — c)*  et  2lzxa — c.  Oonc 


Th^oröme  III.  Lorsque  les  diagonales  d’un  trapeze 
^toile  se  coupent  ä angle  droit,  les  droites  qui  joig> 
"«nt  les  milieux  des  c^tds  opposes  sont  egales  entre 
slles. 


210.  On  trouve  ensuite 


^~iV" (ar-|-y-|-a— c)(a;-Iy+c— o)(a— c+a:— y)(«— c+^— a)  (CCCLVII) 

pour  la  surface  du  trapeze  en  valeur  des  diagonales  et 
des  deux  bases.  Comme  cette  expression  est  l’aire  d’un  tri- 
®"gle  dont  les  cötes  sont  x,  y et  a — c,  on  voit  que 
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ThMr^me  lY.  L*  trapeze  etoUe  eat  ^qaWaleat  a« 
triansrl«  enn<4trait  sar  ie«  deux  diagaoalc^  et  la  dif-i 
ferenee  dee  baaee. 


ir 


^ XI.  FaraHelesrauK. 

'211.  Soient  a,  h les  eötea  adjacent«  d an  parallel o«ramme, 
X,  y lea  denx  diagonalea.  Sapposoaa  a > 6 et  x > jr-  Si  doiu 
deai^aona  par  (a,  6)  TaDgie  aign  eompria  entre  les  cötes,  et  par 
(x,  y)  i’angie  aign  formd  par  lea  diagonales,  nons  anrons  les  relatioos 

X*  = a*  + 6*  + 2aÄcos(a,  6), 

= a*  + — 2aA  cos  (a  , 6) ; 

4a*  = X*  + y* cos  (x.  jr) . 

4Ä*  = x*  + y*— 2x3rcos('x,  y); 

dont  les  deox  premieres  donneat 

X* — y*  = 4a6coii(a,  6) (CCCLVIIl) 

et  les  denx  derni^res 


ori  en  tire 


a* — Ä*  = xy  cos(x,  y); (CCCLIX) 


cos  (x , y)  cos  (a , 6) 


, J— y ad-6  g— 6 


X y a b 
'212.  La  double  snrface  du  parallelogramme  etant 
xysiu(x,  y)  = 2aA8in(a,  b) 


. (CCCLX) 


nn  en  dednit,  en  ayant  egard  ä (CCCLVIII)  et  (CCCLIX), 

tang(x,  y)  _ 2g6 
sin(u,6)  g* — 6*’ 

tang(g,  &)  _ 2xy 
sin(x,y)  ~x®  — y*’ 

213.  Ces  relatioiis,  qui  auraient  pu  se  tirer  des  foripules  ge- 
nernles  d'un  quadrilatere  quelconque,  eo  y faisant  a = c,  b=d, 
demoiitrent  quo 


. . . . (CCCLXI) 


Üans  tout  Parallelogramme 


P la  (liffärence  des  carres  des  diagonales  est  dgale 
au  quadruple  produit  des  cdtes  adjacents,  multiplie 
par  le  Cosinus  de  l'angle  compris; 

2"  la  diri'ereiice  des  carres  de  deux  cdtes  adjacents 
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est  ^gale  au  produit  des  diagonales,  multiplie  par  le 
Cosinus  de  l’angle  compris; 

3*^  le  sinus  de  l’angle  des  diagonales  est  au  sinus 
de  I’aiigle  des  cdtes,  comme  le  double  produit  des 
deux  cötes  est  au  produit  des  diagonales; 

d*’  la  tangente  de  l’angle  des  diagonales  est  au 
sinus  de  l’angle  des  cdtes,  comme  le  double  produit  de 
deux  cötds  adjacents  est  ä la  difference  des  carres  de 
ces  cdtes  ; 

5**  la  tangente  de  l’angle  des  cdtes  est  au  sinus  de 
l'angle  des  diagonales  comme  le  double  produit  des 
diagonales  est  ä la  difference  des  carrds  de  ces  dia- 
gonales. 

214.  Dans  l’expression  de  l’aire  d’un  quadrilatdre  quelconque 

Q = i V — Ta*  — + c* — <i^, 

posons  a = c,  b = d;  nOus  avons  pour  la  surface  P du  Paral- 
lelogramme en  valeur  des  deux  diagonales  et  des  deux  cdtes 

(a:.y  + a*— 6®)(ary+6*-^.  . . (CCCLXII) 

Dans  cette  valeur  remplaQons  26*  par  a:*-|-^* — 2a*,  nous  ob- 
lenons 

2a:y  -f  2n* — 26*  = 4a*  — (a:  — y)*  = (2a  (2a  -fy—  x) , 

2a:y-f  26*  — 2a*  = (ai-fy)® — 4a*  = (2a-|-x-l-y)(a:-|-y— 2a); 
ce  qui  donne 

(2rt-l-a:-l-y)(2tt-|-a: — y)(2a-fy— a:)(a:-l-y— 2a)  (CCCLXIll) 

pour  Faire  du  parallelogranime  en  fonction  d’un  cdte  et  des  deux 
diagonales. 

215.  Si,  dans  le  parallelogramme,  nous  avons  x = y,  la  figure 
aera  un  rectangle  et  il  vieodra  pour  l’angle  des  diagonales 

a*_6* 

coa(x,!j) 

d'oü 

. . 2a6 

sin(x,  y)  =^2^73*’ 

, 2o6 

tang(.r,  y)  = 
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Ainsi 


Th^oröme  I.  Dans  tout  rectangle,  la  tangente  di 
l'angle  des  diagonales  est  dgale  au  double  produit  dei 
cdtes,  divise  par  la  difference  des  carres  de  ces  meme 
cd  tes. 

Oll  a ensuite 


U U 

sin4(^,  «)  = —77—=-=,  cos4(x,  «)  = - r — ~ • 


tangi(a:,  y)  = " (CCCLXV 


Donc 


Thdordme  II.  Dans  tout  rectangle,  la  tangente  du  demi 
angle  des  diagonales  est  egale  au  rapport  des  cdtes. 
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XXV. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Seiten  des  regelmässi 
gen  Fünf-  und  Zehnecks  und  des  Radius. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  E.  Sachse 
an  der  ReaUchule  zo  Rawicz  (Provinz  Po.en). 


Der  bekannte  Satz: 

Wenn  in  einen  Kreis  regelmässige  Polygone 
von  fünf,  sechs  und  zehn  Seiten  beschrieben 
sind,  so  ist  das  Quadrat  der  Fiinfecksseite  (/) 
so  gross,  als  die  Quad  rate  der  Sechsecks- 
seite (r)  und  der  Zebnecksscite  (:)  zusammen- 
genommen:  = (Euclid.  Elem.  XIII,  10.) 

lässt  sich  geometrisch  auf  mehrere  Arten  einfach  betveisen. 

[Bekanntlich  dient  dieser  Satz  zur  directen  Construction  der 
Fiinfecksseite:  In  Taf.  VI.  Fig.lO.  ziehe  man  senkrecht  auf 

CD  und  mache  AC=\AB , CD=CB , so  ist  AD=z  und  BD=f.] 

Zunächst  gilt  folgender  I 

nfilfssatz. 


Trägt  man  in  den  um  Hl  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  mit  dem 
Radius  JUA  = r geschlagenen  Kreis  K die  Seite 
AB—z  des  in  K eingeschriebenen  Zehnecks  al.« 
Sehne  ein  und  verlängert  sie  über  B hinaus  bis 
C,  so  dass  ACz=r  wird,  und  zieht  H1C,  so  ista 
I)  AB^  = AC.BC  und  II)  HlC  gleich  der  Seite 
des  in  K eingeschriebenen  regulären  Fünfeck^ 
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Beweis.  (I)  ist  der  bekannte  Zehneckssatz,  nach  welchem 
:i=zi:r  — *,  also  i®  = r(r  — j)  oder  in  B nach  dem  goldenen 
ichnitt  getheilt  ist.  — (II)  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Betrach- 
ung  des  Dreiecks  JUAC,  in  welchem  A3J=AC  — r und  (weil 
iß  die  Zehnecksseite  darstellt)  ^MAB  — l^^  ist. 

Auf  diesen  Hülfssatz  stützen  sich  nun  folgende  vier  Beweise 
eg  obigen  Satzes : 

Beweist.  (Mittelst  des  Tangentensatzes.).  Ist,  wie  in  Taf.  VI. 
’ig.  I.,  im  Kreise  K (Taf.  VI.  Fig.  2.)  die  Secante  AC=r,  ihre 
(ebne  AB=z  und  C9J  gezogen,  welches  nach  Hülfssatz  II.  =zf 
d,  so  lege  man  noch  die  Tangente  CD  an  K und  ziehe  nach 
brem  Berührungspunkte  D den  Radius  MD=zr,  so  ist  ^MDC 
= 90®,  und  daher  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsätze 

MC^  - MEß  + CDß  oder  P = r*+  CZ>*, 

nid  da  hierin  CDß  nach  dem  bekannten  Tangentensatze  = CA.  CB, 
lieses  aber  nach  Hülfssatz  I.  = ABß  = z^  zu  setzen  ist,  so  folgt: 
'*  = r«  + 22. 

Beweis  2.  (Mittelst  des  Secantensatzes.).  Wiederum  sei  im 
(reise  K (Taf.  VI.  Fig.  3.)  AB  — z,  AC=r,  und  daher  nach  Hülfs- 
‘äta  II.  C/T/,  welche  K in  G schneiden  mag,  =f,  so  verlängere 
nan  CM  über  M hinaus  bis  zum  zweiten  Durchschnitt  E mit  K, 
lann  ist  nach  dem  bekannten  Secantensatze: 

CE.CC=  CA.  CB  = z® 

lach  Hülfssatz  I.,  also,  da  CEz=f-\-r,  CG  = f — r ist, 

— r)  = i®,  d.  h.  /^— r®  = z®,  mithin  = + 

Anmerkung  I.  Die  Beweise  I.  und  2.  laufen  beide  darauf 
linaus,  dass  die  Potenz  des  Punktes  C in  Bezug  auf  K einerseits 
-CA. CB,  also  nach  Hülfssatz  I.  = z*,  andererseits,  weil  (nach 
liilfssatz  II.)  CM  — f ist,  auch  = Z"®  — r®  ist,  woraus  sich 
r®  = z®  oder  /^  = r®-Fi®  ergiebt. 

Beweis  3.  (Mittelst  des  ptoleroäischen  Lehrsatzes.).  Man 
lache  in  dem  Kreise  K (Taf.  VM.  Fig.  4.),  in  weichem  wiederum 
^ß  = z,  AC=r,  also  nach  Hülfssatz  II.  CM— f ist,  den  Bogen 
'iHz=BA,  so  ist  ,^BiVB=3&\  Z/4 /»///= 72®,  also  AH  = f, 
»d.  wegen  Z.AMC=Uo,  Z.HMO  = AMH-AMC=71'^-U^=\3'> 
auch  Z BMC  = AMC  - AMB  = 54®  — 30®  = 18®.  also 
~HMC=zBMC.  Hieraus  folgt  leicht,  dass  ii^UMC^BMC, 
's®  CU=CB  und  ^CHMz=CBM=\&P- MBA=\W- MAC 
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ist.  Demnach  ist  AMHC  ein  Kreisviereck  und  mithin  nach  den 
ptolemäischen  Lehrsätze  MC.AH  = lUH.AC-\-^A.CH,  oder,  di 
]HA.CH=CA.CB,  und  dies  nach  Hülfssatz  I.  = AB^  — z*  ist 
/./•=:r.r+2«.  d.  h.  /^  = r»  + 2*. 

Beweis  4.  (Mittelst  des  von  dem  Herrn  Heraus  gebe 
des  Archivs  in  Bd.  XLII.  pag.  229.  aufgestellten  Satzes  über  eii 
Dreieck,  in  welchem  ein  Winkel  doppelt  so  gross  ist,  als  eii 
anderer.).  Im  Kreise  K (Taf.  VI.  Fig.  5.)  sei  AB—z,  AC=.MB-==r 
nach  Hülfssatz  II.  also  MC—f,  so  ist  ^MCA=^h'^,  ^ MBi. 
= 180®— = 180«  — 720=108«,  also  ^MBC=^MCB,  mit 
hin  nach  dem  Satze  Archiv  XLII.  p.  229.:  MC^=IHB.(^MB-\-BC 
=zMB^ArMB.BC=:MB:^\CA.BC=MB^\AB:^  [Hülfssatz  I. 
oder  /'®  = r®  + 2*. 

Anmerkung  2.  Auf  denselben  Satz  (Archiv  XLII.  pag. 229.] 
stützt  sich  auch  der  Beweis  des  Herrn  Dr.  Weihrauch,  Archiv 
Bd.  XLV.  pag.  355,  356. 

Anmerkung  3.  Nur  nähere  Ausführungen  des  Beweises 
No.  4.  sind  die  folgenden: 

Es  sei  (Taf.  VI.  Fig. 6.)  AB  = z,  MA  = MB- AC=BE^t. 
so  ist  i»/£:=AfC=/’ (Hülfssatz  11.)  und  jLEMB—MCE  = U\ 
also  ^EMB  oo  ECM  und  demnach  MB : ME  = CM:  CE,  also 
ME.  CM=MB.  CE=MB.{EB\ CB)^A  C.(A  C^CB)=ACHAC.Cß 
■=AC^  + ^B*  (Hülfssatz  1.)  oder  /^  = r*  + 2*. 

Oder:  Man  verlängere  (Taf.  VI.  Fig. 7.)  MB  um  BF  = BQ 
so  ist  2j;t:BEC=BFC-i-  BCF=  MBC=m"  oder  ^BFC 
=5i°=MCB,  also  A MBCcsj  MCF,  demnach  : MB:MC=MC:MF. 
also  MC^  = MB.MF=  MB. {MB  + BF)  = Mß-^  + MB . BF 
= AC^  + AC.BC=AC^+AB*  (Hülfssatz  I.),  d.  h.  /*=r*  + :*. 

Beweis  5.  Sind  (Taf.  VI.  Fig. 8.)  AB  — BC=  CD  — z drei 
aufeinanderfolgende  Seiten  eines  regulären,  in  K eingeschriebenen 
Zehnecks,  demnach  AC=  BD=f  also  Fünfecksseiten,  und  sei 
noch  AD  — to  gezogen,  so  liefert  der  ptolemäische  Lehrsatz,  auf 
das  Kreisviereck  ABCD  angewendet,  sofort  die  Gleichung 

AC.BD  = AB.CD\ AD.BC  oder  /^  = 2*  + wz. 

Dann  bleibt  nur  noch  nachzuweisen,  dass  w2=r*  oder  z:r—r:vo  ist. 

Letzteres  gelingt  leicht  auf  mannichfachen  Wegen,  die  aber 
alle  ira  Wesentlichen  auf  folgende  beide  hinauslaufen: 

Erstens  kann  man  obige  Proportion  direct  aus  ähnlichen  Drei- 
ecken ableiten.  Wenn  z.  B.  (Taf.  VI.  Fig.  9.)  MA  und  CB  bis  zum 
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Schnitt  in  F verlängert  werden,  so  ist,  weil  ^£  = 36“  ist, 
AE  = AB  = z,  BE  — BM  = r,  \AEBcoMAD,  und  demnach 
EA‘.EB=zAM:AD,  d.  h.  2:r  = r:tc.  — Oder  man  benutze,  wenn 
MB  und  AD  in  F {MC  und  AD  in  G)  sich  schneiden,  ^AFM 
f\>AMD  (AF=FM  = i,  ^ AMF— ADM  = ^°),  oder,  wenn 
man  noch  C£ zieht,  welches  \\AB  ist,  ^CFDccMAD,  u. s. w. 

Zweitens  findet  man  statt  dessen  zunächst  eben  so  leicht  auf 
verschiedenen  Wegen,  dass  to  = r-fz  ist.  So  ist  z.  B.  to  = AD 

• = EC  = r 2,  weil  AECD  ein  Parallelogramm  ist.  Oder  man 
I scbliesst  dies  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  MAD  und  BME. 

• Oder  man  zeigt,  dass  AF=BC=sz  oder  AFzzzAB=z  und  (weil 
I ^MFDz=FMD  = 7^)  FD  MD  — r ist.  — Dann  aber  liefert 

der  bekannte  Zebneckssatz 

r — 2 2 r 

2 r r + 2 

durch  Substitution  von  lo  statt  r -f  z Proportion 

- = — oder  fpi  = r*. 

r w 

Da  also  /^=2*+ic2  und  zugleich  wz=r^  ist,  so  ist 

Anmerkung  4.  Man  vergleiche  hiermit  den  bekannten  Be- 
weis mittelst  des  Kreisvierecks  GHCB  {G,  A,  B,  C,  B seien 
fiinf  aufeinanderfolgende  Ecken  des  regulären  Zehnseits)  mit  den 
Diagonalen  CG  = BH  —r  -\-s,  wobei  die  Anwendung  des  ptole- 
aiischen  Lehrsatzes  ebenfalls  leicht  zum  Ziele  führt. 

[/*  = (r  + 2)*  — 2rz  = r*  + 2®.] 

Anmerkung  5.  Die  Parallelität  von  AD  und  EC  liefert  so- 
fort die  Proportionen; 

GF  AF  GA  r— 2 2 r 

Cß~  Eß  — CE’  2 — r + 2’ 

d.  h.  den  Zehneckssatz.  — Auch  findet  man  denselben  leicht, 
wenn  man  den  Radius  BM  zum  Durchmesser  BN  ergänzt,  init- 
ialst des  Sehnensatzes ; 

DF BF  r _ 2 

NF—  ÄF’  r + 2“  2^—r 


TU.il  XLVIII. 


34 


Digitized  by  Coogle 


358 


Sachse;  Leber  den  im  Archiv  Bd.  XLll.  S.  229 


1 


XXVI. 

Ueber  den  im  Archiv  Bd.  XLfl.  S.  229  behandelten 

Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  E.  Sachse 

an  der  Realachale  zu  Rawicz  (Provinz  Posen). 


Der  von  dem  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  in  Bd.  XLll. 
Seite  229.  aut'geatellte 

üehrsatK  .^.  Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  VII. 
Fig.  l.)  der  Winkel  A doppelt  so  gross  ist,  als  der  Win- 
kel B,  so  ist  a die  mittlere  Proportionale  zwischen  6 
und  A-fc 

ist,  wie  der  Herr  Herausgeber  am  Schlüsse  des  Artikels  bemerkt, 
von  ihm  nur  als  Stoff  zu  einer  einfachen  Hebung  für  Schüler  an- 
gesehen worden.  Derselbe  hat  aber  doch  ein  weiteres  Interesse, 
sowohl  als  Verallgemeinerung  der  bekannten  Beziehung  der  Zehn- 
ecksseite zum  Radius  (s.  nachher  Anm.2),  als  auch  wegen  seiner  Ver- 
wendbarkeit zu  ferneren  Betrachtungen  (man  vergl.  Band  XLV. 
S.  355  , 356  und  vorher  S.  354*)).  Demnach  war  es  von  Be- 
deutung, dass  in  jenem  Artikel  die  MSglicbkeit  der  Umkehrung 
des  Satzes  festgestellt  wurde.  Die  dort  angeregte  Frage  aber,  ob 
sich  dies  nicht  auf  eine  einfachere  Art,  als  dort  geschehen,  be- 
weisen lasse,  gab  Anlass  zu  den  folgenden  Erwfigungen. 

Zunächst  lässt  sich  der  Hauptsatz  selbst  noch  etwas  ein- 
facher beweisen. 


*)  Mein  Artikel  über  die  Fünfeekeeite,  Uewei«  4. 
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Man  verlängere  C/4  um  eine  Strecke  AD-=.  AB  = c und  ziehe 
BD,  so  ist  CD=b-\-c,  und  da  ADB  gleichscbenkelig  ist,  ^ADB 
=-ABD.  Weil  nun,  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ABD, 
ACAB  = ADB  ABD,  so  ist  auch  ^CAB  — IADB.  Nach 
Voraussetzung  ist  aber  auch  ^CAB  = ^ABC  und  demnach 
Z.ADB  = ABC,  «voraus  sich  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CAB 
und  CBD  crgiebt.  Aus  dieser  folgt  sofort:  CAiCB=CB".CD, 
d.  h.  6;a  = a:6  -f  c. 

Oder  man  denke  sich  um  ABD  einen  Kreis  beschrieben,  so 
folgt  aus  der  eben  bewiesenen  Gleichheit  der  Winkel  CDB  und 
QBA,  dass  CB  eine  Tangente  an  diesen  Kreis  und  demnach 
CBz=a  die  mittlere  Proportionale  zwischen  CD  und  CA  ist. 

Anmerkung  I.  Man  konnte  auch  (Taf.  VII.  Fig.2.)  BA  um 
eine  Strecke  AE=AC—b  verlängern  und  CE  ziehen,  wobei 
«ich  CE=a,  ^EACcoECB  und  hieraus  die  Thesis  ergäbe. 

Mit  Leichtigkeit  lässt  sich  dieser  Beweis  nun  unikehren : 

Wenn  im  Dreieck  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  1.): 

AC.BC=:  BC.AC+AB 

i«t,  so  ist 

^CAB  = 2ABC. 

Denn  «venn  man  dieselhe  Construction  wie  vorher  macht,  so 
ergiebt  sich,  «vie  vorher,  ^C AB  = 2.  CDB.  Aus  der  Proportion 
der  Hypothesis  folgt  aber  leicht  die'  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
CAB  und  CBD.  Mithin  ist  ^CBA  — CDB  und  demnach  auch 
UB='1CBA. 

Fheii  so  leicht  gelingt  der  Beweis  mittelst  der  in  Anmerk.  I. 
angegebenen  Construction  (Taf.  VII.  Fig.2.),  wenn  man,  von  ^ECA 
ausgehend,  EA  um  AB=c  verlängert  und  schliesslich  beweist, 
dass  CB=CE  = a ist. 

.Anmerkung  2.  Wird  ^CBA  = 'i&'^  angenommen,  so  wird 
n = c,  und  man  erhält  den  bekannten  Zebneckssatz. 

Ein  Blick  auf  die  Taf.  VII.  Fig.  3.  oder  Taf.  VII.  Fig.  4.,  in 
Kelchen  z für  b,  und  r für  a und  c geschrieben  ist,  und  nament- 
lich auf  die  Gradzahlen  der  Winkel  genügt  wohl,  um  zu  zeigen, 
Kie  sich  Construction  und  Beweis  des  Hauptsatzes  A für  diesen 
Fall  specialisiren.  Man  findet  aus  ^ CAB  CV)  ^ CBD  oder 
\EACc<iECB  sofort: 

CD  CB  EB  EC  r-|-i  r z 

CB~TA  EA'  r ~z-r-2 
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Anmerkung  3.  Eben  so  leicht  specialisirt  sieb  die  Urakeb- 
rang  des  Hauptsatzes  für  a — c,  sie  liefert  sofort  '^^=36**. 

Anmerkung  4.  Die  obigen  beiden  Sätze  A.  lassen  sieb  allen- 
falls noch  verallgemeinern  : 

Wenn  man  in  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  VII.  Fig.5.)  an  j 

in  A einen  Winkel  CAN=\CAB ABC  anträgt,  wo- 
bei AN  auf  CB  oder  ihrer  Verlängerung  über  B hinaus 
eine  Strecke  CN—m  abschneidet,  so  ist  6:m  = a:fr-t-c 
oder  am  — b(b-\-c)  und  umgekehrt. 

Für  m = a erhält  man  wieder  den  Lehrsatz  A.  Constrnction 
und  Beweis  entsprechen  vollständig  den  oben  an  Taf.  VII.  Fig.  1. 
gegebenen.  Statt  des  Tangentensatzes  tritt  z.  B.  nur  der  allge- 
meinere Secantensatz  ein.  ^CNA  ist  z=:\CAB. 

Dem  Lehrsatz  A.  analog  ergiebt  sich  ferner  folgender  ' 

IfClirsatB  B.  Wenn  in  dem  Dreieck  ABC  der  Win- 
kel B die  Hälfte  des  Winkels  A um  90*^  äbertrifft,  so 
ist  a die  mittlere  Proportionale  zwischen  b und  b — c, 
und  umgekehrt. 

Bezeichnet  man  die  Winkel  hei  A,  B,  C entsprechend  mit 
a,  ß,  y und  ihre  Gegenseiten  bezüglich  mit  a,  b,  c,  so  lautet 
die  V'oraussetzung  für  den  Hauptsatz:  /J  = 90®-F*«,  oder  auch: 
90**  — i«=  180®— jS,  oder,  was  wegen  a + ß -f-  y — 180®  auf  das- 
selbe hinauskommt,  a = i(ß  — y) ; die  Thesis  lautet: 

h:a~a:b—c  oder  n'^—b(b  — c). 

('onstruction  und  Beweis  sind  den  bei  dem  Lehrsätze  A.  ange- 
wandten durchaus  ähnlich: 

Entweder  schneidet  man  auf  AC  (Taf.  VII.  Fig. 6.)  AD  = AB 
ab  und  zieht  DB,  so  dass  DC=b  — c und  bekanntlich  auch 
^DBC  = \(ß — y)  = « wird,  woraus  ^CABcoCBD  und  sofort 
auch  die  Thesis  folgt,  oder  man  verlängert  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  AB, 
bis  AE=AC  ist,  und  zieht  EC,  so  ist  BE  — b — c,  BCE 

= i(ß  ~ y)  = “.  A EAC cvi  ECB,  CE  =r  CB  — a,  u.  s.  w. 

Den  entgegengesetzten  Gang  nimmt  der  Beweis  für  tie  1^'»' 
kehrung  des  Satzes.  v 

Anmerkung  5.  Man  erhält  solche  Dreiecke  wie  ABC  ^ebt 
»venn  man  entweder  (Taf.  VII.  Fig.  6.)  an  die  Basis  DB  eine  be 
liebigen  gleichschenkeligen  Dreiecks  ADB  abwärts  vom 
in  B den  ^ DBC  =■  DAB  anträgt  und  AD  bis  zum  Schnit-i'^ 
BC  verlängert,  oder  wenn  man  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  in  einem 

i 
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bigen  gleicfascbenkeligen  Dreiecke  ACE  mit  der  Basis  CE  um  C 
einen  Kreisbogen  schlägt,  der  AC  in  B schneidet,  und  zieht. 

Anmerkung  6.  Der  Beweis  nach  Taf.  VII.  Fig.  7.  geht  in 
den  gewöhnlichen  Beweis  des  Zehneckssatzes  fiber,  wenn  man 
a=y=36'*  annimmt,  so  dass  c=a  = i,  b = r wird. 

Aber  auch  der  Beweis  nach  Taf.  VII.  Fig.  6.  führt  für  a=]r=36^ 
eben  so  leicht  zum  Ziel. 

Anmerkung  7.  Analog  dem  Satze  in  Anmerkung  4.  lässt 
sich  auch  der  Lehrsatz  B.  erweitern : 

Wenn  man  in  dem  Dreiecke  ^ÄC(Taf.  VII.Fig.8.)  an  AC 
anf  derselben  Seite  mit  AB  einen  Winkel  CAN~l(ß — y) 
anträgt,  wobei  AIV  von  CB  oder  ihrer  Verlängerung 
eine  Strecke  C/V  = m abschneidet,  so  ist  bim=  a:b  — c 
oder  am  = b(b  — c). 

Für  m = a erhält  man  den  Lehrsatz  B.  wieder. 


XXVII. 

Miscellen. 

Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Franz  Unferdinger, 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffentlichen  Oberrealschule 
am  Bauernmärkte  in  Wien,  an  den  Herausgeber  über 
die  Summirung  der  Cubikzahlen. 

/ Im  45.  Theile  Ihres  geschätzten  Archivs  S.235  bringen  Sie  ans 
i dem  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher  (Bd.  4. 
t S.  310.)  eine  sehr  einfache  Ableitung  der  Formel  für  die  Summe 
^der  dritten  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen.  Erlauben  Sie  mir 
folgende  Mittbeilung  über  denselben  Gegenstand. 
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Bezeichnet  n irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  (n — l)n 
immer  eine  gerade  Zahl  und  die  Summe  der  » ungeraden  Zahlen 

t (n—  I)«  + 1 1 + 1 (n  - 1 )n  +3 1 + 1 (n— 1 )m+5  I +....+ 1 (n— l)n + (2n—  1 )i  =«3 

nach  einer  bekannten  Formel  für  die  arithmetischen  Progression 
nen.  Setzt  man  hierin  n=1,  2,  3,.... n,  so  erbSIt  man:  ' ; " 

1=1», 

3 + 5=2»,  • 

7 + 9+11=3», 

13  + 15  + 17  + 19=4», 


|(»r  — l)n  + 1 1 + t(H  — 1)m  + 3j  + ....  + |(n  — l)n  + (2n  — 1)  j = n», 
und  durch  Addition : 


oder 


1 +3  + 5 + ....+  !n*  + »i  — 11=  l»  + 2»  + 3»  + ....  + ?/» 


l»  + 2»  + .3»+  ...+«» 


C-^7- 


Berichtf^ung^en. 

In  ThI.  XVI.  auf  Seite  220  und  Seite  221  muss  statt  aö  unti 
a'A',  wo  es  auch  auf  diesen  beiden  Seiten  steht  — also  auf  Seite  22U 
Z.  28,  30,  34,  36,  40,  43,  44  und  auf  Seite  221  Z.  5, 6, 15, 19  — über 
all  c6  und  c'6',  besser  noch  bc  und  b'c'  gesetzt,  durchweg  also 
a in  c verwandelt  werden,  was  übrigens  auch  sogleich  von  selbst 
in  die  Augen  fallt. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  1.  (ThI.  XXXVI.  Heft  1.)  in 
der  letzten  Zeile  der  „Anzeige“  setze  man  „nicht  unbe- 
nutzt lassen“  statt  „unbenutzt  lassen.“ 

Thl.XLVll.S.  106.  Z.3.  statt  + (— 1)"-*  n(a:  + 6)"-*  setze  man: 
+ ( — 1)"~*  n(a:  + d)"->. 

ThI.  XLVIl.  Seite  466  und  467  e.  m.  oben  im  Coluronentitel 
„Ellipse“  statt  „Hyperbel.“  < 

In  dem  zum  vorhergehenden  Hefte  io  diesem  Tbeile  gehörenden 
Liter.  Ber. Nr. CLXXXX. S.  I7.Z.4.  im  Titel  der  „Tidskrift  etc.“ 
muss  es  „Lektor“  statt  „Rektor“  heissen. 

Fehler  in  Callet’s  Tables  logarithm.  Vol.  I.  Edition  1825. 
logaritbm.  hyperbol.  1099  = 7,00215.59544  statt  7,00211.59544... 
(Mitgetheilt  von  Herrn  Dr.  L.  Matth ietsen  in  Hninm.) 
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XXTllI. 

Sar  la  R^alit^  des  Racines  d’dqaations  algebriques. 

Par 

C.  F.  E.  Björling, 

Lcctar  ä i'ilcale  «ap^rieare  de  HalmsCad  ea  Soede. 

« I. 

Noos  deaifnon«  dans  la  soite  par  f{x)  noe  fonctioD  alg^bri* 
Sne,  ratiooneile  et  entiere  da  degre  mO-1),  oü  le  co£fficieat  de  sc^ 
est  po«tif. 

Posons  y = f[x) ; alors  il  correspood  ä cfaaqoe  valeur  reelle 
rt  finie  de  x ane  seole  Talear  de  y de  la^me  espeee.  Do  reste 
il  s'entend  qae  la  fooction  y et  toate«  ses  deriveea  aont  contioaes. 

Dooc  l’eqaatioD  y = /{x)  est  reprdseotM  daos  le  aystene 
reetangalaire  de  Descartes  par  ane  coarbe  continoe,  qui  s'eteod 
iniaimeat  ä gaaebe  et  ä droite  et  eat  eonpee  dana  an  aeal  point 
simple  par  cbaque  droite  rerticale. 

Cette  coarbe  ne  posaede  d'antrea  aingalaritda  qae  des  infle- 
Dons  et,  eo  general,  des  eontacta  d'on  ordre  qaelconqae n — I 

*Tcc  des  droites  taogeotea.  Eile  a,  conime  noos  l’aroos  dit,  ane 
braaefae  tnfinie  ä cbaqae  eote.  La  droite  monte  toajoura;  la 
taocbe  monte  oa  deacend,  aeloo  qae  n est  paire  oo  impaire. 
Ancaae  de  cea  braoches  ne  posaede  d'a/^yroptote  rectiBgne,  car 

y tt  ^ deTiennent  infinia  ä la  m£nie  foia.  Aax  extrdmites 

l«s  braocbea  presentent  toajoara  leara  cotds  convexes  ä Taxe  des  x. 

L’absctsae  de  ehaqae  point  oä  la  coarbe  rencoafre  Taxe  des 
^ Sana  le  toaeber,  est  natar^lement  ane  raciae  rdelle  simple  de 
Th«u  XLVIII.  25 
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fequ.  f(x)  = 0.  Si  la  courbe  est  tangente  quelquepart  ä Taxe 
des  X,  il  y correspond  dvidemment  uiie  racine  double  de  cette 
ni4roe  equation,  et  en  gendral  une  racine  mP'*  ä chaqne  contact 
de  l’ordre  m — I. 

Nons  supposoDS  d’abord  que  notre  courbe  coupe  Taxe  des  x 
a n points  diffdreiits,  c.  ä d.  que  toutes  les  racines  de  l'equ. 
f(x)  — 0 sont  reelles  et  inegales.  La  courbe  doit  naturellenient 
tourner  entre  chaque  paire  dintersections,  dnnc  eile  y possidera 
au  moins  un  seul  maximum  ou  minimum.  A un  tei  point  il  cot- 
respond,  comnie  on  le  sait,  une  racine  d’onlre  impaire  de  l’^qu. 
f(x)  = 0.  Mais  il  est  Evident  que  toutes  ces  racines  sont  sim- 
ples, ainsi  que  la  courbe  ne  peut  avoir  qu’un  seul  maximum  ou 
minimum  entre  deux  intersections  consecutives,  car  s’il  n’etait 
pas  ainsi,  l’dqu.  f'(x)  = 0 aurait  plus  de  n — 1 racines.  Doiic 
nous  avons  ce 

Tta^orime  I.  Si  toutes  les  racines  de  rdquation 
f(x)  = 0 sont  reelles  et  inegales,  les  racines  de  l’equ. 
f(x)  = 0 ie  sont  aussi  et  situees  chacune  entre  une 
paire  de  celles-lä. 

Voyons  maintenant  si  ce  theor^me  se  peut  intervertir.  Noue 
supposons  ä ce  but  que  toutes  les  n— 1 racines  de  l’dqu.  flx)  = 0 
sont  rdelles  et  inegales.  D’abord  il  est  evident  que  la  courbe 
y = f\^x)  — nous  l’appelons  „primitive“  — doit  avoir  n — 1 ma- 
xima  et  minima,  ainsi  qu’elle  ne  possede  aiicune  tangente  d'inflexioa 
parallele  ä Taxe  des  x.  On  voit  aussi  que  ses  maxima  et  minima 
alternent,  et  que  sa  forme  ne  se  change  point,  quelle  con- 
Staate  qu’on  ajoute  au  second  merobre  de  son  equation,  pnis- 
qu’on  ne  fait  par-lä  que  transporter  Taxe  des  x parallölemeDt  ä 
lui-m£me. 

Entre  deux  racines  de  l’dqu.  f{x)  = 0 il  n’y  a qu’nne  seule 
racine  (simple)  de  f{x)  = 0.  Car  la  courbe  primitive  nionte  ou 
ddscend  contindment  entre  un  maximum  et  un  minimum;  donc 
eHe  n’y  peut  rencontrer  Taxe  des  x qu’une  seule  fois. 

Si  tous  les  maxima  de  la  courbe  primitive  sont  positil's,  et 
tous  les  minima  ndgatifs,  il  est  evident  que  ie  preraier  et  le  der- 
nier  de  ces  points  renferment  entre  eux  n — 2 intersections,  c.  ä d. 
n — 2 racines  simples  de  f{x)  = 0.  II  y snrviennent  deux  inter- 
sections extrdmes,  situdes  une  ä gauche,  l’autre  k droite  des  ma- 
xima et  des  minima.  Donc  toutes  les  n racines  de  l’dqu.  f(x)=0 
sont  rdelles  et  indgales. 

Si  un  seul  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  f(x)  eat  = 0, 
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Tabscisse  corr^spondante  est  dvidemment  nne  racine  double  de 
l’dqu.  f(x)  = 0. 

Supposons  maiutenant  qu’un  mininiuni  devient  positif.  Alora 
lea  deux  intersections  disparaissent  qui  auraient  leurs  placea 
entre  ce  niinimuin  et  les  deux  maxima  voisins.  II  ne  peut  sur- 
veoir  d’intersections  d’autre  part;  par  suite  deux  racines  de  l’dqu. 
f(x)  = 0 devienneiit  imaginaires. 

Pour  un  autre  uiinirouni  positif  oii  peut  rdpdter  cette  conclu- 
»ion;  de  mdnie  pour  cbaque  maximum  negatif. 

De  ces  rdsultats  nous  faisons  un  abrdgd  dans  le 

Theoreme  II,  Si  toutes  les  racines  de  l’equation 
f{x)—0  sont  reelles  et  inegales,  les  racines  de  l’dqu. 
f(x)  = 0 ne  le  sont  pas  aussi,  ä moins  que  (ous  les  mi- 
nima de  ia  fonction  f(x)  ne  soient  negatifs,  et  tous  les 
maxima  positifs.  Pour  cbaque  maximum  ou  iiiinimum 
= 0deux  racines  de  f(x)  =0  dev iennent  egales.  Pour 
chaqne  minimum  positif  ou  maximum  ndgatif  deux  ra> 
eines  devieniient  imaginaires. 

Nous  supposons  maintenant  qu’un  iiombre  n — 1)  des 

racines  de  l’eqij.  f'(x)  = 0 sont  imaginaires,  et  les  autres  reelles 
et  indgales.  Alors  Ia  courbe  possede  eii  tout  n — 2m — 1 maxima 
et  minima  et  — de  rodme  que  ci-dessus  — aucune  tangente  d’in- 
flexion  parallele  ä Taxe  des  x.  Entre  un  maximum  et  un  minimum 
eonsecutifs  eile  ne  peut  rencontrer  cet  axe  plus  d’une  fois;  donc 
l’equ. /"(x)  = 0 ne  peut  avoir  que  n— 2m  racines  rdelles.  Du 
Teste  les  conclusions  prdeddentes  se  peuvent  repdter,  et  l’on  ob- 
tient  facilement  le  theoreme  suivant,  dont  jle  prdeddent  n’est  en 
effet  qu’une  specialitd: 

Th^or^me  III.  Si  2m  racines  de  l’equ. /’'(a;)  = 0 so  nt 
imaginaires,  et  ies  autres  rdelles  et  inegales,  2m  ra- 
cines d e /'(:r)  = 0 sont  aussi  imaginaires.  Les  autres 
a — 2m  sont  reelles  et  inegales,  si  tous  les  maxima  de 
fix)  sont  positifs,  et  tous  les  minima  ndgatifs.  Pour 
cbaque  maximum  ou  minimum  =0  deux  racines  devi- 
ennent  dgales.  Pour  cbaque  minimum  positif  ou  maxi- 
muni ndgatif  deux  racines  devieniient  imaginaires. 

L’dqu.  fix)  = 0 ayant  une  racine  Ia  courbe  primitive 

aura  au  point  correspondant  un  contact  de  l’ordre  2m  avec  une 
droite  horizontale.  Si  cette  tangente  colncide  avec  Taxe  des  x, 

2&* 
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l’absGisse  da  point  est  dvidemment  une  racine  (2m  + l)P^i 
l'dqu.  f{x)  = 0;  s'ils  ne  coincident  pas,  2m  intersections  diapa- 
raissent. 


L’dqa.  ^(.t)=0  ayant  une  racine  (2m— 1)p^*  x=a,  la  courbe 
primitive  aura  au  point  corrdspondant  un  contact  de  i’ordre  (2m— 1) 
avec  une  droite  horizontale,  et  par  suite  un  roaximum  ou  un  mi- 
nimum.  Si  cette  tangente  coYncide  avec  Taxe  des  x,  l’abscisse 
du  point  est  evidemment  une  racine  2mP'*  de  l’dqu. /(a:)  = 0;  s’ils 
ne  coYncident  pas,  2(m — 1)  intersections  disparaissent,  si  f{a)  est 
un  maximum  positif  ou  un  minimum  ndgatif;  et  2m  intersections 
si  f{a)  est  un  minimum  positif  ou  an  maximum  ndgatif. 

Voici  un  abrdgd  de  cette  dernidre  rechercbel 

Theoreme  IT.  Une  racine  2m)>^  x = a Aa  l'dquation 
f{x)=-Q  diniinue  le  nombre  des  racines  rdelles  de  f{x) 
= 0 par  2m,  ä moins  que  f{a)  ne  soit  — 0;  alors  a est  une 
racine  (2m  + l)P**  de  l’dqu.  f{x)—Q. 

Th^orime  T.  Une  racine  (2m  — 1)P'*  :r  = o de  l’dqaa- 
tion  f'{x)  =0  diminue  le  nombre  des  racines  rdellea  de 
f{x)  = 0 par  2(m— 1),  si  f(a)  est  un  roaximum  positif  ouna 
minimum  negatif,  et  par  2m,  si  f{a)  est  un  minimum  po- 
sitif ou  un  maximum  ndgatif.  Si  f{a)  est  =0,  a est  une 
racine  de  l’dqu.  f{x)  = 0. 

Les  thdoremes  II — V se  peuvent  rdduire  dans  un  seul,  qui 
offre  pourtant  moins  d’intdrdt,  h cause  de  sa  complication. 


S-  2. 

Soit  donnde  l’dquation 

(1)  . . . . + c = 0.  (n>2m  + I). 

Sa  ddrivde  est 

ona;»-‘+....+6(2m-fl):r*“  = 0; 

eile  aura  2m  racines  = 0.  Donc,  en  vertu  du  Thdor.  IV,  l’dqo. 
(1)  aura  au  moins  2m  racines  imaginaires. 

Considdrons  maintenant  I’dquation 

(2)  aX"+,...+bx*”'-i-c  = 0.  (n  >2m). 

Sa  ddrivde  est 

an;z«-i-f.,...-j.2Ämar*"-*  =0; 
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eile  anra  2m — 1 racines  =0.  La  courbe 

(3)  y = aar"+ +6a:*“+c 

aura  un  maximuin  ou  an  miniraum  dans  ce  point,  selon  que  b est 
o^gatif  ou  positif.  Car  aura  ie  merae  signe  que  6 pour 

z = 0. 

Si  6 et  c ont  des  eignes  diffdrents,  la  courbe  (3)  aura  un 
maximuin  positif  ou  un  rainimum  ndgatif  pour  x — {i.  Donc,  en 
vertu  du  Theor.  V,  l’dqu.  (2)  aura  au  moins  2(m— 1)  racines  iraa- 
ginaires. 

Si  6 et  c soot  de  mdme  signe,  la  courbe  (3)  aura  un  maxi- 
mom  ndgatif  ou  un  miniraum  positif  pour  o:  = 0.  Oonc,  en  vertu 
da  Tbdor.  V,  l’dqu.  (2)  aura  au  moins  2m  racines  imaginaires. 

Soit  maintenant  donnde  l’dquation: 

(4) ...oa:"+....+6xP+ca:P-*^‘+....  = 0;  («>;»  >2m+I) 
aa  ddrivde  de  l’ordre  fp— 2m — l)  sera 

<m(n — p + 2m +2)a:»-P+*^^ +....  + 6p(p — l)....(2m +2)a:*"+‘ 
+ c(p — 2m — 1)1  = 0; 

«Ile  aura  an  moins  2m  racines  imaginaires.  Donc,  en  vertu  du 
Thdor.  III,  cela  sera  aussi  Ie  cas  de  l’dquation  (4). 

Nous  pouvons  par  suite  duoncer  ce 

Th^or^me  Tf.  Si  les  codfficients  de  2m  pnissan- 
ces  consdcutives  de  x,  dans  une  dqu.  /\x)=0,  sont  nuls, 
cette  dquation  aura  au  moins  2m  racines  imaginaires. 

Nous  considdrons  enfin  l’dquation 

(5) .  . 0;  (n>p>2m) 

aa  ddrivde  de  l’ordre  (p — 2m)  sera 

an(n— !)....(« — p-^-2m-^■l)x”—P+*”-^■..,,-^■bp(p — l)....(2m+l)a’*" 

+ c(p — 2m)!  = 0; 

eile  aura  au  moins  2m  ou  2(m — 1)  racines  imaginaires,  selon  que 
i et  c sont  de  mdme  signe  ou  non.  Donc,  en  vertu  du  Tbdor. 
III,  cela  sera  aussi  Ie  cas  de  l’dquation  (5). 

Nous  avons  donc  ce 
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Tbeorime  TU.  Si  les  co^fficients  de  2m— 1 puii* 
sances  conaecutives  de  x,  dana  une  equation /l(a:)  =0, 
aout  nula,  cette  dquatioD  aura  au  moina  2m  ou  2(m— I) 
racines  imaginairea,  aelon  que  lea  co^fficients  dee 
pniaaancea  de  x,  renfermant  la  lacune,  aont  de  mdnie 
aigne  ou  non. 

Lea  rdsultata  de  ce  paragraphe  ae  peuvent  auasi  obtenir  par 
application  de  la  r^gle  des  eignes  de  Uescartes.] 


%.  3. 

Nous  deaignons  dana  la  auite  l'dquation  primitive  par /i[a:)  = 0, 
aea  racines  rdäiles,  rangeea  par  rapport  ä leur  grandenr,  par 
>*ii  — • *’»>  leurs  limites  par  L et  U,  et  les  racines  rdelles  de 
l’dquation  ddrivee  par  p|,  q^...  qm- 

Peut-4tre  nos  thdoremes  se  pourront  eraployer  en  quelques 
cas  plus  facilement  que  celui  de  M.  Sturm  pour  trouver  le 
nombre  des  racines  rdelles  et  les  separer.  Pour  le  luontrer  il 
aera  convenable  de  traiter  lea  exemplea  de  l’emploi  de  ce  deruier  * 
thdor^me  qui  ae  trouvent  dana  le  Traitd  d’Alg^bre  de  M.  Bour- 
don. 

Ex.  1)  8a:*  — 6a: — 1=0. 

Les  racines  de  la  ddrivde  sont  Jb  i-  On  trouve 

maximum  /"( — J)  = 1, 
minimum  /i[-|-i)  = — 3. 

Donc  toutes  les  trois  racines  sont  reelles.  Voici  leurs  places! 

Ex.  2)  a:»— 6a:*+ar  -1=0. 

Lea  racines  de  la  ddrivde  sont  J et  2.  On  trouve 

max.  /■(!)  = il, 
min.  /][2)  = 3. 

Donc  il  n'y  a qu’une  seule  racine  rdelle. 

Ex.  3)  2a:*— 13a:*  + 10a:— 19  = 0. 

Nous  posons  ici  ~ st  obtenons 

19c*— 10r»+13c»— 2 = 0. 
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La  d^riv^e  ent 

38r»-15p*+13c  = 0. 

dont  nne  racine  est  =:  0,  et  les  denx  antres  imaginaires.  Donc 
l’äquation  proposde  ne  peut  avoir  que  deux  racines  rdelles.  Le 
dernier  terrae  dtant  ndgatif,  une  racine  est  positive,  l’autre  nega- 
tive. 

Ex.  4)  o:*  -36**  +72**— 37*  + 72  = 0. 

Nous  faisons  comrae  ci-dessus.  Alors  il  vient 

(1) ,  . . ./Kp)  = 7-2B»-37p*  + 72c»-36r*  + l =0. 

La  ddrivation  donne 

■ 90p*— 37p»  + 64p*-  18p  = 0.  * 

Cette  dqu.  est  satisfaite  par  p =:  0.  Les  autres  racines  appar- 
tiennent  k l’dquation 

(2)  90p»  - 37p*+64p  - 18  = 0. 

La  ddrivde  de  cette  derniere  dquation  a des  racines  imagi- 
naires. Donc  (2)  n’a  qu’une  seuie  racine  rdelle,  qui  est  dvidem- 
ment  sitade  entre  0 et  1. 

Maintenant  nous  savuns  que  (1)  a da  rooins  denx  racines  ima- 
ginaires. La  courbe  primitive  a 1**)  un  maxiroum  positif  pour  p = 0, 
par  Saite  une  racine  ndgative;  2**)  un  minimum  pour  une  valeur 
de  p,  situde  entre  0 et  1.  Ce  minimum  est-il  positif  ou  ndgatif? 

On  peut  rdsoudre  (2)  approximativement,  mais  il  vaut  roieux 
de  t&tonner  ainsi: 

AO)  = 1.  m = 72.  m = \l.  ni)  ndgatif. 

/ 

Voici  donc  les  places  des  racines  de  (1); 

Quant  k l'emploi  de  notre  mdtbode,  on  fera  bien,  si  la  deri- 
vde  ne  possdde  aucnne  racine  coramensurable,  de  faire  d’abord 
disparaitre  le  second  terme  et  puis  exaroiner  l’dquation  inverse. 

§.  4. 

Nous  nous  proposons  maintenant  le  probldrae  suivaut: 

Trouver  la  qualitd  et  les  places  des  racines  de 
'equation: 
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5x»  + 12:r»—  15a:*— + Ä = 0 
pour  les  valeurs  diverses  de  k. 

L'dquation  ddrivde 

X*  -\-2x* — 2x* — 3ar*  + 2;t  = 0 


a les  racines  (*) 


Ql’  e*» 

■ c5  • 


Ps>  Qs> 
V6— 1 


0. 


2 


Qt> 

1. 


et  Ton  obtient  par  Substitution : 
min.  f(—2)  = A + 56, 

raax.  ~2 — ) = 2 “ Ä+59,4508....  = k-^-A, 

min.  f{0)  = k, 

’ ,.63  - 25v5 

niax.  /f — 2 — ) = Ä + 2 «+3,5491 = «+ö, 

min.  /tl)  = A+2. 

Le  premier  minimum  etant  plus  grand  que  le  second  maxi- 
mum,  toutes  ies  6 racines  ne  peuvent  jamais  dtre  rdelles.  La 
discassion  est  contenue  dans  ie  tableau  suivant. 


Valeurs  de  k. 

40 

» % . 
*-  .s  • 

c - £ 

Places  des  racines  rdelles. 

k<,~A 

|2 

/L<r,<-2  Rr«</ 

k=-A 

l4(2)(*) 

jC'<ri<— 2<ra=pa=rg<0  l<r8<l 

— ^<A<— 56 

4 

i<<ri<— 2<ra<p*<rs<0  l<rs<i 

A=— 56 

4(2) 

»•i=-2=r,<p4<rj<0  l<r#<l 

— 56Ä<— .^2 

«*<»•»  <0 

k=-B 

4(2) 

Ca<rs  <0<r4=p*=r5<l  <r«<l 

-Ä<A<— 2 

4 

ea<»’s<0<»‘4<e4<»'6<l<»’6<^ 

Ä=-2 

4(2) 

9a<»‘8<0<»-4<94<*'6=l=>’6 

— 2<*<0 

2 

Q2<rs<0<U<Q4 

i = 0 
0<A 

2(2) 

0 

r,=0=r4 

(1)  Afin  d’eviter  de  complicatinn  inutile,  noua  avons  choiai  on 
ezemple  oü  la  pliipart  dea  racines  de  la  derivee  sont  Gommenaorablet. 
Le  calcul  se  fera  toujours  de  la  mime  manidre. 

(2)  Cette  ddsignatioD  a'eatead  facilemeut  d’eUe-mdme. 
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5.  5. 

Nous  allons  maintenant  ezaroiner  l’«<qaatioD  generale  du  troi- 
«iime  degre: 

■f{x)  = x*+ax*+6x+c  = 0. 

La  ddrivee  est 

3a:*+2aa:  + 6 = 0, 

|(t  ses  racines 

} = -i«±  y = -i«±  Ä. 

Nous  distinguons  trois  cas: 

I.  o*>36,  c.  ad.  et  rdelles. 

On  a 

27.maximum  f{(h)  = 2o*— 9a6+27c  + 6ß(a*— 36), 
27.minimam  /7e*)  = 2a* — 9o6+27c— 6Ä(o*  — 36). 

Le  tableau  suivant  s’entend  facilement 


Conditions. 


Nombre  des 
racines  reelles. 


Places  des  racines  reelles. 


,1)  /•{?.) >0.  /•((?.)<« 
Aei)=0.  AeaXO 
f(Ql)>0.  f(Q^)=0 

3)  Aei)>0.  f(Q^)>o 
Ae.X0,  fio^xo 


3 

3(2) 

ff 

1 


n <9i  <rt<QXr» 
ri=9i=r»<9Xr» 

n <ei<»-,=p,=r, 

9t<ft 


II.  a*  = 36,  c,  a d.  = ^2  = — io. 
On  a maintenant  27/(pi)  = 27c— a®. 

1) /(e,)=0,  o»  = 27c  3(3) 

2)  A?i)>0,  a»<27c  1 

^3)rtp,K0,  a»>27c,  1 

III.  a*<36,  Ql  et  ^ imaginaires. 

')  III 


Ti  — Ta  — rj  — ^ 


Dans  le  cas  tr^s  commun~oü  les  quantitds^o,  .6,  c^sont  des 
nombres  rationnels  (positifs  on  negatifs),  mais  le  radical  R est 
xicoromensurable,  il  est  ävident  que  f^Qi)  ou  /((,)  ne  peut  dtre 
~0,  ä nioins  que 
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2a* — 9o6-f27c  et  a* — 36  I 

ne  soient  =0  säparäment.  Le  dernier  est  contraire  k la  posi> 
tion  I;  donc  les  denx  cas,  designda  ci-desaus  par  un  astdriaqne, 
disparaiasent,  et  Ton  voit  que  ^ 

Une  dqoation  du  troiai6me  degrd  k codfficients 
commenaurables  ne  peut  ayoir  de  racinea  dgalea,  si 
learacineade  l’dquation  ddriveeaont  incommeD8arabie8.| 

S’il  ne  s’agit  que  de  tronver  ie  nombre  dea  racinea  rdelles, 
le  tableau  prdcddent  ae  peut  beaucoup  abrdger.  En  effet  oD| 
trouve,  eo  ddaignant  par  J le  produit  /l[pi)>/(Pt)>  ä.  d. 

(2a»-9o6 + 27c)»— 4(a*-36)»: 

I 

I.  a*>36. 

Nombre  dea  r.  r. 

1) ^#<0 3 

2)  z/  =0 3(2) 

3)  -d>0 1 

II.  a*  = 36. 

1)  ^#  = 0 3(3) 

2)  .rf  > 0 I 

III.  a*<36. 

1) 1- 

Dana  lea  Traitda  d’Algebre  on  rdduit  ordinairement  l’eqaation 
du  3”>*  degrd  a la  forme  plua  aimple: 

x*-t-pa;-hq  = 0, 

et  l’oo  trouve  pour  le  „caaua  irreductibilis“ 

279*+V<0, 

i 

ce  qui  a’accorde  avec  le  prdcddent. 

§.  6. 

L’dqnation  du  degrd  ae  peut  traiter  absolument  de  b 
mdme  manidre,  maia  le  ealcul  n'offrant  d'autre  difficultd  que  si 
complicatioo,  noua  le  laiaaona  au  lecteur. 

Noua  finiasona  par  un  tableau  aur  l’dquation  gdndrale  du  5”' 
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>rä.  Pour  le  r^dnire  aa  moindre  espace  possible,  noua  däsig- 
)8  ses  racines  rdelles,  raogdes  par  rapport  4 la  grandeur,  par 

flj  bf  Cs  df  c ) 

Ie8  de  la  ddriväe  par 

«t  ß,  y.  d; 

Boccession  des  racines  par  des  virgales,  et  les  quantitds 

A“).  f(ß).  m,  m 

(I).  (2).  (3),  (4) 

pectivement. 


Les  racines  de  la  ddrivde  reelles  et  indgales  [(1)>(2)<(3)>(4)]. 


Conditions. 

Nombre  des 
racines  reelles. 

Places  des  racines  reelles. 

(I)(3)>0,  (2)(4)<0 

5 

Oj  «.  b,  ß,  c,  y,  d,  S,  e 

1)=0.(3)>0.(2)(4)<0 

5(2) 

a=a=b,  ß,  c,  y,  d,  S.  e 

i)=0.(I)(3)>0.(4)<0 

a,  «,  b=ß=c,  y,  d,  8,  e 

l)=0.(l)>0,(2)(4)<0 

•’ 

a,  «.  b,  ß,  c=yz=d,  8,  e 

l)=0.(l)(3)>0,(2)<0 

99 

a.  «,  b,  ß,  c,  y,  d=8=e 

1)=(3)=0,  (2)(4)<0 

5(2,  2) 

a=tt=b,  ß,  c=sy=d,  8,  e 

=(4)=0,(2)<0.(3)>0 

99 

az=.a=b,  ß,  c,  y,  d=8=e 

^={4)=0,  (1)(3)>0 

99 

a,  a,  b=ß=c,  y,  d=^8=e 

(1)(2)(4)<0.  (3)>0 

3 

ß,  c,  y,  d,  8,  e 

(1)(2)(3)>0,  (4)<0 

99 

a,  a y,  d,  8,  e 

(])>0,  (2)(3)(4)<0 

99 

a,  a,  b,  ß,  8,  e 

(1)(3)(4)>0.  (2)<0 

99 

o.  «>  b,  ß,  c,  y 

(1)=0,  (2)(3)(4K0 

3(2) 

a=ctz=b  8,  e 

1)=0,(2)<0.(3)(4 

** 

a=a=b,  ß,  c,  y 

(2)=0,  (1)(3)(4)>0 

99 

a,  u,  b=ß=zc 

(3)=0.  (I)(2)(4)<0 

99 

c=y=d,  8,  e 

4)=0,(I)(2)<0,(3)>0 

99 

ß.  c,  y,  d=8=e 

(4)=0,  (1)(2)(3)>0 

99 

a,  «,  d=S=e 

(>)(2)(3)(4)>0 

1 

a,  a. 

(1)(2K0,  (3)(4)>0 

»9 

ß>  c,  y, 

0)(2)(3)(4)<0 

99 

8,  e 
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II.  Ueux  racines  de  la  derivde  ou  plusieurs  dgales;  les  autresr^ell« 
A)u=:ß.  [(I)<(3)>(4)]. 


Conditions.  I 

^inmbre  des 
racines  reelles. 

Places  des  racines  rdellei 

1)  (1)=0,  (3)>0,  (4)<0 

5(3) 

a=ce=b=ß=c,  y,  d,  6,  < 

2)  (1)=(4)  = 0,  (3)>0 

5(3,  2) 

o=o( — 6 — ß — c,  y,  d=5=i 

3)  (1)=0,  (3)(4)>0 

3(3) 

a=tt=b=ß=c 

4)  (1)(3)>0,  (4)<0 

3 

a,  tt,  y,  d,  ö,  ( 

(1)(4)<0,  (3)>0 

9» 

ß,  c,  y,  d,  d,  ( 

5)  (1)(3)>0,  (4)  = 0 

3(2) 

a,  a,  d=d=i 

(I)<0,(3)>0.(4)=0 

»9 

ß,  c,  y,  d=ä=< 

(1)(4)<0,  (3)  = 0 

99 

c=Y=d,  6,  ( 

6)  (1)(3)(4)>0 

1 

a,  a 

(1)<0,  (3)(4)>0 

ß>  c,  y 

(1)(3)(4)<0 

99 

i.  ■ 

B)ß  = y-  [(1)>(2)>(4)]. 

1)  (1)>0,  (2)=0,  (4)<0 

5(3) 

a,  a,  b = ß=c=Y=d,  i,  i 

2)  (1)>0,  (2)(4)<0 

3 

a,  u,  b,  ß,  i. 

(1)(2)>0,  {4)<0 

99 

a,  a,  y,  d,  i, 

3)  (I)=0,  (2)(4)<0 

3(2) 

a=ar=b  S, 

(l)(2)>0,  (4)=0 

99 

a,  €t  d=i= 

4)  (1)(2)(4)>0 

l 

a,  a 

(1)(2)(4)<0 

9t 

s. 

Oy  = d.  [(1)M2K(3)], 

I)  (I)>0,  (2)<0.  (3)=0 

5(3) 

tt,  a,  b,  ß,  c=y=d=S= 

2)  (1)=(3)=0.  (2)<0 

5(3.2) 

tt=€C=b,  ß,  c=y=d=d=c 

3)  (1)(2)<0,  (3)=0 

3(3) 

c=y=d=d= 

4)  (l)(3)>0.  (2)<0 

3 

a,  «,  b,  ß,  c,  y 

(1)>0.  (2)(3)<0 

99 

a,  «,  b,  ß,  d, 

5)  (I)=0,  (2)(3)<0 

3(2) 

a=tc=b  i, 

(1)=0,(2«0.(3)>0 

9t 

a=a=b,  ß,  c.  y 

(1)(3)>0,  (2)=0 

99 

a,  a,  b=ß=c 

6)  (1)(2)(3)>0 

1 

tt,  tt 

(1)(2)<0,  (3)>0 

99 

ß,  c.  y 

(1)(2)(3)<0 

99 

d,  < 
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D)a  = ß,r=S.  [(1)<(3)]. 


Condition«.  1 

^ombre  des 
racines  rdelles. 

Places  des  racines  rdelles. 

1)  (1)=0,  (3)>0 

3(3) 

a=tt=b=ß=c 

(1)<0,  (3)=0 

»> 

c=y=i2=d=e 

»(1)(3)>0 

1 

a,  a 

(IKO,  (3)>0 

9» 

ß>  c,  Y 

■ (1)(3)<0 

ff 

i,  c 

f E) 

<t  = ß=y.  [(1)>(4)]. 

l)(l)=0,  (4)<0 

6(4) 

a=a—b—ß=^c=Y=d,  d,  e 

*(0>ü,  (4)<0 

3 

a,  a d,  S,  e 

J5(l)>0,  (4)=0 

3(2) 

a,  a <2=d=e 

|‘)(l)(4)>0 

1 

a,  a 

1 (1)(4)<0 

ft 

ö,  e 

I'  F)ß  = Y = i.  [(1)>(2)]. 

1)  (I)>0,  (2)=0 

5(4) 

a,  a d=jS=c=y=d=d=e 

J)(1)>0.  (2)<0 

3 

a,  a,  b S,  e 

*(1)=:0,  (2)<0 

3(2) 

a=a=b  S,  e 

o 

A 

1 

a,  a 

(l)(2)<0 

> 

ft 

G)  a = ß = Y 

S,  e 

= ö. 

1)  (1)=0 

1 5(5) 

a=a=b=ß=c=Y=d=6=e 

*)(1)>0 

1 

o,  a 

dxo 

1 ft 

S,  e 

Dl.  Ueux  racines 

de  la  ddrivde  ou  plusieurs  imaginaires. 

) A)  tt,  ß rcSelies  et  indgalea  [(I)>(2)]. 

*)a)>0.  (2)<0 

3 

a.  tt,  b,  ß,  c 

l)(l)=0,  (2)<0 

3(2) 

a—«=b,  ß,  c 

(l)>0,  (2)=0 

tt 

a,  a,  b—ß=sc 

*)(1)(2)>0 

1 

a,  a 

(1)(2K0 

tt 

B)a==ß. 

ß.  C 

1)  (1)=0 

3(3) 

a=tt=b=ß=c 

ä)  (1)>0 

I 1 

a,  a 

dKO 

1 

1 ß’  c 

C)  Toates  les  racines  de  la  ddrivde  imaginaires. 

1 1 1 
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Hall  ly:  L'Espagne  seienttflgue. 


XXIX. 

L’Espagne  scientifique. 

Par 

Monsieur  Edouard  Mailly*). 


Vorwort  des  Herausgebers. 

Leider  ist  uns  in  Deutschland  über  den  Zustand  der  exactei 
Wissenschaften  in  Spanien  nur  ungemein  wenig  bekannt,  wes' 
halb  es  mir  zweckmässig  schien,  eine  mir  dargebotene  Gelegen 
heit,  den  Lesern  des  Archivs  einige  sehr  werthvolle  Notizen  da- 
rüber raittheiien  zu  können,  mit  besonderem  Dank  zu  benutzen. 
In  dem  neuesten  Jahrgange  des  trefflichen  „Annuaire  de  I'Ob 
servatoire  Royal  de  Bruxelles.  1868.  35*  Annde“,  durrh 
dessen  Herausgabe  sich  Herr  A.  Quetelet  neben  seinen  übrigen 
grossen  Verdiensten  alljährlich  noch  ein  besonderes  sehr  danken.«- 
werthes  Verdienst  erwirbt,  findet  sich  nämlich  p.  245  — p.  295, 
der  schöne  Aufsatz  unter  obigem  Titel  von  Herrn  Ed. -Mailly. 
welcher  den  Zustand  der  Wissenschaften  in  Spanien  aus  eigener 
Anschauung  genau  kennt.  Da  mir  nun  sowohl  Herr  A.  Quetelet 
als  Herausgeber  des  „Annuaire“,  als  auch  durch  Dessen  gü- 
tige Vermittelung  Herr  Ed.  Mailly  als  Verfasser  des  Aufsatzes, 
zu  meiner  Freude  die  Erlaubniss  ertheilt  haben,  diesen  schönen 
Aufsatz  im  „Archiv“  abdrucken  lassen  zu  dürfen:  so  habe  icb 
von  dieser  Erlaubniss  mit  grösstem  Danke  Gebrauch  gemackt 
und  theileden  Aufsatz  in  seinem,  dieUeberschrift:  „La  scienceet 
Espagn  e“  führenden  ersten  Theile  im  Folgenden  den  Lesern  mit  — 
Zu  bemerken  erlaube  ich  mir  noch,  dass  dem  hier  mitgetheiitea 
ersten  Theile  indem  „Annuaire  p.296  — p.34I.“  ein  zweiter  TheÜ 
von  demselben  Herrn  Verfasser  folgt,  unter  dem  Titel:  „Lei 
Universitds  de  l’Espagne“,  welcher  gleichfalls  sehr  groastf 
Interesse  darbietet.  Da  dieser  Aufsatz  aber  den  wissenschaftlichai 
Unterricht  inSpanien  überhaupt  betrifft,  so  würde  derselbe  wenigtt^ 
im  „Archiv“,  als  vielmehr  in  einer  das  Unterrichtswesen  in 

*)  Aide  i l'ObHcrvatoire  Roj'al  de  Hriixelit-a. 
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Allgemeinen  betreffenden  Zeitschrift  sweckmässig  eine  Stelle  finden, 
und  dürfte  gewiss  den  Herausgebern  solcher  Zeitschriften  sehr 
zu  empfehlen  sein.  Jedoch  habe  ich  dem  hier  vollstSndig  abge- 
druckten Aufsätze  noch  zwei  spätere,  den  Zwecken  des  Archivs 
nicht  fremde  Mittheilungen  beigefSgt,  nämlich:  „XXX.  La  carte 
gdoddsique  de  l'Espagne"  und  „XXXI.  Le  cadastre.  — 
Les  travaux  gdologiques,  forestiers  et  hydrographi- 
ques.  — Les  travaux  mdtdoro  logiques"  — die  man  weiter 
unten  am  Schluss  finden  wird.  G. 

L’Espagne  contemporaine  n’est  guere  connue  que  par  ses 
eonvulsions  politiques.  On  ignore  qu’au  milieu  des  erabarras  et 
des  difficiiltds  d’une  dpoque  de  transition,  de  grands  efforts  ont 
ete  faits  pour  amdliorer  l'dtat  de  ce  noble  pays:  si  le  succds  ne 
les  a pas  toujours  couronnds,  la  faute  en  est  siirtout  ä l’instabi* 
lite  du  gouvernement. 

Je  vais  entreprendre  d’exposer  ee  qui  a dtd  essaye  pour  ra- 
timer  et  ddvelopper  le  goüt  et  la  culture  des  Sciences;  pour  rd- 
fornier  l’enseignement  supdrieur,  et  pour  arriver  ä une  connaissance 
plus  compidte  du  territoire,  de  sa  pnpulation  et  de  ses  ressources. 

k Remontant  plus  haut,  j’esquisserai  ä grands  traits  l’histoire 
des  Sciences  physiques  et  mathdraatiques,  et  celle  des  universitds,*) 
jadis  si  florissantes.  Le  tableau  que  je  tracerai  offrira,  je  pense, 
un  certain  intdret,  et  nion  travail,  ä ddfaut  d’autres  qualitds,  aura 
du  moins  le  mdritd  de  traiter  d’objets  nouveaux  pour  la  plupart 
de  mes  lecteurs:  j’en  ai  puisd  les  dldments  chez  les  Espagnols 
ndnies  et  dans  les  bibliothdques  de  Paris  et  de  Bruxelles. 


La  Science  eu  Espagiie. 

/.  Vipoffuc  des  Arabes. 

Quand  on  dtudie  l’bistoire  des  Sciences  en  Espagne,  la  pre 
miere  epoque  qui  se  prdsente  est  celle  des  Arabes.  La  fondation 
du  califat  d'Occident  ouvre  une  dre  de  splendeur  pour  le  midi  de 
la  Pdninsule:  Cordoue  devient  un  centre  de  lumidres  et  rivalise 
en  magnificeoce  avec  Bagdad.  Les  Arabes  cultivaieut  les  matbd- 
■natiques,  la  gdographie,  l’astronomie,  la  mddecine.  lls  avaient 
traduit  les  ouvrages  d’Aristote  et  de  Ptoldmde;  c’est  ä eux  que 
l’Europe  est  redevable  de  l’arithmdtique  et  de  l’algdbre,  originaires 
de  l’Inde.  Parroi  les  astronomes  qu’ils  fouroirent  ä l’Espagne 

*)  S.  oben.  G. 
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noD8  citerons  Abalcac'im  Aboa^am  et  Abnyzac  Azarqniel:  tous 
denz  appartiennent  ä l’dcole  de  Tolede,  Azarqaiel  est  posterieui 
an  ddmembreinent  du  califat  de  Cordoue  et  s’attacba  succesaWe- 
ment  aux  rois  Almemun  de  Tolede  et  Almuk-Tamid-Aben-A-Bed 
de  Sdville;  c’est  pour  eux  qu’il  dcrivit  ses  livres  sur  les  inatru* 
ments  astroDomiques,  intitulds:  V Almemonia,  en  l’bonnenr  du  pre- 
mier,  et  V Alhabedia,  destind  k illustrer  et  ä glorifier  le  nom  da 
second,  aupres  duquel  il  avait  trouvd  asile  et  protection,  k la 
mort  du  roi  de  Toldde. 

Azarquiel  Tut  le  premier  qui  imagina  de  constrnire  des  instni- 
ments  universels  pour  observer  les  astres  et  les  planstes.  L’ou- 
vrage  qu’il  composa  a Sdville,  en  1081,  donnait  la  description  d’uo 
astrolabe  univertel  pour  les  orbites  des  sept  planktes,  avec  des 
alidades  et  pinules  pouvant  servir  k observer  le  cours  et  les  mou- 
vements  de  ces  astres. 

Azarquiel  ddcrivit  l’ellipticitd  de  l’orbite  de  Mercnre.  11  essaya 
de  representer  graphiquement  certains  registres  nurodriqoes  et 
dpbdmerides  de  savants  qui  florissaient  avant  le  onzieme  siecle, 
et  il  dtait  rdsultd  de  ces  travaux  une  orbite  de  Mercure  ovale  et 
ä peu  pres  elliptique:  Si  Ton  adroet  cette  fignre,  dcrivait-il,  on 
anra  plus  de  facilitd  que  de  toute  autre  manidre  ä ddterrainer  le 
lieu  de  la  plandte. 

Le  livre  de  Abulcacim  Abnacani  avait  dtd  composd  par  cet 
astronome  vers  l’an  1026. 

II.  L'epotfue  d^Alphonse  X. 

Lorsque  la  domination  arabe  eut  dte  vaincue  par  les  armes 
de  saint  Ferdinand,  et  qu’Alphonse  X fut  monte  sur  le  trdne 
de  Castille,  l’ecole  de  Tolede  acquit  un  nourel  dclat,  et  s’dleva  ä 
une  bauteur  qui  n’a  pas  ete  ddpassde:  l’dpoque  d’Alphonse  X 
est  restde  cdl^bre  dans  l’bistoire.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous 
ne  parierons  ni  de  l’ecrivain  qui  enricbit  et  perfectionna  la  langue 
nationale,  ni  du  Idgislateur  qui  dicta  un  code  immortel;  il  ne  sera 
question  que  de  l’aslronome  et  du  pronioteur  en  Europe  des 
Sciences  pbysiques  et  mathdmatiques. 

Alphonse  avait  dtudid  les  matbdniatiques  et  l’astronomie  des 
son  enfance,  et  y avait  fait  des  progr^s  reniarquables.  Quaod  il 
ent  termind  son  dducation  scientilique,  il  commen^^a  ä s’occuper 
des  deux  grands  ouvrages  qui  ont  illustre  sa  vie,  les  Tables  al- 
phonsines  et  le  Code  du  savoir  astronomique.  S’il  n'en  fut  pas 
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autear  excluttif,  il  eut  la  gloire  d’en  avoir  con^u  l’idee,  et  d’en 
iroir  dirigd  rexeciition.  ii  reunit  ä Tolede  un  grand  norobre  de 
'eometres  et  d’a^tronomes  de  diffdrent«  pays,  arabes,  juifs,  et 
rhretiens,  les  traita  avec  distinctioii,  et  reconipentia  largement 
leurs  trauvaux. 

Le»  Tables  alphomines  furent  calculee»  dan»  l’intervalle  de 
1258  ä ]'26'2;  eile»  obtinrent  an  grand  »ucces  et  furent,  pendant 
longtemps,  le»  senle»  dont  on  fit  u»age  en  Europe  (^).  Ce»  tables 
uitrononiique»  avaient  pour  but  de  perniettre  aux  astrononie», 
par  la  coniparaison  des  lieux  calcules  des  planetes  avec  les  po- 
sitions  observees,  de  rectlGer  et  de  perfectionner  les  theories  an- 
deones. 

Le  Code  du  savoir  astronomique  n’est  pas  une  traduction 
ou  un  arrangenient  de  l’Almageste,  comine  Tont  cru  certains  au- 
teurs;  il  peut  aiiisi  nous  faire  connaitre  l’etat  de  rastronnmie  au 
treizienie  siede,  et  nous  apprendre  dans  quelle  mesure  la  Science 
arait  progressd  ou  recule  depuis  t'dpoque  de  Ptoldmde. 

Le  Code  entier  coinprend  quatre  parties  principales;  la  pre- 
niiere  se  composc  de  quatre  livres  siir  les  constellations;  la  se* 
conde  se  rapporte  ä l’astronomie  pratique  et  ä l’observation  par 
le  moyen  des  globes  cdlestes,  des  armilles  et  des  astrolabes  spbd- 
riques  et  plans;  la  troisieme  traite  des  orhites  des  planetes,  et 
la  quatrienie,  des  nioyens  de  inesurer  le  feinps.  II  y a en  tout 
aeize  livres,  dont  quatorze  sont  l’oeuvre  de  inathematiciens  ou  de 
physiciens  dont  Alphonse  donne  les  noms:  les  denx  autres  peu- 
veiit  etre  attribuds  au  roi  lui-nidnie,  au  raoins  pour  ce  qui  con* 
eerne  le  plan  et  les  iddes. 

La  partie  qui  traite  des  dtoiles  parait  avoir  dtd  faite  d’apres 
l’Almageste.  Les  astronomes  d‘Alphonse  se  sont  bornds  ä cal- 
rnler  les  positions  pour  la  latitude  et  le  meridien  de  Tolede,  en 
ajoutant  toqtefois  aux  dtoiles  de  Ptoldmde  quarante-deux  dtoiles 
nouretles  parmi  lesquelles  on  coniptait  cinq  ndbuleiises. 

Pour  Composer  les  deux  parties  siiivaiites,  Alphonse  Gt  tra- 
duire,  outre  les  ouvrages  des  astronomes  arabes  Abulca^ini  Ab- 

(1)  Elles  furent  iinpriiii^es  pniir  la  |ireinidre  fois,  en  latin,  en  1483. 
De  nourelles  ^diiions  italienncs  parnrent  en  1487,  1488,  1492,  1517  et 
l'^24.  Les  edilioiis  ile  1545  et  1553  furent  surveilldes  par  Pascal  Hamei, 
frnfesseur  au  cullc^e  rnyal  de  France;  le  titre  est:  ßiPi  .UpAonsi,  Ro- 
manoTum  et  fUspaninrnm  regts,  nstronomicae  Tahttlae,  in  proprium 
tntegritaCem  reslilutae. 
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na^am  et  Abiiyzac  Azarquiel,  dont  nous  avons  parle  prdcedem- 
ment,  ceux  de  Hali  Aben  Ragel  et  d’Abolays.  La  quatrieme 
partie  fournit  la  preuve  que  les  astronomes  espagnols  du  treizieme 
siede  surent  apprecier  la  grande  importance  de  la  mesure  du 
temps.  On  y traite  exclusivement  de  la  coiistruction  des  horloges, 
les  unes  solaires,  conuues  deja  dans  l antiquite  la  plus  reculde, 
les  autres  hydrauliques,  d’une  dpoque  plus  rdcente,  et  enfin  des 
mecanismes  compnses  de  roues,  de  poulies,  de  cordes,  de  poi  s, 
de  moteurs,  de  cloches  et  de  cadrans,  pour  signaler  les  heures: 
c'est  la  premiere  tentative  pour  arriver  aux  horloges  modernes. 

Le  Code  du  savoir  astronomique  forme  un  vrai  corps  de  do 
ctriiie:  les  contemporaiiis  pouvaient  y apprendre  ä connaitre  les 
Instruments  et  la  pratique  de  la  science  des  astres,  et,  comnie 
nous  l’avons  dejä  dit,  il  devait  permettre  ä la  posterite  de  se  fmre 
une  idee  de  l’etat  d’avancement  oü  etaient  arrivds  dans  la  Ca- 
stille du  treizieme  si^cle  les  matheniatiques  et  les  arts  auxiliaires. 

II  a ete  publid  pour  la  premiere  fois  par  ordre  de  la  reine 
d’Espagne  Isabelle  II,  et  sur  la  recommaiidation  de  l’Acadeniie 
des  Sciences  de  Madrid,  qui  a voulu  clever  ainsi  un  monument 
impdrissable  ä la  mdmoire  d’Alphonse  et  de  1 antique  Academie 
de  Tolede  (*). 

Alphonse  X fut  moins  heureux  comme  souverain  que  comme 
astronome,  mais  les  malheurs  qui  vinrent  l’assaillir  dans  les  der- 
nieres  annees  de  son  regne  ne  doivent  pas  etre  attribues  a son 
goüt  pour  les  Sciences;  ils  eurent  deux  causes  politiques:  il  jugea 
inopportune,  sinon  impossible,  pour  le  temps  oü  il  viv^ait,  la  reu- 
nion  des  differents  ^tats  de  la  Pdninsule  en  un  seul  Etat  fort  et 
puis.sant.  — 11  decrdta  l’alteration  des  monnaies,  moyen  condara 
nable  dans  tous  les  temps  sans  doute,  mais  qui  lui  fut  suggere 
par  l’exemple  de  plusieurs  de  ses  prddecesseurs.  Ces  fautes 
firent  eclater  la  guerre  civile  contre  Alphonse,  apres  un  regne 
heureux  de  trente  ans. 

Alphonse  mourut,  en  1284,  ä Seville  oü  il  s dtait  refugie, 
Don  Sancho,  qui  l’avait  detrönd,  avait  plus  de  goüt  pour  le  ma- 
nieraent  des  armes  que  pour  les  iddes  scientifiques  de  son  illustre 


(1)  Lidros  det  saber  de  Astronomia  del  Key  D.  Aironso  X de  Co- 
stilla,  copilados,  anolados  y comentados  por  Don  Manuel  Rico  y Si- 
nobas,  t.  1 etil,  1863;  t.  III,  186i;  t.  IV,  1866;  infolio.  Un  cinqiiienie 
vuliinie  conticnilr.1  les  comiiicntaire«  de  rcditciir.  M.  Rico  y Sinobas 
est  iiiembrc  de  l’Acndeinie  des  Sciences  de  Madrid,  et  professeur  a l’nni- 
versitc  de  la  nidiiie  ville. 


DigiÜzed  by  Googic 


.Vailly:  L'Espagne  scientifUjue. 


381 


pere,  et  l’^clat  innni  dont  avait  brüte  l'astrononiie  cii  Espagne  pen- 
dant  pres  d’un  tiers  de  siecie  s’evanouit  conipletenient. 

III.  L’epoque  d’Isabelle  la  Calholique. 

Tandis  que  l’ecole  de  Tolede,  d’abord  sou«  la  domination 
arabe,  ensuite  sous  le  regne  d’Alphonse  X faisait  faire  des  pro- 
gres  marques  ä la  Science  astrononiique,  les  croisades  donnaient 
un  grand  dcveloppemont  ä la  navigation,  et  l’Espagne  preludait 
par  les  travaux  du  celebre  Kamen  Lull  aux  grandes  decouvertes 
qui,  deux  si^eles  plus  tard,  devaient  illustrer  repoqiie  d’Isabelle 
la  Catholique.  Oii  trouve  dans  divers  ecrits  de  Lull  des  regles 
pour  determiner  l’lieure  en  mer  au  raoyen  de  l’astrolabe,  et  on  y 
enseigne  les  niethodes  graphi(|ues  pour  marqiier  les  routes.  Des 
ce  temps,  en  effet,  l’usage  de  la  boussole  etait  de  venu  general 
parnii  les  marins,  ce  que  l’oit  savait  dejä  par  une  lei  du  code 
d’Alphonse. 

En  1374,  les  Catalans  fornient  un  atlas  prdcieux  conserve 
jusqu’ä  DOS  jnurs,  et,  utilisant  les  vnyages  plus  recents  faits  aux 
cdtes  de  TAfrique,  Mecia  de  Viladestes,  eii  1413,  et  peu  apres, 
Gabriel  de  Valseca,  conipatriotc  de  Lull,  dressent  Icurs  grandes 
carte.s  geographico-niaritinies. 

Trois  faits  capitaux  niarquent  la  seconde  moitid  du  quinzieme 
siecie:  la  rdunion  des  royaunics  de  Castille  et  d’Aragon,  d’oii 
allait  sortir  l’uiiite  de  l’Espagne;  la  conquete  de  Greiiade  qui  mit 
lin  ä la  domination  des  Maures,  et  la  decouverte  de  l’Amerique 
par  Christophe  Colomb. 

Nous  n’avons  pas  ä coiisiderer  ces  evenemcnts  sous  le  rap- 
port  politique;  ils  allaient  diever  la  roonarchie  espagiiole  au  plus 
haut  degre  de  puissance,  mais  il  portaient  aussi  en  eux  les  ger- 
mes  de  sa  decadence.  La  domination  des  Arabes  avait  etd  pour 
la  Peninsule  une  source  de  bienfaits;  partout  ils  ont  laisse  des 
traces  imperissables  de  leur  passage.  L’esprit  religieux  qui  poussa 
a leur  expulsion  priva  l’Espagne  d’une  population  intelligente, 
active  et  labnrieuse.  D’un  autre  cdte,  les  richesses  du  nouveau 
monde  devaient  finir  par  tuer  dans  la  mere  patrie  le  goilt  du 
travail;  un  jour  arriverait  oü  l’industrie  aurait  disparu  des  grandes 
villes  qu’elle  animait  auparavant,  oü  l’oii  se  bornerait  ä acbeter 
CB  que  les  autres  peuples  fabriquaient;  avec  l’industrie  disparai- 
trait  l’etude  des  Sciences. 

Pour  le  moment,  on  n’^tait  frappd  que  du  triomphe  des  armes 
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chr^tiennes  et  de  la  ^randeur  de  la  perspective  qui  s’ouvrait  de- 
vant  les  niaitres  du  continent  americain.  Colomb,  avant  de  soili- 
citer  l’appui  de  l'Espagne,  avait  ecboue  ä Genes,  ä Lisbonne  et 
ä Londres;  ou  l’avait  traite  de  fou  et  de  visionnaire.  Son  projet 
ayant  ete  snuniis  ä l’universite  de  Salamanque  re^ut  un  meilleur 
accueil;  il  Tut  renvoye  ä la  reine  avec  un  avis  favurable,  malgre 
l’opposition  de  quelques  docteurs,  et  Isabelle,  sans  se  laisser 
arreter  par  la  penurie  ä laquelle  la  guerre  contre  les  Maures  avait 
reduit  le  tresor  public,  donna  des  ordres  pour  qu’on  mit  k la  dis> 
positiou  de  l’illustre  aventurier  les  vaisseaux  et  l’argent  dont  il 
avait  besoin  pour  realiser  ses  idees. 

Isabelle  portait  un  vif  iiitdret  aux  Sciences  et  aux  lettres. 
Sous  la  puissante  iiiipulsion,  la  noblessc,  adonnee  jusque-lä  au 
seul  maniement  des  armes,  acconrut  aux  universites;  quelques 
grands  seigneurs  m4me  ne  dddaign^rent  pas  d’y  professer.  La 
reine,  de  son  cdte,  honorait  de  sa  prdsence  les  discussions  de 
l'universite  de  Salamanque,  et,  pour  qu’on  ne  put  dire  que  sous 
son  regne  „aucune  cbose  graude  et  importante  edt  ete  negligee,“ 
eile  ordonnait  de  former  de  uouvelles  tables  astronomiques. 

Parmi  les  illiistrations  scientifiques  de  cette  epoque,  on  roit 
briller,  au  premier  rang,  Antonio  de  Lebrija,  auteur  d'une  cosmo* 
graphie  trds-remarquable,  et  qui,  pour  vdrifier  la  grandeur  attribuee 
ä la  terre  par  Ptolemee,  entreprend  de  mesurer  un  degre  du  me- 
ridien  et  de  flxer  la  longueur  des  roesures  anciennes  par  l’examen 
de  differeiits  nionuments  romains  de  l’Estremadure  et  l’etude  des 
colonnes  railitaires  entre  Merida  et  Salamanque. 

ly.  Le  seizieme  siede. 

Au  seizieme  siede,  l'Espagne  atteint  le  point  culminant  de 
sa  puissance.  La  conquete  du  Mexique  et  du  Perou  offre  uo 
nouvel  all  ment  aux  investigatinns  de  la  science.  Oviedo,  Aeosta, 
Hernandez,  Garcilaso  se  consacrent  ä l’exploration  des  regions 
tropicales;  iis  en  etudient  la  topographie  et  les  differents  pbeno- 
menes  climateriques,  et  formeilt  de  nianiliques  collections  de  plan- 
tes,  d’aniniaux,  de  productions  mindrales  et  d’ossenients  fossiles. 
Les  marios,  d’autre  part,  qui  en  moins  d'un  demi-siecle  ont  fait 
connaitre  ä l’Europe  les  deux  tiers  de  la  surface  du  globe,  re- 
presentent  graphiquement  le  contour  des  cotes,  constatent  la  tem- 
perature  indgale  des  eaux  dans  les  courants  oceaniques,  observent 
la  constance  des  vents  alisds  et  decrivent,  avec  les  plus  vives 
Couleurs,  l’admirable  spectacle  du  ciel  austral. 
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En  1324,  iin  congres  geographico-astronomique  i$e  reunit  aux 
environs  de  Badajoz,  daos  le  but  de  terminer  le  diflf^rend  relatif 
ä la  demarcation  entre  les  possessions  coloniales  de  l’Espagne  et 
da  Portugal.  Cbarles-Quiiit  rdconipense  largement  les  travaux  de 
son  cosmographe  Apianus,  et  assiste,  avec  les  nobles  de  sa  cnur, 
aux  legons  d’Alphonse  de  Santa  Cruz,  auteur  de  nouvelles  m4- 
thodes  et  de  nouveaux  instruments  d’astronoinie  nautique,  ä qui 
l'on  doit  la  preniiere  carte  des  variations  magndtiques,  aiiisi  que 
les  principes  des  cartes  spberiques,  perfectionnes  plus  tard  par 
Mercator  et  Edouard  Wrigbt. 

Pedro  Niinez,  professeur  ä l’universite  de  CoTnibre,  publiait 
en  langue  castillane  un  traite  d’algebre,  oü  il  traitait  des  appli- 
cations  de  cette  Science  a la  gdometrie  (').  Le  nidme  savant  avait 
ecrit  egalement  sur  les  crepuscules,  sur  la  navigation  et  sur  la 
cosmographie:  il  avait  inventd  une  methode  pour  determiner  les 
longitudes  en  mer  par  la  position  de  la  lune.  11  a dorine  son  nom 
latinise  (Nonius)  au  raoyen  que  Ton  emploie  pour  apprecier  les 
petites  fractions  de  la  graduation  des  limbes  dans  les  instruments 
d’astronomie  et  de  gdodesie,  bien  que  le  IVonius  actuel,  qui  est 
du  aVernier(*),  differe  des  circonferences  concentriques  imaginees 
par  Nunez. 

Parmi  les  mathematiciens  espagnols  de  cette  epoque,  il  faut 
citer  Pedro  Ciruelo,  qui  fut  präcepteur  de  Philippe  II,  et  qui  avait 
dte  appele  de  Salamanque  ä Paris  pour  y occuper  la  chaire  de 
Premier  professeur  de  mathematiques  ä l’universite. 

Les  denx  grands  evenements  astronomiques  du  seizieme  siede, 
le  Systeme  auquel  Copernic  a donne  son  nom  et  la  reforme  du 
calendrier  par  Gregoire  XVI,  tiennent  leur  place  dans  l’histoire  de 
la  Peninsule.  L'universite  de  Salamanque  fut  la  premiere  dans 
laquelle  on  adopta  l’ouvrage  de  Copernic  comme  texte  pour  les 
leqons  publiques:  l’ouvrage  avait  ete  soutenu  des  son  apparition 
par  le  th^nlogien  Diego  de  Zuniga.  La  nieme  universite  eut 
l’honneur  d’etre  consultee  par  Gregoire  sur  la  reforme  qu’il  pro- 
jetait;  et  tous  les  calculs  furent  revus  par  Clavius  et  par  Pedro 
Chacon  qui  avait  ecrit  sur  la  niatiere,  ainsi  que  ses  compatriotes 
Sepülveda  et  Salon. 

L’astronomie  d’observation  n’elait  pas  negligee  non  plusf  An- 

(1)  Ce  livre  fut  iinpriine  ä Anver«,  en  156*,  «tiins  le  fnrniat  in-S®. 

(2)  La  construcUnn,  l'usage  et  les  pniprieles  du  quadranl  de  ma- 
O^maliques,  etc.  in-8";  Briixelle«,  1631.  Cet  oiivrage  est  dedie  a l’in- 
fante  laabelle. 
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dr^  de  Cespedes  faisit  usage  d’un  quart  de  cercle  de  son  inven- 
tion,  divise  eii  minutes,  et  comparait  ses  observalions  avec  cellea 
de  Bartheleiny  de  la  Gasca  et  du  liceiicie  Caravallido  qui  avaient 
eleve  ä Valladolid  un  gnomoii  de  cent  et  vingt  pieds  de  hautear, 
et  avec  celles  du  doeteur  Sobrino,  observateur  zele  dont  le  grand 
quart  du  cercle  en  nietal  dtait  celebre  pour  sa  graduation.  Gerd- 
nirao  Miiiioz  nieritait  les  dioges  de  Tycho  Brahe,  et  les  resultats 
de  ses  observations  etaient  mis  ä profit  par  le  celdbre  astronome 
d’Uranibourg.  Le  nouveau  planisphere  de  Juan  de  Rojas,  applique 
ä son  ingenieux  astrolabe  moderne,  se  faisait  apprecier  de  plus 
en  plus  par  les  observateurs  de  terre  et  de  mer.  La  construction 
des  Instruments  astronomiques  avait  dte  fortement  encoiiragee 
SOUS  Philippe  II,  et,  par  l’ordre  du  roi,  on  avoit  forme  ä l’Escurial 
une  Collection  norabreuse  et  variee  d’appareils  de  tout  geiire,  sor- 
tant  des  ateliers  espagnols  et  de  ceux  que  le  gouvernenient  entre* 
tenait  en  Flandre,  pour  satisfaire  ä la  recommandatioii  des  savants 
qui  s'nccu|>aient  de  la  navigation,  entre  autres,  de  Pedro  de  Me- 
dina, dont  V Art  de  naviguer  avait  ete  traduit  dans  toutes  les  lan- 
gues  (>). 

L’emploi  d’instruments  perfectionnes  et  Tapplication  de  la  md- 
thode  trigonometrique  allaient  imprimer  uii  grand  prugrds  ä la 
geodesie.  Pedro  Esquivel  eut  l’honneur  d’employer  le  premier 
les  triangles  geodesiques  dans  la  description  du  territoire  espag- 
nol  qu’il  entreprit  sur  i’ordre  de  Philippe  II.  II  avait  dejä  pam 
des  cartes  de  la  Galice,  de  l’Aragon,  du  royaume  de  Seville,  et 
quelques  cartes  generales  de  la  Pdninsule,  dues  ä Santa  Cruz  et 
ä Medina,  quand  le  roi  disposa  que  I’on  „reconnüt  et  marqiiit 
d’une  maniere  claire  et  precise  tous  les  lieux,  fleuves,  ruisseaux 
et  montai'nes,  quelque  petits  qu'ils  fussent,“  et  confia  ce  travail 
ä Esquivel,  dont  la  magnihque  carte,  admirde  des  bommes  les 
plus  habiles  de  l’dpoquc,  perit,  ä ce  que  Ton  croit,  dans  l’incendie 
survenu  un  siede  plus  tard  au  monastere  de  l'Escurial.  Cepen- 
dant  Oll  eonserve  les  relations  topographiques  de  plus  de  sii 
Cents  endroits  habites,  ainsi  qu’une  grande  carte  de  la  Catalogne 
qui  avait  ete  donnee  ä graver,  et  qui  fut  suivie  d’une  autre,  non 
inoins  ctenduo,  de  l’Aragon,  formee  par  les  professeurs  Juan  La- 
baila  et  Pablo  de  Rojas. 

(1)  On  eonserve  ä la  bililintheqiie  nationale  de  Madrid  un  astrolabe 
de  59  ccnliinetres  de  dinmetre,  divisc  de  dix  en  dix  minutes,  et  dedic  ii 
Pbili|iiic  11  |iar  le  neveu  de  Gemma  Frisius,  Gualtero  Arsenio,  qui  le 
eiinstriii.sit  a Loiivain,  en  1566. 
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y.  L,es  ouvrages  du  P,  Zaragoza  au  dix-sepUeme  siede. 

Avec  ie  regne  de  Philippe  II,  finit  ponr  l’Espagne  la  periode 
la  plus  brillante  de  son  histoire.  La  decadence,  dont  les  syin- 
ptümes  s’etaient  dejä  fait  sentir  du  vivant  du  deroief  roi,  marcbe 
d’un  pas  rapide  sous  ses  faihles  succ^sseurs.  Les  beaux-arts 
seuls  continuent  ä jeter  un  vif  eclat,  niais  les  Sciences  languissent, 
et  l’universite  de  Salanianque  qui  avait  fourni  Ciruelo  ä la  France 
luisse  disparaitre  les  inathematiques  du  programnie  de  ses  cours. 
Bientot  les  Sciences  physiques  et  naturelles  sont  proscrites:  on 
traite  de  iiecromants  et  d’astrologues  ceux,  en  tres  petit  nombre, 
que  leur  etude  attire  encore.  Peu  s’en  Taut  qu’on  ne  ränge  parnii 
les  Sciences  occultes  les  mathematiques  minies:  seuls,  les  jesuites 
(lersistent  ä les  cultiver  et  ä les  enseigner.  La  bibliotheque  ro- 
yale de  Bruxelles  possede  differents  ouvrages  publies  de  1669  ä 
1675  par  Ie  pere  Joseph  Zarago^a  (ne  dans  la  province  de  Va- 
lence,  en  1627,  mort  ä Madrid  en  1678).  INous  en  dirons  ici  quel- 
ques niots. 

II  y a d’abord  une  arithmdtique  universelle,  comprenant  l’art 
mineur  et  majeur,  l’algebre  vulgaire  et  specieuse  (Arit/imetica 
unicersal  que  comprehende  el  arte  menor,  y maior,  algcöra  vul- 
gär, y especiosa).  L’autenr  prend  les  titres  de  menibre  de  la 
Compagnie  de  Jesus,  maitre  en  philosophie,  professeur  de  thdo- 
logie  scolastique  aux  Colleges  de  la  Compagnie  de  Jesus,  ä Ma- 
yorque,  Barcelone  et  Valence,  qualificateur  du  saint-ofhce  de  l’in- 
quisition. 

L’ouvrage  est  dedid  ä Charles  II,  roi  d’Espagne,  et  a dtd  im- 
primd  ä Valence,  en  1669,  dans  Ie  format  in-4“. 

La  dddicace  est  curieuse.  Apres  avoir  parid  de  la  noblesse 
de  l’algebre  qui  aninie  de  son  Souffle  Ie  corps  entier  des  niathd- 
matiques,  l’auteur  ajoute:  „Ces  Sciences  divines  constituent  un 
eniploi  royal,  parce  que  leur  perfecfion  demande  Ie  gdnie  supe- 
rieur  qui  a son  trdne  dans  le  roi,  conime  arbitre  supreme.  I>e 
rdinail  sur  or,  tel  fut  le  lustre  que  les  glorieux  ancetres  de 
Votre  Majestd  leur  donnerent.  Charles -Quint,  grand  en  tout, 
trempa  son  dpde  ardente  avec  la  sueur  mathdinatique  et  se  fit 
l’arbitre  de  Tun  et  de  l’autre  monde...  Dieu  crda  toute  la  machine 
de  l’univers  en  nombre,  poids  et  luesure:  Taithnidtique,  la  statique 
et  la  gdomdtrie  concoururent  ä sa  formation,  etc.“ 

L’arithmdtique,  d’apres  l’auteur,  est  la  clef  des  mathematiques: 
eile  se  divise  en  mineure  et  en  majeure.  La  raineure  emploic, 
dans  ses  opdrations,  les  chiffres  ordinaires,  et  traite  de  toutes  les 
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questiniis  que  Ics  reales  de  l'addition,  de  la  soiistraction,  de  ia 
niultiplication  et  de  la  divi.sion  peuvent  resoudre  sans  autre  arti- 
fice  (*).  La  majeure  s’^leve  aux  puisaancea  des  nomhres,  examine 
leur  composition,  et  determine  leurs  racines,  comme  fonderoent 
Principal  de'  l'algebre.  La  siibtilite  de  l'algebre  excede  les  termes 
de  l’eloquence!  ,,plusieurs  n’ont  pas  besitz  ä l’appeler  divine.“ 
L’algebre  vulgaire  exerce  sa  logique  et  ses  nperatiuns  avec  les 
nombres  cotiiius;  i’atgebre  specieuse  (especiosa)  substitue  aux 
nombres  certaines  forines  ou  caracteres. 

Le  livre  est  terinine  par  des  enipmes  ou  questions  obscures 
et  dil'ficiles,  doiit  la  solution  demaode  uoe  graiide  finesse  d’esprit. 

Apres  l’arithmetique  universelle,  vient  une  geometrie,  dont  la 
seconde  edition  parut  ä Valence,  en  1673.  A cette  epoque,  le 
pere  Zarngor.a  occupait  une  chaire  de  mathematiques  ä Madrid. 
Sa  gdonietrie,  ecrite  en  latin,  est  dcdiee  au  marquis  de  la  Torre, 
secretaire  au  eonseil  d’^tat  et  de  guerre.  Elle  porte  le  titre: 
Euclides  novo~nniiquus  singulari  methodo  illustratus.  L’auteur 
dirise  la  geometrie  en  deux  parties:  la  geometrie  speculative  et 
la  geometrie  pratique.  La  premiere  partie  contient  les  thdoremes 
d’Euclide;  la  seconde  les  problemes.  Le  titre  de  l’ouvrage  s’ex- 
plique  par  cette  disposition  et  par  une  metbode  nouvelle  qoe 
l’auteur  applique  a la  demonstration  des  principaux  thdor^mes. 

Enfin  le  p^re  Zaragoza  fit  paraitre  en  1674,  ä Tolede,  sa 
Geometria  magna  in  minimis,  dont  la  premiere  partie  traite  des 
minima  en  gendral;  la  seconde  des  minima  dans  un  plan,  et  La 
troisieme  des  minima  dans  l’espace.  La  dedicace  au  roi  Charles  II 
debute  de  cette  maniere:  „Ponr  que  la  Geometrie  Minima  (®)  par 


(1)  Voici  les  titres  des  matieres  ciiiiiprises  dans  i'art  mineur : Chap.l. 
Des  Premiers  principes.  — Chap.  H.  III,  IV  et  V.  De  PaddiUon,  de 
la  suuslraction , de  la  mnltiplicatinn  et  de  la  dtvislon.  — Chap.  IV.  | 
Preuves  de  la  muUtpUcation  et  de  la  dtvision.  — Chap.  VII  et  VIII. 
Des  fraclions  et  de  leurs  qnatre  operations.  — Chap.  IX.  Des  parties 
dicimales.  — Chap.  X.  Application  des  fructions  et  des  parties  deci-  I 
males.  — Chap.  XI.  De  la  raison  et  de  la  Proportion.  — Chap.  XII. 
De  la  regle  de  trois.  — Chap.  XIII,  XIV,  XV,  XVI  et  XVII.  Des  pro-  I 
portlons  simples  et  composees,  et  de  la  maniere  de  les  resoudre.  — 
Chap.  XVIll.  De  la  regle  de  trois  astronomigue.  — Chap.  XIX.  De 
l’alltage.  — Chap.  XX.  Des  fausset  proportlons.  — Chap.  XXI  et  XXII. 
Des  progressions  et  de  leurs  proprietes.  - Chap.  XXIII.  Des  combi- 
stalsons. 

(2)  II  y a ici  iin  jeii  de  niota  latin  intraduiaible.  Voiri  du  reate  Ir 
texte:  Geometriam,  stylo  et  objecto  Minimam,  ut  Magna  fiat,  peditms 
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on  nom  et  par  son  objet  devienne  Magna,  je  la  depose  aux 
lipds  de  Votre  Majeste;  si  eile  parvieiit  seulement  a les  atteindre, 
Ile  se  trouvera  par  lä  avoir  obtenu  une  grandeur  teile  que  ce 
erait  peine  perduc  d'en  rechercher  ou  d’en  esperer  une  plus 
;rande;  car  dans  une  pareille  Majeste,  ä l’exception  de  Tage, 
len  ne  saurait  etre  minimuni,  rien  ne  peut  ne  pas  etre  grand. 

Don  Jorge  Juan  et  Antonio  de  Ulloa. 

Lee  eloges  assaisonnes  de  jeux  de  mota  qu’on  vient  de  lire 
i'adressaieiit  ä un  prince  dont  l’impuissance  pbysique,  intellectuelle 
;t  morale  a laisse  les  plus  tristes  souvenirs.  En  lui  s’eteignit 
a descendance  masculine  de  Charles-Quint.  II  avait  legue  son 
:rdne  au  duc  d'Anjou,  petit  Ols  de  Louis  XIV;  mais  celui-ci  ne 
jarvint  ä s’y  etablir  qu’apres  une  guerre  qui  dura  (reize  ans,  et 
lans  laquelle  l'Espagne  perdit  tous  les  ^tats  qu’elle  possedait  en 
turope,  en  dehors  de  la  Peninsule. 

L’avenement  des  Bourbons  doit  4trc  considerd  corome  un  fait 
beureux  pour  l’Espagne.  Si  le  vaste  empire  de  Charles-Quint  et 
de  Philippe  II  Tut  demembre,  la  faute  en  est  aux  fils  degenerds 
de  ces  grands  monarques.  Tout  le  dix-septierae  siede  avait  dtd 
eniploye  ä prdparer  ce  ddmembrenient  et  ä le  rendre  indvitable. 
L Espagne,  du  reste  meme,  sans  aucune  ddpendance,  pouvait  en- 
core  constituer  un  royaume  de  preniier  ordre;  mais  il  fallait  ra- 
nimer  la  viguetir  de  ses  babitants,  le  tirer  de  la  Idthargie  et  de 
l'ignorance  dans  laquelle  ils  dtaient  plongds,  faire  revivre  l’indu- 
«“trie  et  donner  un  nouvel  dian  aux  Sciences  et  aux  lettres:  c’est 
ä quoi  Philippe  V et  ses  successeurs  s’attacherent.  Certainement 
le  dix-huitieme  sidcle  ne  put  pas  remonter  ä la  hauteur  du  sei- 
zieme,  mais  le  niveau  gdndral  s’dleva,  et  l’on  acquit  la  preuve 
qae  la  race  des  hommes  remarquables  n’dtait  pas  compidtement 
eteinfe  dans  la  Pdninsule. 

Les  Premiers  savants  que  nous  rencontrons,  don  Jorge  Juan 
et  Antonio  de  Ulloa,  tous  deux  ofüciers  de  marine,  ont  acquis  une 
Srande  renommde  par  leur  coopdration  avec  les  acaddmiciens  fran- 
Cais  ä la  mesure  des  degrds  terrestres  sous  l’dquatenr.  Ayant 
ete  ddsignds  pour  faire  partie  de  l’expddition  au  Pdrou,  ils  s’dtaient 


!’•  Majestatis  subjicio,  gnos  si  vel  semel  liceat  atUngere,  eo  magnitu- 
dinis  errec/a  eril,  ul  majore.m,  nec  assegui,  nec  sperare  valeat,  cum 
ta  tanta  Majestate,  praeter  aetatem,  nihil  minimum,  nihil  esse  possit 
magnum. 
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enibarques  ä Cadix  le  26  niai  1733;  le  U juillet,  iU  arrivaient  a 
Carthag^ne  et  durent  y attendre  Houguer,  Lacondamiiie  et  Godin 
jusqu’au  15  novembre;  le  24,  ils  inonterent  ä bord  du  bAtinient 
fran^ais  et  le  iendemaiii  on  mettait  ä la  volle.  De  retour  en  En* 
rope,  en  1746,  apres  une  ab.scence  de  oiize  antikes  pleines  de 
pdrils  et  d’incomniodiles  de  toute  Sorte,  nos  deux  oHficiers  furent 
proniiis  au  grade  de  capitairie  de  fregate.  En  1748,  ils  publierent 
la  relatioii  de  leur  voyage,  sous  le  titre:  Relacion  historica  del 
viaffe  a la  America  meridional  hecho  de  Orden  de  S.  Mag.  para 
medir  algunos  grados  de  meridiano  lerrestre,  y venir  por  eilos  en 
conocimiento  de  la  cerdadera  figura  y magnitud  de  la  tierra, 
con  otras  varias  observaciones  aslronomicas  y physicas.  La  re- 
lation  est  en  deux  purties  et  en  trois  volumes  in-4“  (*).  Un  qua- 
trienie  volume  porte  le  titre:  Obsercaciones  aslronomicas  y ph^- 
sicas  hechas  de  orden  de  S.  Mag.  en  los  Ilegnos  del  Peru,  de 
las  cuales  se  deduce  la  figura  y magnitud  de  la  Tierra  y su 
aplicacion  ä la  navigacion  (®). 

Larelation  historique,  proprenient  dite,  est  l’oeuvre  deülloa;' 
la  premiere  partic  coinprend  toutcs  les  circonstances  du  royage 
depuis  la  sortie  de  Cadix  jusqu’ä  l’aclievenient  de  la  roesure  des 
degrds  du  meridien  terrestrc,  voisins  de  l’equateur,  et  une  de- 
scription  de  la  province  de  Quito.  La  seconde  partie  raconte  les 
voyages  faits  ä Lima  et  au  Chili  et  Ic  retour  en  Europc. 

Les  observations  faites  en  commun  ou  separdment  ont  eld 
mises  en  ordre  par  don  Jorge  Juan.  Le  volume  qui  leur  est  con- 
sacrd  renferrae  six  livres  dont  voici  les  principaux:  1.  Obsena- 
tions sur  la  plus  grande  obliqtdie  de  t ecliptique.  — II.  Obser- 
tations  de  latitudes.  — III.  Observations  des  iminersions  et 
emersions  des  satelliles  de  Jupiter,  et  des  eclipses  de  lunt.  - 
V.  Observations  barometriques.  — VI.  De  la  vitesse  duson.— 
VII.  De  la  mesure  du  degre  du  meridien  contigu  ä Cequatem-- 
— VIII.  Des  expcriences  du  penduie  simple,  et  de  la  figure  de  j 


(1)  Relation  iiistorique  du  voyage  ä l’Aindriqiie  mdridinnalo  entre- 
I>ri8  par  ordre  de  Sa  Najegtd  pour  mesurer  qiielqtiea  degrds  du  oieridici 
terrestre,  ct  arriver  par  eiix  ä la  connaisiance  de  tu  vraie  fignre  ti 
grandeiir  de  la  terrc;  arcc  d’autrca  oltserrations  astronomiques  et  pby- 
aiquca  diverses. 

(2)  Observatinns  astrononiiqucs  et  physiques  faites  par  ordre  de 
Majestd  daiis  les  royaiinies  du  Pcroii,  dcsquellcs  se  dödnisent  la  fignre 
et  la  grandenr  de  la  terre  et  leur  application  d la  navigation. 
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iene  qui  sen  deduit.  — IX.  De  la  namgation  sur  Cellipsolde 
restrc  0). 

A leur  depart  pour  le  Perou,  don  Jorge  Juan  et  Ulloa  dtaient 
:t  jeune.s:  le  preniier  avait  23  ans,  le  second  n’en  avait  que  19. 
HI8  deux  sortaient  des  gardes-niarines;  ils  repondirent  digiie- 
Nit  ä la  confiance  qu’on  avait  mise  en  eux.  Leurs  premiers 
uaux  et  ceux  qu’ils  publierent  plus  tard  leur  valurent  leur  ad- 
iision  dans  les  Academies  des  Sciences  de  Paris  et  de  Berlin 
dan.s  la  Socidte  royale  de  Londres. 

Ulloa  vecut  trds>vieux;  ne  ä Sdville  en  1716,  il  mourut  dans 
le  de  Ldon,  pres  de  Cadix,  en  1795;  il  fut  un  des  neo>promo> 
irs  de  l’astrononiie  en  E.spagne  et  publia  une  Observation  faite 
iroer  de  Feclipse  de  soleil  du  24  juin  1778  (*).  L’auteur  assiire 
nir  TU,  pendant  plus  d’uoe  niinute,  un  point  brillant  sur  la  lune, 
lll  le  regarde  comme  un  veritable  trou  au  travers  de  notre  sa* 
Vite.  Lalande  estimait  que  ce  trou  devait  dtre  ä quinze  lieues 
Nisfance  de  la  surface  et  avoir  cent  neuf  lieues  de  longneur, 
d’apres  lui,  on  ne  pouvait  le  regarder  que  comme  un  vol- 

Don  Jorge  Juan,  qui  mourut  en  1774  (il  dtait  nd  ä Orihuela, 
Be  le  royaume  de  Valence,  en  1712)  a laissd  la  rdputation  d’un 
Bant  de  Premier  ordre.  Son  principal  ouvrage  parut  en  1771, 
»s  le  titre:  Examen  maritimo  Ihedrico  prdciico,  d Tratado  de 
kchttnica  aplicado  d la  construcion,  conocimiento  y tnanejo  de 
» riatios  y d.emas  embarcaciones,  2 vol.  in-4“,  Madrid.  II  fut  de 
Mne  heure  traduit  en  anglais ; et,  par  ordre  du  ministre  de  la 
Bine,  Levdqiie,  professeur  d’hydrographie  ä Nantes,  en  donna 
^ traduction  fran^aise,  avec  des  notes  et  des  additions  {Examen 
*riüme,  theorique  et  pratique,  ou  traite  de  mecanique,  appliqud 
la  construction  et  ä la  manoeuvre  des  vaisseaux  et  autres  bäti- 
«ti.  Nantes,  1783,  2 vol.  in-4*^).  On  lit  dans  la  prdface  de 
eveque:  „L’auteur  avait  le  rare  avantage  d’dtre  un  des  plus 
^nfniids  gdnmetres  et  uii  des  plus  grands  navigateurs.  [Son] 
>^'age,  quoiqu’imprimd  des  1771,  n’est  cependant  pas  encore 
mnu  en  France.  [Don  Jorge  Juan]  a publid  plusieurs  ouvrages 
V la  marine,  oü  l’on  trouve  le  gdnie  d’observation  et  la  sagacitd 


(1)  Une  traduction  franyaiae  de  I’uiivrage  parut  en  1752:  les  obser- 
itiona  fiircnt  rüiinprimecs,  en  I77.S,  a Madrid. 

(2)  Une  traduction  du  incinoire  d’Ulloa  parut  dans  le  Journal  de 
'»nique  d’avril  1780. 

(3)  Bibliographie  astronomigue,  pnge  573. 
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qui  devaient  produire  l’Exainen  maritime.“  D’un  autre  cdte,  voij 
l'appreciation  de  Montucla  (Histoire  des  mathemaüques,  t.  H 
acheve  et  publie  en  mai  1802  par  Lalande):  „...Je  ne  puis  niieil 
terminer  cette  hi.stoire  de  la  navigation  qn’en  faisant  connaitrei 
detail  l’ouvrage  le  meilleur,  le  plus  savant  et  le  plus  cnmpll 
qu’il  y ait  sur  la  construction  et  la  manoeuvre.  ...L’auteur  cnj 
mence  par  etablir  les  principes  de  mecanique,  particuliereniel 
sur  l’action  et  le  mouvement  des  fluides.  Le  secniid  volume  traij 
des  applications  directes  de.«  principes  ä la  marine.  Don  Jor<| 
Juan  termine  son  ouvrage  par  une  recapitulation  sans  aucun  ral 
cul  analytique. ...  On  peut  regarder  l'Examen  maritime  comnl 
une  production  du  genie,  et  l’uiie  des  plus  remarquables  du  siecle*^ 

yil.  L’observatoire  construit  ä Cadix  en  17ö5. 

Don  Jorge  Juan  portait  un  vif  interet  ä l’astroooniie : ce  fij 
par  son  entreniise  et  par  les  soins  de  Godin  (^),  alors  directen 
de  l’ecole  des  gardes-marines,  qu'un  observatoire  fut  construit  | 
Cadix,  en  1753.  „La  piece  destinee  aux  observations  [con.'iistait 
en  une  grande  salle  bdtie  sur  une  epaisse  et  forte  voüte  d’un( 
tour,  ouvrage  des  Romains,  et  de  la  plus  grande  solidite.  Od  di 
tarda  pas  ä se  pourvoir  d’excellents  Instruments,  mais  il  ne 
fit  pas  grand’cbose;  don  Jorge  Juan  etuit  retenu  ä la  cour  pai 
ses  autres  charges,  et  [dans  l’histoire  de  la  construction  de  lob- 
servatoire  qui  fut  publiee  en  1776  par  don  Vincent  ToOno  et  doü 
Joseph  Varela,  il  n’est  plus  rien  dit]  de  M.  Godin,  qu’on 
d’ailleurs  etre  mort  des  1760.  II  senible  que  l’observatoire  ait  etf 
delaissd  ju.s’quä  ce  que  MM.  Toliiio  et  Varela  eussent  demaoile 
la  permission  d’y  travailler,  autant  que  leurs  autres  occupations  I« 
permettraient;  ils  l’obtinrent  et  leur  chef,  don  Francois  Xavief 
Winthiiysen,  successeur  de  don  Jorge  Juan  dans  l’emploi  de  cs- 
pitaine  des  gardes-marines,  leur  procura  toutes  les  facilites  qui 
dependaient  de  lui  (^).“ 


(1)  Don  Gabriel  Ciscar  a donne  ä Madrid,  en  1793,  le  preroier 'o- 
lume  d’une  nonvelle  editinn  trea-augmentee,  et  qui  devait  avoir  qaaW 
voliimrs. 

(2)  Godin,  on  don  Louis  Godin,  conime  on  l’appelait  en  Eapa^' 
etait  rncadeniicien  fran^ais  qui  avait  fait  partic,  de  l’expedition  du  F' 
ron  en  1737. 

(3)  Nouvelles  litterntres  de  divers  pays.  Avec  des  supplentsü 
pour  la  liste  et  le  necrotoge  des  astronomes,  par  l’autenr  du  recutii 
pour  les  astronomes  (Jean  ßernoulli,  Hstrononie  royal,  etc.).  3>”r  cakir'- 
Berlin,  1777. 
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Don  Vincent  ToGno  et  don  Jotseph  Varela  Grent  paraitre,  eii 
'6,  un  Premier  recueil  d'obi-ervations  nstronomiques  comprenant 
annees  1773,  1774  et  1773  (1  vol.  io-4“  de  166  pages.  „Apres 
dedicace  au  roi  d’Espagne,  vient  une  approbation  de  l’Academie 
,'ale  des  Sciences  de  Paris,  traduite  en  espagnol.  Les  auteurs 
dent  eu  la  modestie  de  soumettre  ä son  exaraen  leurs  obser- 
:ions  faites  depuis  le  '21  juin  1773  jusqu’au  2 janvier  1774. 
d.  Le  Gentil  et  Pingre  en  Grent  un  rapport  tres-favorable  en 
bortant  les  auteurs  ä publier  leur  nianuscrit  et  ä continuer  leurs 
les  travaux.  lls  ont  suivi  ce  conseil  et  ont  joint  les  observa- 
ns  des  annees  1774  et  1775.  ...  Les  observations  sont  rappor- 
:s  en  forme  de  juurnal,  suivant  l’ordre  dans  lequel  elles  ont  ete 
tes  et  supposent  une  grande  assiduite.  On  trouve  ici  un  grand 
mbre  de  passages  d’etoiles,  du  soleil,  de  la  lune  et  des  planetes. 
Mural,  et  souvent  avec  les  distances  au  zenith,  roeridiennes ; 
usieurs  observations  de  Venus  et  surtout  de  Mercure  faites 
ns  des  circonstances  importantes  avec  la  lunette  acbromatique 
ontee  sur  la  machine  parallatique;  l’eclipse  de  lune  du  30  sep- 
mbre  1773;  diverses  occultations  d’etoiles;  grand  nombre  d’eclip- 
!S  des  satellites  de  Jupiter,  l'ocrultation  de  Saturne  par  la  lune, 
>18  fevrier  1773;  enfin  la  premiere  disparition  de  l’anneau  de 
iturne,  au  moins  de  l’une  des  anses,  le  5 octobre  1773;  la  re- 
pparition  de  cet  anneau,  en  janvier  1774,  et  la  seconde  disparition, 
I 5 avril  1774.  A l’occasion  de  cette  deruiere  oo  vit  aussi  quel- 
nes  bandes  semblables  ä celles  de  Jupiter  et  une  entre  autres 
ins  claire  que  le  disque  meme  de  Saturne,  laquelle  ne  cessa 
’itre  visible  que  le  28  (*).“ 

Le  Mural  dont  il  est  question  ci  dessus  etait  un  quart  de 
(rcle  de  six  pieds  de  rayon,  par  Bird;  la  lunette  acbromatique 
lait  de  Dollond:  eile  avait  quatre  pieds  de  foyer  et  etait  munie 
’nii  micrometre.  II  n’y  avait  pas  d’instrurnent  des  passages. 
<es  pendules,  au  nombre  de  deux,  etaient  d’Ellicott.  II  y avait 
ncore  deux  quarts  de  cercle  mobiles,  de  deux  pieds  de  rayon, 
nn  de  Bird,  l’autre  de  Georges  Adams ; un  tdlescope  de  Short, 
n autre  de  Nairne,  diverses  lunettes  ordinaires,  la  machine  pa- 
allatique,  divers  Instruments  de  physique,  de  geometrie  pratique 
t de  navigation. 

Un  second  volume  d’nbservations  parut  en  1777;  „Ce  second 
nlurae  des  observations  faites  ä Cadix  contient,  pour  l’annee  1776, 
n grand  nombre  de  bonnes  observations ; mais  elles  n’ont  pas 
de  plus  loin  (*}.“ 

(')  Souveiles  litteraires,  I.  c. 

(2)  Lulandc,  Bibliographie  astronomique. 
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Don  Vincente  Tofino  de  San  Mip;üel  etait  ne  eii  1740;j 
mourat  en  1795.  On  a de  lui  plusieurs  atlas  des  cdtes  d’Esps 
8ur  la  Mediterrande  et  sur  rAtlantique.  II  fut  comnie  Varela,  j 
aide  ä Tohservatoire  de  Cadix,  correspondant  de  l’Academie  ) 
Sciences  de  Paris.  Don  Jose  Varela  y Ulloa,  plus  jeune  que.' 
fiiio  de  huit  ans,  le  prdceda  dans  la  tonibe  (en  1794).  II  « 
aide  le  cdlebre  Borda,  en  1776,  ä inesurer  le  pic  de  Tenerl 
et  a lever  le  plan  des  lies  Canaries  et  de  la  cdte  d'Afriqne, 
puis  le  cap  Spartel  jusqu’au  cap  Vert(^). 

VIII.  L’ observaloire  de  San  Fernando.  1 

A dgale  distance  de  ToGiio  et  de  Varela,  naissait,  en  1744i4 
aotre  oflicier  de  marine,  dont  l’histoire  de  l’astronomie  consarrig 
le  Souvenir. 

Jose  de  Mazarredo  y Salazar,  qui  fut  arobassadeur  ä Part 
en  1804  et  ministre  de  la  marine  de  1808  a 1812,  epoque  oii  I 
mourut,  avait  fait  bdtir  en  1797,  ä San  Fernando,  pres  de  Cadll 
un  observatoire  d’un  aspect  monumental,  atiquel  il  attacha  quatn 
astronomes.  Cet  observatoire  dtait  destind  specialeinent  ä la  ma 
rine:  la  publication  de  l’almanach  nautique  entrait  dans  les  atlri' 
butions  du  directeur. 

L’almanacb  nautique  avait  commence  ä paraitre  ä Madrid  et 
1786:  on  y troiivait  les  tables  et  les  preceptes  necessaires  aol 
marins,  niais  cet  ouvrage  n’eut  pas  de  suite  dans  ce  teiup$-li, 
et  ne  fut  repris  qu’en  1791. 

Les  observations  faites  ä San  Fernando,  de  1798  ä 1801  ia- 
clus,  furent  imprimees  dans  les  almanachs  nautiques  pour  1804  rt 
1807 ; celles  qui  se  rapportent  ä la  periode  de  1805  k 1813  n’ont 
vu  le  jour  qu’en  1830,  dans  l’almanach  nautique  pour  l’ari  l.«J: 
elles  comprennent  les  eclipses  de  soleil  et  de  lune,  les  occulli 
tions  des  etoiles  et  les  eclipses  des  satcllites  de  Jupiter,  et  ont 
dtd  faites  par  MM.  Julian  Canelas,  Jose  Maria  de  la  Cuesta  et 
Esteban  Castarieda,  avec  des  lunettes  acbroniatiques  de  DollondO 


(1)  Biographie  universelle  de  Mlchaud.  On  lit  dana  les  SouTtHo 
litliraires  de  ßernoulli,  2'"®  euliicr,  Berlin  1777:  IM.  de  Varela 
de  retour  depiiia  peu  d'une  course  «iir  les  cütes  d’Afrique,  uü  il  a 
terinind  en  cnneurrence  avec  M.  le  Chevalier  de  Borda,  de  l'Acadrniir 
dea  Sciences  de  Paris,  les  pnsitions  gengrnphiques  de  plusieurs  cadroil’'' 

(2)  Astronomische  Nachrichten,  1831,  n“  213. 
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L’observatoire  de  San  Fernando  finit  par  trouver  un  directeur 
habile  et  devoue  dans  la  peräonne  de  don  Jose  Sanchez  Cerquero. 

Ne  en  1784,  Cerquero  avait  manifeste  de  bonne  heure  an  goüt  • 
tres-vif  pour  l’etude  des  mathematiques.  Apres  avoir  servi  acti- 
rement  coniine  officier  de  marine  et  pris  une  part  importante  ä 
la  lutte  nationale  de  1808  et  an  siege  de  Cadix  en  1810,  il  avait 
ete  nommd  premier  inaitre  ä l’Academie  des  gardes-niarines  de 
Carthagene,  postc  qu’il  abandonna  en  1816  pour  passer  Tobser- 
vatoire  de  San  Fernando.  Devenu  directeur  de  cet  Etablissement 
en  aout  1825,  il  n’eut  plus  qu’une  pensee:  c’Etait  d’elever  l’obser- 
vatoire  a la  hauteur  des  necessites  de  la  science.  Dans  co 
but,  il  fit  deux  voyages  en  Angleterre  et  s’y  livra  ä une  Etüde 
approfundie  de  l’observatoire  de  Greenwich;  plus  tard,  ii  visita 
Vobservatoire  de  Paris  et  celui  de  Bruxelles;  il  sEjourna  long- 
teinps  dans  cette  derniere  ville  et  retourna  en  Angicterre  pour 
examiner  a loisir  les  meilleurs  modeles  en  ce  qui  concerne  l’Equa- 
torial,  la  maniere  de  le  monter  et  celle  de  le  couvrir  d’un  toit 
tournant.  Il  sut  meftre  ensuite  ä profit  cette  Etüde  dans  l’Erec- 
ffion  de  l’equatorial  de  San  Fernando. 

Une  lunette  mEridienne  et  une  pendule  de  Tartiste  anglais 
I Thomas  Jones  avaient  EtE  placEes  en  1833;  un  cercle  mural,  du 
meme  artiste,  ä la  fin  de  18.33.  Le  cercle  mural  avait  six  pieds 
anglais  de  diametre;  la  lunette,  de  dix  pieds  de  longueur,  Etait 
faite  sur  le  modele  de  celle  de  Greenwich.  Pour  monter  ces  in- 
strumenta on  avait  fait  construire  en  1831  et  1832  une  salle  me- 
snrant  40  pieds  de  l’orient  ä l’occident,  22  du  nord  au  sud,  et 
ayant  17  pieds  de  hauteur. 

Les  observations  faites  ä la  lunette  mEridienne,  du  11  mai 
au  31  decembre  1833,  ont  EtE  publiEes  en  1833;  celles  des  annEes 
1834  et  1833  ont  paru  en  18.36.  Les  recneils  dans  le  format  in- 
foUo  renferment  aussi  des  observations  d’Eclipses  des  satellites 
de  Jupiter,  d'occultations  d’Etoiles,  et  de  l’Eclipse  de  soleil  du 
27  mai  18.35.  11  y a sur  le  titre  de  ceux  qui  portent  la  date  de 
1836  une  tres-belle  Vignette  reprEsentant  la  fagade  de  l’observa- 
toire,  vue  de  front,  et  la  salle  des  Instruments  mEridiens,  vue  de 
cötE. 

Cerquero  s’appliqua  Egalement  a perfectionner  l’almanach  nau- 
tique  dont  le  calcul  se  faisait  sous  sa  direction.  Des  son  entrEe 
ä Tobservatoire,  il  avait  donnE,  comme  additions  ä cet  almanach, 
differente  mEmoires:  sur  les  mEthodes  pour  dEterminer  la  latitude 

mer  par  les  hauteurs  correspondantes;  sur  de  nouvelles  for- 
iDules  pour  le  calcul  des  observations  des  planetes  et  des  co- 
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metes;  sur  le  calcul  deseclipses;  sur  la  latitude  de  l’observatoire 
de  San  Fernando  (dans  ce  memoire,  qui  parut  ä ia  suite  de  l'al- 
iiianach  de  1839,  il  fait  voir  le  grand  parti  qu’on  peut  tirer  de?- 
observatiuns  du  sextant  pour  les  determinations  de  ce  genre),  etc. 
Son  preniier  travail  avait  ete  insere  dans  la  Correspondance  de 
Zach;  il  avait  pour  objet  la  longitude  de  Porto-Rico.  La  Corres- 
pondance  mathematique  de  M.  Quetelet  renferme  de  lui  une  nu- 
tice  sur  les  erreurs  de  la  lunelte  nidridienne  et  les  moyens  de 
les  corriger  et  deux  notes  d'analyse  mathematique.  Apres  sa 
luort,  survenue  en  1850,  l’Academie  des  Sciences  de  Madrid  a iii- 
serd  dans  le  tome  11  de  ses  Merooires  ses  Elements  de  Chrono- 
logie analytique  (collection  de  formules  qui  representent  les  cir- 
constances  principales  des  deux  calendriers  chretiens,  Julien  et 
Gregorien,  de  l’ere  de  Nabunassar,  des  calendriers  inahometan  et 
judaique,  et  la  correspondance  de  chacun  de  ces  deux  derniers 
avec  les  deux  premiers). 

Don  Sanchez  Cerquero  etait  un  homme  fort  instruit,  couoais- 
sant  et  parlant  la  plupart  des  langues  vivantes  et  verse  dans  la 
litterature  ancienne  et  moderne. 

II  fut  remplacd  k San  Fernando,  d’abord  par  don  Saturninu 
Montojo  qui  organisa  un  Systeme  d’observations  ineteorologiques. 
et,  ä la  mort  de  celui  ci  (1855),  par  don  Francisco  de  Paula  Mar- 
quez,  premier  astronome  de  l’observatoire,  Charge  des  eph^meride.-i 
et  auteur  de  differents  travaux  scientifiques  parmi  lesquels  il  faut 
citer  les  revisions  des  tables  du  soleil,  de  la  lune  et  des  planete». 
employees  dans  le  calcul  de  ralmanach  nautique. 

Quant  je  visitai  l’observatoire  de  San  Fernando,  au  niois  de 
roai  1865,  les  travaux  astronomiques  etaient  suspendus,  ä cause 
des  grands  travaux  en  voie  d’execution  pour  remplacer  les  Instru- 
ments meridiens  par  un  cercle  meridien  dont  la  coniraande  avait 
ete  faite  en  Angleterre  en  meme  teraps  que  celle  d’un  graud 
equatorial.  Le  directeur  s’occupait  egaleinent  de  substituer  aui 
Instruments  meteorologiques  de  nouveaux  Instruments  enregistreur». 

/X.  L’observaloire  de  Madrid. 

Je  n’ai  pas  voulu  scinder  ce  que  j’avais  a dire  de  l’observa 
toire  de  San  Fernando.  Je  vais  mainteiiant  revenir  sur  nies  pas 
et  raconter  par  quels  efforts  laborieox  et  perseverants  l'Espagne 
a ete  dotde  d’un  second  observatoire,  etabli  dans  la  capitale  raenie, 
au  centre  de  la  Peninsule. 
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Don  Jorge  Juan  fignre  an  premier  rang  des  promoteurs  de 
ia  Dourelle  Institution:  c'est  lui  qui  en  sugg^ra  l’idee  ä Charles  III, 
dont  Ia  protection  s’dtendait  siir  toutes  les  Sciences.  Le  roi  fit 
preparer  les  plans  de  l’ddifice  par  l’architecte  Villanueva,  et  donna 
une  Pension  au  mathdmaticien  don  Salvador  Jimenez  Coronado, 
pour  aller  ä l’etranger  se  perfectionner  dans  Tastronomie.  Mais 
ces  bonnes  dispositions  resterent  sans  resultat:  l'architecte  de- 
meura  inactif,  et  Coronado  s’arreta  ä Paris,  apres  avoir  visite 
les  principaux  observatoires  de  l’Curope.  A Tavenetnent  de  Char- 
les IV,  et  SOUS  le  minist^re  du  comte  de  Floridabianca,  on  reprit 
le  projet  qui  avait  ete  perdu  de  vue;  Coronado  regut  l’ordre  de 
rerenir  ä Madrid,  et,  Villanueva  avant  eiifin  termine  ses  plans  et 
fait  choix  d’un  emplacement  dans  le  Buen  Retiro,  on  mit  Ia  main 
a l'oeovre  en  1790;  mais  les  travaox  march^rent  si  lentement, 
qoe  nenf  ans  apres,  en  1799,  on  ne  voyait  pas  encore  approcher 
Ia  fin  des  constructions. 

Eiitretemps,  on  s’etait  occupe  d’acheter  et  de  construire  des 
Instruments  et  d’organiser  nn  enseigneroent  complet  d'astronomie 
tt  des  branches  accessoires. 

M.  Megnie,  habile  artiste  fran^ais,  avait  dte  appele  en  1786 
a Madrid  pour  y construire  des  Instruments  et  y former  des 
res  (').  Plus  tard,  on  y cr^a  nn  atelier  sons  Ia  direction  de  deox 
artistes  espagnols,  qui  avaient  acheve  lenr  ^ducation  ä Londres. 
Les  jennes  gens  appeles  ä travailler  dans  cet  atelier  suiraient 
en  meme  temps  des  cours  sur  les  matbematiqnes,  sor  Ia  rodt^oro- 
logie  et  sor  l'astronomie.  On  avait  recrutd  les  professeurs  parmi 
les  meillears  eleves  sortis  de  l’ecnle  astronomique  inaugurde  par 
Jlntenez  Coronado,  ä l’epoque  oü  Ton  jetait  les  fonderaents  de  Tob- 
'«erratoire.  Peu  ä pen  le  nouvel  etablissement  prit  une  impor- 
tanee  assez  grande  pour  qu'on  se  deciddt,  en  1796,  ä lui  donner 
nne  autre  forme  par  Ia  crdatioo  du  corps  royal  des  ingdnieurs- 
cosmographes  d'Etat,  dont  nne  des  attribntions  devait  etre  Ia 


(I)  M.  Megnid  reata  a Madrid  jaaqa'en  1<93:  il  j fit  qnriqiie*  ob- 
•crTations  aatriinomiqaea;  entre  aatre«  phenomene«,  il  nbaerva  l’orcnl- 
titian  de  Jnpiter  par  Ia  inne,  da  29  jnin  1792,  l’dclrp««  de  «oteil  du 
teptembre,  et  rimmeriina  d’Aldebaran,  da  31  oetobre  de  Ia  mdme 
anan,  qai  duimerenC  paar  Ia  diSerence  entre  les  mdridiens  de  Paris 
(nliservatiiire)  et  de  .Madrid  (Grand’ Place  ?)  nne  raoyenne  de  24n>9*. 
(t'oir  Lalande,  dans  la  CminaissaMCe  des  Umpt  pour  ftm  V de  la  re- 
publique  fran(aise').  On  lit  dans  le  t.  IV,  de  VHtstoire  des  mathema- 
lifues  de  Montncia,  pnblie  en  1802  par  Lalande,  qae  Megnie  avait  ob- 
leao  SB  observatnire  ,,a  la  verrerie.  qui  est  prÄs  de  la  grande  rBed’.llcaia,’* 
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pr^paration  de  la  carte  gdoddaique  du  paye.  D^s  qne  ce  nouveau 
corpa  ent  dte  constitud,  on  organisa  l’obaervatoire  de  la  mani^te 
auivante:  Un  directeur;  un  vice*directeur  chargd  du  conra  d'as- 
tronomie  phyaique;  six  protesseurs,  chargds  d’enseigner  rastrono- 
mie  thdoriqne,  i’astronoinie  pratique  et  eon  application  a la  Tot' 
niation  des  cartes  gdographiques,  le  calcul  iiiBnitesimal  et  la 
mdcanique,  la  rodtdorologie,  la  trigononidtrie,  la  sphere  et  l'op- 
tiqoe,  la  gdographie  et  le  calendrier;  cinq  aides;  quatre  aspiranta 
avec  Solde  et  huit  surnumeraires  sans  solde. 

Le  directeur  dtait  don  Jimenez  Coronado  ct  le  vice-directenr, 
don  Jose  Cbaix,  qui  avait  dtudid  la  gdometrie  et  l’astronamie  en 
France  et  en  Angleterre. 

PouT  assurer  l’existence  de  l'dtablissement,  Coronado  chercha 
k le  rendre  inddpendant  du  trdsor,  et,  apres  beaucoup  de  dentar 
cbes,  il  rdussit  k faire  concdder  ä l’observatoire  le  privilege  du 
calendrier  dont  la  formation  dtait  conlide  de  terops  immdmorial  a 
un  professeur  de  l’universite  de  Salamanque,  et  dont  la  vente 
avait  lieii  au  profit  du  conseil  de  Castille.  Coronado  afferma  l'al- 
manach  pour  une  somme  de  150,000  rdaux  ('),  niais  comnie  il  y 
avait  differentes  charges,  le  produit  net  ne  s’dlevait  qu’ä  une  treu- 
taine  de  mille  francs,  somme  ä peine  suffisaDte  pour  payer  le  per- 
sonnel. 

Coronado  sentait  fort  bien,  d’un  autre  cdtd,  que  l’observatoire. 
liroitd  ä l’enseignement,  ne  reniplissait  pas  son  objet  principal. 
Fatigud  d’attendre  l’achevement  de  l’edi(ice  de  Villaiiueva,  il  pro- 
posa  et  obtint,  en  1799,  de  construire  un  observatoire  provisnire 
en  planches  et  en  briques,  oü  l’on  pourrait  au  moins  exercer  les 
dieves  a la  pratique  et  au  maniement  des  Instruments. 

Ceux-ci  dtaient  dejä  nombrenx  et  avaient  dte  en  partie  acqui) 
ä l’etranger,  en  partie  construits  dans  l'atelier  dont  nous  aroo.« 
parle.  Au  premier  rang  figurait  un  tdlescope  d’Herschel,  de  vingt- 
cinq  pieds  de  longueur  et  de  deux  pieds  de  diamdtre.  Don  Jo$r 
Meodoza  y Rios,  capitaine  de  la  marine  espagnole,  en  avait  nd 
gocid  l’acquisition  k Londres  en  1796,  mais  l'instruraent  ne  fut 
pret  que  cinq  ans  plus  tard;  il  arriva  ä Madrid  en  1802,  et  il 
s’dcoula  encore  deux  ans  avant  qu’il  pdt  servir  aux  observations. 
S’il  faut  en  croire  Lalande,  ce  tdlescope  fut  payd  75,000  francs: 
les  frais  de  transport  s'dleverent  k 85,000  rdaux,  et  le  döme  tour- 
nant  sous  lequel  on  le  pla^a  dans  le  voisinage  de  l’observatoire 
cndta  210,000  rdaux. 

(1)  Le  real  vant  vingt-«ix  Centime«. 
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Le  corps  des  cosmograpbes  qui  avait  donne  lieu  ä des  atta- 
ques  de  diffdrents  genres  fut  licencid  en  1804,  et  le  personnei  de 
l’observatoire  tut  rddait  k nn  directeur  et  ä trois  professeurs, 
cbargds  d’enseigner  rastronomie  thdorique,  Tastronomie  pratique 
et  l’art  d’observer.  et  la  indtdorologie.  Le  professeur  d’astronomie 
pratique  devait  avoir  sous  ses  ordres  deux  assistants  pour  l’aider 
dans  le  maniement  des  Instruments  et  dans  ies  calculs.  Un  pro* 
fesseur  special  dtait  nommd  pour  l’usage  du  tdlescope  d’Herschel : 
il  avait  un  adjoint  et  un  aide.  Le  ddcret  royal  du  31  aoüt  1804 
atipulait  qu’ä  l'avenir  les  places  de  professeurs  et  d’aides  seraient 
niises  au  concours,  et  ordonnait  la  publication  d’un  recueil  men- 
suel  dans  leqiiel  dcvaient  dtre  insdres  les  travaux  et  les  obser* 
vations  des  professeurs  de  l’observatoire,  et  tout  ce  qui  avait 
rapport  au  progrds  de  la  Science.  Les  travaux  de  la  carte  gdnd- 
rale  du  pays  dtaient  provisoirement  suspendus;  on  se  proposait 
de  les  reprendre  quand  il  y aurait  des  fonds  sufßsants,  niais  en 
les  liraitant  ä l’intendance  de  Madrid. 

X.  L’observatotre  de  Madrid  (suite). 

L’observatoire  n’dtait  pas  encore  acbeve  lors  de  l'invasion 
frangaise,  mais  il  ne  restait  plus  beaucoup  ä faire  et  le  moment 
approcbait  oü  les  sacrifices  que  le  gouvernement  s’dtait  imposes 
pour  son  drection  allaient  enfin  porter  leurs  fruits 

L’entrde  des  Frangais  dans  Madrid  lui  porta  un  coup  fatal; 
les  troupes  cnnemies  s’en  empardrent,  y construisirent  des  baffe- 
ries,  brdldrent  les  Instruments,  ou  les  mirent  dans  rimpossihilitd 
de  pouvoir  encore  servir.  Le  tdlescope  d’Herschel  fut  delriiit  et 
c'est  ä peine  si  Jimenez  parvint  a sauver  quelques  appareils. 

Les  professeurs  se  dispersdrent;  Jimenez  se  refira  ä Ma- 
drid (*),  et  l’observatoire  qu’il  avait  tant  contribue  ä faire  clever, 
et  qui  se  trouvait  maintenant  enfermd  dans  une  forteresse,  com- 
men^a  ä tomber  en  ruines  avant  d'avnir  dte  achevd. 

Le  nouveau  gouvernement  voulut,  dans  les  dernieres  anndes 
de  son  existence,  construire  nn  autre  observatoire,  on  ne  sait 
dans  quel  emplacement,  et  l’arcbitecte  don  Silvestre  Perez  fut 
chargd  d’en  dresser  les  plans  sous  la  direction  de  Megnie,  l’ar- 
tiste  fran^ais  dont  nous  avons  parid,  qui  dtait  revenu  d Madrid; 
mais  ce  projet  n'eut  pas  de  suite. 


(1)  Il  miinrnt  a Jerez,  le  24  novembre  1813. 
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Apres  la  rentree  des  Bourbons,  le  gouvernement  essaya  a 
deux  reprises  de  faire  quelque  cbose  en  faveur  de  l’obserratoire. 
Une  premiere  fois,  au  comniencement  de  1817,  il  nornma  profes- 
seur  d’astronomie  D.  Josd  Rodriguez,  qui  avait  coopdr#  arec 
Chaix,  Biot  et  Arago  ä ia  mesure  de  l’arc  du  nieridien  sur  la 
cdte  orientale  d’Espagne.  Rodriguez  vint  ä Madrid  et  y donna 
des  le^ons  dans  le  cabinet  d’histoire  naturelle  peiidant  les  annees 
1819  et  1S2U;  les  evdnements  politiques  l'emp^cherent  de  conti- 
nuer  et  bientdt  apres  il  niourut.  En  1835,  la  place  de  directeur 
et  de  professeur  fut  donnee  ä D.  Domingo  Fontan,  auteur  d’une 
carte  de  la  Galice;  mais  celui-ci  ne  put  pas  meme  commencer  son 
cours. 

L’observatoire  continuait  ä ddperir:  par  decision  de  la  di- 
rection  des  etudes,  il  avait  ete  bornd  ä la  mdteorologie  et  l'on 
est  redevable  ä l’ingduieur  D.  Jeronimo  del  Campo,  qui  depuia 
1840  etait  chargd  de  sa  garde,  d’une  sdrie  d'observations  assez 
etendue. 

Enfin,  en  1846,  le  ministre  Pidal,  sur  le  rapport  qui  lui  fut 
presentd  par  le  directeur  general  de  l’instruction  publique,  D.  An- 
tonio Gil  de  Zdrate,  prit  des  niesures  pour  restaurer  et  achever 
Sans  delai  l’observatoire,  sur  les  plans  de  Villanueva.  L’arcbi- 
tecte  Colomer  poussa  les  travaux  avec  une  teile  ardeur  qu’en  peu 
de  mois  tl  parvint  ä terminer  l’ddifice  dont  la  premiere  pierre 
avait  dte  posde,  il  y avait  plus  d’un  denii-siecle.  La  ddpense 
s'dleva  ä pres  de  157,500  Francs.  Si  l’on  ajoute  ä cette  somme 
les  1,714,232  reaux  que  les  constructions  avaient  dejä  coüte  au 
31  decembre  1799,  et  qu’on  fasse  une  hypothese  raoddrde  sur  ce 
qu’elles  durent  encore  absorber  jusqu’au  moment  de  l’invasion 
frangaise,  il  n’y  aura  pas  grande  exageration  a estimer  la  ddpense 
totale  a pres  de  610,000  Francs.  L’edifice  termine,  il  fallait  son- 
ger  au  personnel  et  aux  Instruments.  Les  ofGciers  de  marine 
seuls  en  Espagne  dtaient  inities  aux  connaissances  astronomiques; 
on  tdcha  de  trouver  parmi  eux  un  directeur  pour  l’observatoire 
de  Madrid,  niais  la  position  offrait  peu  d’avenir,  et  aucun  de 
ceux  a qui  Ton  s’adressa  ne  se  montra  disposd  a l’acccpter  et  a 
renoncer  k sa  carridre.  On  prit  alors  le  parti  d’envoyer  dem 
jeunes  professeurs  ä l’observatoire  de  San  Fernando  pour  s’y 
exercer  ä l’astronomie  pratique  et  theorique.  Aprds  deux  ans  de 
noviciat,  ces  jeunes  gcns  devaient,  pendant  deux  autres  anoeesi 
visiter  les  principaux  observatoires  de  l’Europe,  et  prendre  des 
informations  sur  les  Instruments  qu’il  serait  neccssaire  d’acqaerir 
et  sur  les  artistes  les  plus  capables  de  les  construire. 
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L'un  des  jeunes  savants  sur  qui  s’arreta  le  choix  du  gou- 
vernemenf,  D.  Antonio  Aguilar  y Vela,  venait  (1847)  d’eniporter  au 
Concours  la  place  de  professeur  de  mathematiques  superieures  ä 
l’unirersite  de  Santiago.  A son  retour,  il  fut  nonmid  directeur 
de  la  section  astronoinique  de  Tobservatoire;  la  section  nieteoro- 
iogique  fut  cbnfiee  au  professeur  de  physique  de  l’universite. 
Depuis,  ces  deux  sections  ont  ete  reunies  sous  la  m^nie  direction, 
et,  en  1865,  quand  je  visitai  Aladrid,  le  personnel  etait  ainsi  cora- 
pose:  UD  directeur  (i\l.  Aguilar),  un  premier  astronome,  deux  se- 
conds  et  un  aide. 

Les  Instruments  qui  ont  dte  acquis  pour  l’observatoire  sont 
tous  de  premier  ordre:  le  cercle  meridien,  des  plus  grandes  di* 
mensions  connues,  de  Repsold  ä Hambourg,  ä coüte  90,000  reaux; 
le  grand  equatorial,  de  dix  pouces  d’ouverture,  de  Merz  ä Munich, 
160,000  reaux.  Nous  citerons  encore  un  theodolite,  de  Repsold ; 
00  Sextant,  de  Oertling;  une  pendule  siderale,  de  Dent,  et  trois 
chronometres  du  merae. 

L’edißce,  congu  par  Villanueva,  fort  elegant  du  reste,  ne  rd> 
pondait  pas  tout  ä fait  aux  besoins  de  l’astronoroie  moderne:  il 
fallut  songer  ä eriger  de  nouvelles  constructions  pour  loger  le  di- 
recteur et  les  aides,  pour  etablir  l’equatorial,  etc.  Et  comme,  en 
dehors  du  petit  monticule  sur  lequel  il  etait  bäti,  l’observatoire 
le  possedait  aucun  terrain,  on  fit  des  demarcbcs  aupres  de  la 
reine  ä qui  le  ßuen  Retiro  appartenait,  et  l’on  obtint  de  Sa  Ma- 
jeste  laconcession  de26,200  roetrescarrdsautourderedificeprincipal. 
Alors  on  eleva  un  nouvel  edifice  dans  lequel  on  monta  l’equato- 
rial  SOUS  un  ddme  tournant : ce  fut  unenouvelle  depense  de‘260,Ü00rd- 
aux.  Ues  habitations  contigudsfurentpreparees  pour  les  astronoroes. 

Le  cercle  meridien  a ete  raonte  dans  une  des  ailes  de  l’an- 
deo  observatoire.  Sous  la  coupole,  on  a place  l'anemometre  et 
Telectrometre;  les  autres  instruments  pour  la  mdteorologie  et  la 
pbysique  du  globe  sont  dissemines. 

L’observatoire  de  Madrid  fait  paraitre  un  Annuaxre  depuis 
1860:  on  y trouve,  outre  les  ephemerides  et  les  donnees  propres 
0 cette  Sorte  de  publicatinn,  des  notices  destinees  ä repandre  les 
oonnaissances  astrononiiques  et  mdteorologiques. 

II  publiera  egalement  des  Annales  dans  lesquelles  seront  im- 
priraees  les  observations  (*). 


(I)  J’ignore  si  ces  Annales  ont  dcjä  pari) : j’ai  rapportd  d’ICspagne, 
ro  IR65,  des  ptanches  qui  deraient  figorer  dans  le  premier  Tulume  et 
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M.  Aguilar.  le  directeur,  est  en  ni4me  temps  proFesseur  a 
l'univerciile  et  secretaire  perpdtuel  de  l’Academie  des  sciencu 
dont  iious  parlerons  bientdt:  il  a ätd  activenieut  eniploye  dant 
les  travaux  de  la  triangulation  du  pays,  dont  H sera  question 
plus  tard. 

Xi.  Las  astronomes  espagnols  du  XFIII"^  siicle. 

On  a dejä  pu  voir,  dans  ce  qui  precöde,  eonibien  le  dixhait- 
tetne  siede  avait  etd  favorable  au  developpement  de  l’astronomie 
eil  Espagne.  La  liste  des  astronomes  qu’il  produisit  est  brillante: 
on  y voit  figurer,  entres  autres,  Jorge  Juan,  Ulloa,  IVlendoza,  ßo- 
driguez,  Chaix,  Ferrer,  Medina,  Doz,  Vigastro. 

Nons  avoiis  rappeld  la  pari  brillante  que  D.  Jorge  Juan  et 
Ulloa  avaient  prise  a l’expedition  du  Pärou,  organisee  par  le» 
academiciens  fran^ais  en  1735.  Trente-quatre  ans  apres,  D.  Yi- 
cente  Doz  et  D.  Salvador  Medina  accoinpagnaient  l’abbd  Cbappe 
en  Californie,  pour  y observer  le  passage  de  Venus  du  3 juin 
1769.  et  pres  d’uo  demi-siecle  plus  tard  (le  29  decembre  1815), 
L).  Jose  Joaquin  Ferrer  terminait  ä Cadix  un  memoire  dans  lequel 
il  discutait  ä nouveau  toutes  les  observations  de  ce  passage,  qui 
avaient  ctefaites  sur  differents  points  de  la  terre,  et  entrepenait  d'eo 
tirer  la  parallaxe  du  soleil  avec  toute  l'exactitude  qu'elle  comporte 
et  d’examiner  les  causes  des  ecarts  des  ddterminations  auxquelles 
etaient  arrivds  des  savants  cdlebres  (^). 

Ferrer,  oflicier  supdrieur  dans  la  marine  espagnole,  avait  eie 
employe  pendant  plusieurs  annees  aux  Indes  occidentales  et  dam 
l’Aroerique  du  nord,  ä la  ddtermination  des  positions  geograpbi* 
ques  d’un  grand  nombre  de  lieux.  11  mourut  en  1818. 

U.  Manuel  Munoz  de  Vigastro  publia  a Valence  en  1785  uoe 
epbemdride  de  la  nouvelle  planete  Uerschel  (Uranus)  pour  l'ae- 
nee  1786,  avec  l’histoire  de  la  decouverte  de  cette  planete. 
remarque,  dit  Montucla  ou  son  editeur  Lalande  (^),  que  cet  astro' 

qui  duiinaient  le  plan  du  terrain  et  des  constructiuns  de  l’ubservutoir' 
uinai  que  les  dessins  ddlaillös  des  principaux  instruinents. 

(1)  Le  iiieuioire  de  Ferrer  avait  ötd  cuniinunique  en  1832  par  Cer 
queru  ä la  Socidte  ostronouiiqiie  de  Londres;  il  a paru  dans  le  tooe  t 
des  Mciuoires  de  la  Socidte,  pnblid  en  1833.  Ferrer  y prend  les  titn' 
du  lueiiibro  de  la  Socidtd  royale  d'histoire  de  Madrid  et  de  la  Socitt* 
pbilusnphique  de  Philadelphie,  et  de  currespondant  de  l'Acaddinie  de 
Sciences  de  Paris. 

(2)  Uistoire  des  malhemßUques,  L IV. 
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iioroe  porte  le  ra4nie  noni  qu’uo  astronoroe  du  seizieiue  »iecle  et 
de  la  meme  vilie,  et  qui  fut  un  de  ceux  qui  raisonnirent  le  plus 
pertinemiuent  sur  le  phenom4ne  de  la  uouvelle  dtoile  de  1572, 
qu’il  trouva,  coiume  Tycfao,  sans  parallaxe  sensible.  Tycho  f'ait 
l’eloge  de  son  ecrit,“ 

D.  Jose  Meiidoza  y Rios,  dont  nous  avons  parle  k propos 
de  l’acquisition  du  grand  tdlescope  d’Herschel  pour  l’observatoire 
de  Madrid,  etait  ne  ä Sdville.  Ayant  etd  envoyd  en  1789  a Lon- 
dres  avec  la  mission  d’y  acbeter  des  livres  pour  l'aroiraute,  il  s’y 
plut  si  bien  qu’il  ne  voulut  plus  retourner  en  Espague  et  fut  pour 
cette  cause  demissionne  du  Service  en  1800.  II  avait  ddbutd 
comme  auteur,  ä l’dge  de  24  ans,  par  un  traitd  de  navigation,  le 
meilleur  qui  ait  paru  en  langue  castillane;  il  publia  ensuite  de 
nombreux  travaux  en  Espagne,  en  Angleterre  et  en  France,  mais 
SOU  plus  grand  titre  ä la  reconnaissance  du  mondc  savant  con- 
siste  dans  ses  recueils  de  tables  ä l'usage  de  la  marine,  qui  pa- 
rurent  d'abord  ä Madrid  (1800),  et  ensuite  k Londres  (1805):  il 
arait  prelude  ä ces  tables  par  un  mdmoire  sur  les  longitudes, 
insere  dans  la  Connaissance  des  temps  de  tan  V (1797),  et  oü 
il  avait  simplifie  la  methode  employee  jusqu’alors.  Voici  en  quels 
termes  elogieux  Uelanibre  parlait  de  Meiidoza  dans  la  Connais- 
sance des  temps  pour  tan  1808:  „En  exposant  dans  le  volunie 
de  l’an  XIV  diverses  niethodes  pour  le  calcul  des  distances  de 
la  lune  an  soleil  et  aux  dtoiles,  j’ai  donnd  ouvertement  la  pref^* 
rence  ä celle  de  M.  de  Mendoza  sur  les  miennes  et  sur  toutes 
les  autres.  üepuis,  cette  mdtliode  est  devenue  plus  facile  en- 
core  par  la  publication  de  ses  tables.  Cet  ouvrage  est  le  plus 
complet,  le  niieux  connu,  le  plus  comniode  qui  ait  encore  paru 
sur  l'astronomie  nautique  (^).*‘ 

Mendoza  s’etait  aussi  occupe  ä perfectionner  les  Instruments 
nantiques  et  avait  decrit,  dans  les  Transactions  de  la  Societe 
royale  de  Londres  dont  il  dtait  membre,  un  nouveau  cercle  ä re- 
flexion.  II  mourut  a Brighton,  le  2 mai  1816,  du  desespoir  (*) 
d’avoir  trouve  dans  ses  tables,  parmi  des  inillioiis  de  nombres, 
un  nombre  qui  ätait  fautif. 

Uon  Jose  Rodriguez  qui  prit  part  avec  don  Jose  Cbaix  aux 


(1)  Le  capitaine  Richard,  de  la  marine  franqaise,  a pulilie  les  Prin- 
clpales  ’faöles  de  Mendoza  pour  la  prompte  reduclion  des  distances 
tUHOlres,  reviie«,  ciirrigde«  ou  refaite«  avec  sein,  avec  de«  titre«  et  de« 
explication«  en  franqui«  et  en  aiiglai«;  1 vul,  in-4°. 

(2)  On  dit  qii’il  «e  peiidit. 
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operations  geodesiques  execut^es  sur  le  littoral  de  TEspagoe  par 
Biot  et  Arago,  refit  ea  entier  les  calculs  laborieux  auxqaeU  don- 
n^rent  lieu  les  travaux  geodesiques  du  colonei  Lanibton  dans 
l’inde,  et  decouvrit  diverses  erreurs  qui  avaient  cnnduit  Delambre 
ä une  valeiir  trop  grande  de  raplatisseinent  du  globe  terrestre. 

Pour  terminer  ce  que  nous  avons  ä dire  de  l'astronoraie  en 
Espagne  au  dix-huitienie  siede,  nous  rappellerons  le  voyage  au- 
tour  du  raonde,  entrepris  par  les  ordres  et  aux  frais  du  gouver- 
nement,  pour  eiiricbir  la  geographie  et  l’histoire  naturelle.  Les 
oavigateurs  partirent  de  Cadix,  le  30  juillet  1789,  sur  deux  sloops, 
la  Decoucerte  et  le  Subtil,  le  premier  commandd  par  Malespina 
et  le  second  par  Bustamente,  et  ils  rentrerent  vers  la  lin  de 
1793.  Uurant  ces  dnq  annees  ils  executereiit  la  Serie  la  plus 
coniplete  de  travaux  astronomiques  et  phy.siques  qui  eüt  ete  en- 
treprise  jusqu’alors  sur  les  cotes  des  deux  beniispheres : nous  ci- 
teroiis  la  ddtermination  de  la  gravite  par  les  observatious  du 
pendule. 

XII.  Les  Acadimies  en  Espagne.  — Fondation  de  PAca- 
deinie  des  Sciences  exactes,  physigues  et  naturelles. 

L’Espagne  qui,  ä l’epoque  d’AIpbonse  X,  avait  donne  le  pre- 
mier  exemple  d'une  rdunion  de  savants  arabes,  juifs  et  cbretiens, 
installes  dans  le  palais  du  roi  pour  s’y  occuper  libreroent  de  que- 
stions  scientifiques,  devait  voir  passer  plusieurs  si^cles  avant  de 
posseder  une  Academie  dtablie  sur  des  bases  durables. 

Le  duc  d’Escalona,  anden  vice-roi  de  Naples,  eut  un  instant, 
SOUS  Philippe  V,  le  projet  de  fonder  une  Acaddmie  generale  des 
Sciences  et  des  arts,  oü  Ton  aurait  adopte  la  classilication  des 
conoaissances  bumaines  de  Bacon,  mais  cette  idee  ne  se  realisa 
pas.  On  se  botna  ä creer,  en  17 L3,  V Academie  espagnole,  dont 
l’objet  Principal  fut  „de  retablir,  de  cultiver  et  de  Gxer  l’elegance 
et  la  purete  de  la  langue  castillane  dans  tout  son  lustre  et  sa 
splendeur.“  L’ Academie  espagnole  a publie  un  dictionnaire  et  une 
grammaire,  a fait  impriraer  beaucoup  d’oeuvres  inedites  des  po€tes 
anterieurs  au  quinzieme  siede  et  a distribud  de.s  prix  de  poesie 
et  d’dloquence,  ä la  suite  de  concours  publics.  Vingt-cinq  ans 
apres,  un  decret  royal  dtablit  V Academie  de  Phistoire,  chargee 
„d’eclairdr  l’histoire  de  i’Espagne  dans  toutes  ses  parties,  en  la 
purgeant  des  erreurs  et  des  fables,  en  elucidant  les  doutes  rela* 
tifs  aux  faits  et  en  raettant  en  lumiere  les  evenements  les  plu< 
reniarquables,  leurs  effets,  leur  influence  sur  l'etat  moral  et  pby- 
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siqae  de  la  nation  et  ses  relations  avec  les  autres  pays/'  Plus 
tard,  SOUS  Charles  IV,  rAcadeinie  d’histoire  Tut  egalement  cbar- 
gee  de  l'iuspection  et  de  la  Conservation  des  monunients  antiques. 
Elle  a fait  des  publications  importantes  et  forme  une  precieuse 
Collection  de  docuinents  originaux  (*). 

Les  Academies  dont  nous  venons  de  parier  susciterent  natu- 
rellement  les  reclamations  des  Espagnols  qui  s'interessaient  en- 
core  aux  Sciences:  ils  demandercnt  qu’on  creat  pour  celles-ci  une 
Institution  scmblable ; c’etait,  disaient-ils,  un  nioyen  de  les  relever 
et  d’en  propager  le  goüt.  Mais  rien  ne  se  fit  du  temps  de  Phi- 
lippe V,  et  il  fallut  attendre  le  regne  de  Ferdinand  VI.  Alors, 
par  l'ordre  du  ministre  Carvajal,  on  prepara  le  plan  d’une  Aca- 
deniie  generale  des  Sciences,  des  lettres  et  des  arts,  dont  le  siege 
devait  etre  ä Madrid;  on  depecha  ä Rome,  Paris,  Londres,  Am- 
sterdam, Bologne,  un  grand  norabre  de  pharmaciens,  medeciiis, 
antiquaires  et  homraes  de  lettres,  pour  y etudier  les  diverses 
mcthodes  suivies  dans  Tenseignement  des  Sciences  et  des  diffd- 
rentes  branches  de  la  litterature,  et  Ton  acheta  ä Londres  une 
Collection  d’instruments  de  physique  et  de  mathematiqiies  destiiies 
ä la  future  .\cademie.  Mais  le  projet  du  ministre  Carvajal  echoua 
comme  avait  echoue  celui  du  duc  d’Escalona:  les  Instruments 
qu'on  avait  achetes  furent  deposes  au  seminaire  des  nobles,  et 
il  fallut  attendre  cncore  longtemps. 

Le  7 fevrier  1834,  un  decret  royal  institua  V Academie  des 
tciences  naturelles  de  Madrid.  Le  moment  n’etait  pas  trds-fa- 
rorable,  l’Espagne  se  debattait  au  inilieu  de  la  guerre  civile  et 
Ion  ne  pouvait  songer  ä doter  la  nouvelle  institution;  mais  c’etait 
beaucoup  dejä  d’avoir  cree  un  centre  de  reunions  scientifiques, 
ct  l'Academie  de  1834  doit  etre  consideree  comme  le  germe  et 
l’avant-coureur  de  V Academie  des  Sciences  exacies,  physir/ues  et 
naturelles,  qui  fut  fondee  par  un  decret  royal  du  ‘25  fevrier  1847 
et  ä laquelle  furent  attribues  les  avautages  et  les  prerogatives 
■tont  jouissaient  les  autres  Academies  nationales. 


X///.  L' Organisation  de  l’Acadhnie  des  Sciences.  Son  oljet. 

Le  decret  du  25  fevrier  1847  fixait  ä trente-six  le  nombre  des 
■nembres  de  l'Academie  des  Sciences;  la  moitie  etaient  nommes 


(1)  Oatre  l’Academie  espagnole  et  l’Academie  d’hiitoire,  Philippe  V 
tondu  encore  (en  1744)  l’Academie  de  Saint- Ferdinand,  pour  la  culture 
<tc«  beaux-arta. 
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par  le  decret  menie,  et  ceux-ci  proc^dereut  le  3 avril  ä l'electioii 
deM  dix  buit  menibrea  restant«. 

L’installation  solennelle  eut  lieu  le  25  du  ro4me  niois.  Le 
ministre  du  commerce,  de  l’iiistructiori  et  des  travaux  publics,  qui 
prdsidait  la  ceremonie,  proiioii^a  uu  discours  auquel  repondit  le 
President  intdriniaire,  le  marquis  del  Socorro. 

L’Academie  s’occupa  ensuite  de  dresser  ses  Statuts  en  pre- 
iiant  pour  modeles  les  meilleures  constitutions  academiques  de 
tous  les  pays. 

Ce  travail  terraine  et  les  statuta  ayant  re^u  i’approbation  de 
la  reine,  l’Academie  se  constitua  ddfinitivement  le  5 avril  lS4ä. 
Don  Antonio  Remon  Zarco  del  Valle  fut  elu  prdsident,  le  niar- 
quis  del  Socorro,  vice-prdsident,  et  doii  Mariano  Lorente,  secre- 
taire  gdneral(^).  On  nomma  dgalement  les  presidents  et  les  se> 
cretaires  des  trois  sections  des  Sciences  exactes,  des  Sciences 
pbysiques  et  des  Sciences  naturelles  entre  lesquelles  les  membres 
avaient  ete  repartis  d’une  maniere  dgale. 

Les  Statuts  creaient  trente  six  places  de  membres  correspoo- 
dants  natioiiaux  et  un  mdme  nombre  de  places  de  correspondacts 
etrangers.  Les  membres  effectifs  devaient,  au  momeut  de  laut 
election,  avoir  leur  residence  habituelle  a Madrid. 

L’objet  de  l’Acaddmie  etait  la  culture,  l’avancement  et  la  pro- 
pagation  des  Sciences  exactes,  pbysiques  et  naturelles. 

Les  moyens  de  remplir  cet  objet  comprenaient : les  investiga* 
tions  de  toute  esp^ce  sur  les  differentes  branches  des  scieocea 
prementionnees,  l’acquisition  de  donndes  relatives  aux  progrds 
des  dites  Sciences  au  dedans  et  au  dehors  de  l’Espagne ; la  cor- 
respondance  avec  les  corporations  et  les  savants  natiooaux  et 
etrangers;  la  discussion  des  traites,  rodraoires  et  autres  dcrita 
prdsentds  ä l’Acaddmie;  la  formation  d’une  bibliofhdque  spdciale, 
coniposee  des  ouvrages  et  recueils  pdriodiques  scientifiques  lea 
plus  accredites;  la  formation  d’un  cabinet  de  physique  et  de  me- 
canique  et  celle  d’un  laboratoire  de  chimie;  la  formation  de  col- 
lections  d’objets  d’histoire  naturelle,  particuliereraent  des  provinces 
de  la  Pdninsule  et  de  celles  d’outre-mer,  la  publication  annuelle 


(I)  Lorente  avait  rempli  le«  indines  fooctioni,  b partir  de  1836,  > 
l’Academie  de»  Science»  naturelles  de  Madrid  : c’etait  un  luedecin  faoii- 
liarise  avec  le»  »cieuaes  pbysiques  et  naturelle».  11  niourut  en  1861 
fut  reuiplacc  par  M.  Aguilar,  directeur  de  l’obserratoire  de  Madrid. 
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du  resunie  des  actes  de  l'Academie;  la  publication  de  ses  me. 
nioires,  rapports  et  autres  ecrits  qu’elle  jugerait  opportan  d’ira- 
prinier;  la  inise  au  coocours  et  l’adjudicatioD  de  prix  sur  des 
questioQs  iniportantes  des  Sciences  exactes,  pbysiques  et  natu- 
relles. 

Les  membres  et  les  correspondants  nationaux  pouvaieiit  etre 
demissiunnes,  les  uns  pour  avoir  cesse  de  reniplir  leurs  ibiictions 
peiidant  un  an  sans  empechement  legitime  au  jugeraent  de  l’Aca- 
demie,  les  autres  pour  avoir  cesse  d’executer  les  travaux  qui  leur 
avaient  ete  reconimandes  ou  pour  n’avoir  remis  aucua  travail  ä 
la  Corporation  pendant  plus  de  deux  ans. 

Le  President  etait  elu  pour  trois  ans,  le  vice-president  et  le 
vice-secrdtaire  pour  deux  ans,  le  trdsorier  et  le  coraptable  pour 
nn  an.  Le  secretaire  general  etait  perpetuel. 

L’.\cademie  se  reunissait  en  seance  publique,  au  commence- 
nent  de  novembre,  pour  rendre  le  compte  annuel  de  ses  trauvaux 
et  proclamer  les  prix  qui  avaient  ete  decernes.  La  rdception  des 
academiciens  nouvellement  elus  avait  dgalement  lieu  en  seance 
publique:  le  recipiendaire  devait  lire  un  discours  auquel  rdpondait 
le  President 


XIV.  Les  trauvaux  de  P^Icademie  des  Sciences, 

Les  Statuts  portaient  que  l’Academie  publierait  une  revue 
mensuelle  desprogres  des  Sciences  exactes,  pbysiques  et  naturelles. 
Cette  revue  devait  offrir  un  resume  ou  une  analyse  de  ce  que 
les  actes  periodiques  et  scientifiques  d’Espagne  et  de  l’dtranger 
contiendraient  de  plus  remarquable.  L’.4cademie  s’en  occupa  im- 
niediatement,  et,  ä la  fin  de  1857,  le  secretaire  perpetuel  consta- 
tait  dans  son  rapport  que  le  tome  Vll  de  cette  utile  publication 
etait  sur  le  poiut  d'etre  termind.  M.  Agnilar  y avait  insere  un 
memoire  sur  la  latitude  de  son  observatoire  et  ses  observations 
des  occultations  d’etoiles  et  de  planetes  pair  la  lune;  les  observa- 
tions meteorologiques  faites  ä Madrid  et  en  d’autres  points  de 
l'Espagne  y paraissaient  egaicment. 

L'Academie  eut  aussi  le  projet  de  ibrmer  un  dictionnaire  ou 
vocabulaire  des  termes  tecbniques  usites  dans  les  differentes  bran- 
ches  des  Sciences  qui  etaient  de  son  ressort.  Mais  cette  idee 


(1)  L’Acadimie  decida,  en  1859,  que  le  prdeideat  pourrail  *e  faire 
remplacer  pour  cet  ubjet  par  un  autre  membre. 
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parait  avoir  etä  abandonn^e,  apres  avuir  re^u  uo  conimenceineDt 
d’ex^cution. 

Les  prix  offerts  par  l’Academie  eurent  d’abord  peu  de  succes; 
dane  les  premieres  ann^es,  eile  ne  regut  en  reponse  ä ses  que- 
stions  que  de  rares  niemoircs,  la  plupart  du  temps  sans  valeat 
aucune;  niais  plus  tnrd,  les  choses  cliangerent  d’aspect:  les  hom- 
nies  qui  se  distinguaient  le  plus  eii  Espagne  par  leur  Science  et 
leur  activite  cniiimenc^rent  ä concourir.  „Ce  resultat,  disait  en 
1862  le  secretaire  perpetuel,  M.  Aguilar,  est  une  preuve  certaine 
de  l'impartiulite  et  de  l’esprit  de  justice  que  tous  reconnaissent 
ä l’Academie;  il  demontre  en  nieme  terops  que  les  etudes  seien- 
tiGques  se  developpent  de  plus  en  plus  chez  nous  et  temoigne 
du  grand  interet  et  de  i’utilite  reconnue  des  questions  proposees.“ 
Ces  questions  ont  pour  objet  de  reebereber  la  solution  de  pro- 
blemes  d’une  application  immediate  aux  besoins  de  la  Science  en 
general  et  ä ceux  de  l’Espagne  en  particulier. 

Le  gouvernement  institua,  de  son  cdte,  differents  concours, 
dont  le  jugement  fut  attribue  ä l’Academie.  II  s’agissait,  en  pre- 
mier  lieu,  de  reebereber  les  causes  des  secheresses  constantes 
qui  desolaient  les  prorinces  de  Murcie,  d’Alicante  et  d’Almeoa: 
l’Academie  regut  quinze  reponses  et  couronna  deux  memoires. 
Vint  ensuite  la  coroposition  de  quatre  nianuels,  le  preniier  poui 
la  physique,  le  second  pour  la  niecanique,  le  troisierae  et  le  qaa- 
trieme  pour  la  ebimie  et  la  geologie  appliquees  ä l’agrieulture  et 
aux  arts  industriels.  Les  prix  ä gagner  etaient  de  20,000  reaur 
ebaeun:  TAcadeniie  regut  dix-huit  memoires  et  couronna  les  ma- 
Duels  de  physique  et  de  geologie. 

Parmi  les  questions  qui  ont  occupe  l’Academie,  il  convient 
de  citer  la  carte  geodesique  de  l’Espagne:  eile  fut  chargee  de 
presenter  un  rapport  au  gouvernement  sur  les  moyens  a employer 
pour  l'exdcution  de  ce  travail  dont  nous  parlerons  plus  tard. 
L’Acad^mie  attachait  une  haute  importance  ä tout  ce  qui  concer- 
nait  le  territoire  national ; les  premiers  memoires  inseres  dann 
ses  recueils  ont  pour  objet  la  geologie  de  la  Peninsule,  la  fauoe 
espagiiole,  l’ornithologie  de  differents  points  de  l’Espagne,  l'by- 
drologie  mindrale  de  l’Espagne,  la  gdographie  physique  et  topo- 
graphique  de  quelques- unes  de  ses  parties,  la  meteorologie.  Les 
Premiers  prix  furent  decernes  aux  auteurs  de  memoires  sur  la 
geognosie  agricole  des  provinces  des  Asturies,  de  Pontevedra  et 
de  Vizeaya,  et  nous  la  voyons  continuer  ä mettre  au  concours 


Digitlzed  by  Google 


nailly:  L’Espagne  scienttflqut. 


407 


la  description  d'ane  des  provinces  de  l’Espagne  saos  ddsigna- 
tion  (’). 

L’Acaddmie  Tut  egalement  consaltee  sur  Ic  roeilleur  Systeme 
de  telegraphes  electriques,  aerien  ou  Souterrain,  ä preferer  pour 
le  vaste  reseau  que  le  gouvernement  avait  resolu  d’etablir.  Sou 
rapport,  qui  a dtd  insere  dans  le  recueil  des  mdmoires,  renferme 
une  discussioD  etendue  de  la  question  scientifique,  et  apr^s  avoir 
examine  les  resultats  des  deux  sj'stemes,  se  prononce  en  faveur 
du  Systeme  aerien. 

Plus  fard,  nous  la  voyons,  toujours  ä la  demande  de  l’^tat, 
s'occuper  de  Former  des  catalogues  d'instruments  et  appareils  ne- 
cessaires  aux  cabinets  de  physique  et  de  chimie  des  universitds 
et  des  etablissements  d’enseignement  moyen. 

Pendant  l’annee  academique  de  1861  ä 1862,  eile  est  appelee 
ä donner  son  avis  sur  le  projet  de  publier  le  Code  du  savoir 
mtronomique  ^(Saber  de  astronomia)  du  roi  Alphonse;  et  le  24 
mai  1862,  la  reine  decrete  que  le  texte  original  sera  imprime  aux 
frais  de  l’^tat,  avec  les  annotations  et  commentaires  de  I’acade* 
micien  don  Manuel  Rico  y Siiiobas. 

Le  decret  dont  nous  venons  de  parier  etait  une  nouvcllc 
pteuve  de  l'interet  que  le  gouvernement  espagnol  portait  ä l’astro- 
nomie.  En  1860,  il  avait,  a la  demande  de  l’Academie,  pris  tou- 
tes  les  mesures  necessaires  pour  faciliter  l’observation  de  l’eclipse 
totale  du  soleil  du  18  juiliet,  qui  devait  etre  visible  dans  une 
rone  etendue  du  territoire  espagnol.  Par  sÄs  soins  et  par  ceux 
des  directeurs  des  observatoires  de  San  Fernando  et  de  Madrid, 
uo  excellent  accueil  fut  Fait  aux  astronomes  etrangers  et  toutes 
les  Facilites  leur  Furent  dunnees  pour  accomplir  la  mission  dont 
ils  etaient  charges. 

J’ai  dit  que  les  academiciens  devaient,  en  vertu  des  Statuts, 
prononcer  un  discours  lors  de  leur  reception.  Le  sujet  en  est 
pris  ordinairement  dans  la  Science  qui  a etö  l’occupation  princi- 
pale  du  recipiendiaire,  et  le  discours  presente  un  aper^u  des  pro- 
gres  de  cette  Science  depuis  une  epoque  plus  ou  nioins  eloignde: 
quelqueFois  il  est  complete  par  la  rdponse  du  prdsident  ou  de 
son  delegud. 


(1)  Od  sc  rappellci-a  que  t'Aradcinio  de  Bcigiqiie  propnsa  siiccessi- 
*<=inent  la  descriptiun  genlogique  de  ses  difTcrentes  provinces  et  facilita 
ainti  l’exdcntinn  de  la  carte  generale  de  M.  Diimont. 
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Voici  quelques-uns  de  ces  discours  qae  j'ai  remarqoe»  et 
dont  j’ai  tire  parti  dans  la  rddaction  de  mon  travail : — Discours 
sur  rimmense  ddveloppement  que  lea  mathdmatiqaes  ont  regn 
depuis  le  dix-septiime  si^le;  par  D.  Manuel  Monteverde.  — Re- 
sumd  de  l’histoire  et  des  progrds  de  l’astronomie;  par  D,  Antonio 
Agnilar  y Vela;  et  rdponse  du  prdsident,  D.  Antonio  Remon  Zaren 
del  Valle.  — Discours  sur  les  progrds  de  la  geodesie;  par  D. 
Frutos  Saavedra  Meneses.  — Discours  sur  l'importance  et  les 
applications  des  dtudes  geologiques;  par  D.  Ranion  Pellico  ; et 
reponse  de  D.  Rafael  de  Amar  de  la  Torre.  — Discours  sur  l’io- 
fluence  des  Sciences  exactes  et  naturelles  dann  les  arts  de  con* 
struction  et  particulierement  dans  ceux  oü  le  fer  entre  comme 
element  principal;  par  D.  Lucio  del  Valle;  et  rdponse  de  D.  Ci- 
priano  Segundo  Montesino.  — Discours  sur  l’origine  et  les  pro- 
gres  des  instrumenta  d’astronomie  et  do  geodesie;  par  D.  Carlos 
Ibaüez  e Ibanez;  et  reponse  de  D.  Antonio  Aguilar  y Vela. 

L’Academie  des  Sciences  de  Madrid  eiit  d'abord  ä lutler 
contre  Tindifference  du  public:  ,,L’existence,  les  traftraux  et  Tobjef 
de  l’Acaddmie  sont  mieux  connus  ä l’dtranger  que  dans  notre 
propre  pays“,  disait  en  1853  le  secretaire  perpdtuet.  Peu  ä peu. 
une  rdaction  s’opera  a son  profit;  tout  le  monde  voulut  en  faire 
partie,  les  places  d'.academicien  etaient  recherchees  arec  une  ar- 
deur  Sans  egale;  on  mettait  en  Campagne  des  profecteurs  pnis- 
sants  pour  les  obtenir,  mais  les  Statuts  exigeaient  que  les  candi- 
data  se  fussent  distingues  notablement  dans  une  des  Sciences 
exactes,  physiques  ou  naturelles  et  les  intrignes  ailaient  se  bri.ser 
contre  cet  obtacle  ir\purmontable.  D’un  autre  cdte,  quand  l’Aca- 
demie  eut  acquis  de  l’autoritd,  les  chercheurs  de  la  qnadratnre 
du  cercle,  les  inventeurs  de  machines  impossibles,  les  auteurs  de 
projets  ridicules  ou  de  livres  ineptes  s’appliquerent  ä exploiter 
cette  antoritd  et  ä placer  sous  le  manteau  de  l’Academie  lenrs 
reves  ou  leurs  sottises;  pour  rdussir,  ils  se  servaient  de  l’lnter- 
mediaire  du  gouvernement,  mais  ils  dchouerent  comme  les  deman- 
deurs  de  places. 

L’Academie  epronva  aussi  une  certaine  peine  ä se  loger  con 
venablement:  quand  je  la  visitai  en  1865,  en  compagnie  de  M- 
Aguilar,  son  secretaire  perpetuel,  eile  ^tait  installde  dans  ane 
dependance  de  la  direction  generale  de  l’instruction  publiifue. 
Sa  bibliotheque  reunissait  dejä  un  grand  noinbre  d’ouvrages  offerl« 
pour  la  pliipart  en  present,  mais  je  ne  me  rappelle  pas  aroir  vu 
le  laboratoire  ni  les  collections  d'instruments  que  les  Statuts  ran- 
geaient  au  norobre  des  moyens  propres  ä reroplir  l'objet  de  fin- 
stitution. 
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Ä'A'JT.*^  La  carte  geodisitjue  de  PEspagne. 

On  avait  pens^  ä differentes  reprises  en  Espa^ne  ä lever  la 
carte  gdoddsique  du  pays:  nous  arons  tu  que,  vers  la  fin  du 
siede  dernier,  un  corps  d’ingenieiirs  cosmographes  de  l’!^tat  avait 
ete  crdd  dans  ce  but,  mais  rien  ne  se  fit  et  il  fallut  attendre  en- 
core  ciiiquante  ans  avant  qu’on  ne  mit  serieusement  la  main  i 
l’oeuvre. 

C’est  an  niinist4re  du  fomento  qii’on  doit  l’initiative  de  ce 
grand  projet:  l’arrete  royal  du  12  juillet  1849  etablissant  la  Com- 
mission de  la  carte  geologique  instituait  une  section  chargde  de 
la  carte  gdograpbique.  Le  11  janvier  1853,  cette  section  dtait 
remplacäe  par  une  junte  directrice  avec  le  gdneral  don  Manuel 
de  Monteverde  pour  president.  Le  14  octobre  suivant,  la  nouvelle 
junte  devenait,  ä titre  de  corps  consultatif,  une  döpendance  immd- 
diate  dn  minist4re  de  la  guerre,  et  le  brigadier  don  Fernando 
Garcia  de  San  Pedro  preiiait  la  directinn  des  travaux,  le  gendral 
de  Monteverde  ayant  re^u  une  mission  ä l’dtranger.  Des  le  27 
octobre,  San  Pedro  avait  termine  uo  plan  d'operations  qui  fut 
approuve  par  le  gouvernement  et  n’a  pas  subi  depuis  d'altdration 
essentielle. 

Le  plan  dont  nous  parlons  consistait  ä reconnaJtre  le  pays 
dans  toute  son  etendue,  afin  de  Former  les  projets  de  differentes 
cbaines  gdoddsiques  de  premier  ordre  dans  les  directions  du  nord 
au  sud  et  de  1’e.st  ä l’nueat,  et  de  diviser  le  territoire  en  quadri- 
lateres  d’environ  deux  degrds  de  cdte,  en  prenant  comme  lignes 
de  ddpart  le  mdridien  et  le  parallele  de  Madrid : une  autre  chaine, 
dgalement  de  premier  ordre,  devait  suivre  la  direction  des  cdtes 
et  ddterminer  leur  contour.  Une  base  devait  etre  niesuree  au  cen- 
tre  de  l’Espagne,  et  d’autres  bases  de  vdrification  serviraient  ä con- 
trdler  la  marche  du  travail:  de  plus,  des  observations  astronomi- 
ques  seraient  faites  aux  points  qu'on  jugerait  le  plus  avantageux. 
Enfin,  un  rdseau  de  triangles  couvrirait  l’espace  interieur  de  cha- 
que  quadrilatere,  en  partant  des  cdtds  des  cbaines  gdodesiques 
et  compidterait  ains'i  l'ensemhle  des  travaux  de  premier  ordre. 

Les  opdrations  commencdrent  le  23marsl854:  deux  sections, 
composdes  cbacune  de  trois  officiers,  entrerent  en  Campagne; 
deux  autres  officiers  partirent  pour  i’dtranger  avec  la  mission 
d’acheter  des  Instruments  et  d’dtudier  les  mdthodes  les  plus  nou- 
relles  employdes  chez  les  autres  nations  dans  l’execution  de 
lenrs  cartes  gdographiques.  Avant  de  se  mettre  en  route,  ces 
officiers  avaient  proposd  et  fait  accepter  un  projet  d'appareil  per- 

•)  V.  pBg.  379. 
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fectionnö  pour  roesurer  les  bases,  appareil  qui  fut  exäcute  ä Paris  | 
SOUS  teur  direction  (*)  par  Brunner  et  servil  plus  tard  pour  l'op4-  j 
ration  dont  il  est  question.  A la  mort  du  brigadier  Bau  Pedro, 
survenue  en  juillet  1854,  on  apporta  quelques  modifications  k son  | 
plan,  dans  le  but  de  l’ara^liorer.  II  fut  resolu  qu’on  mesurerait  ; 
un  arc  de  parallele  et  un  arc  de  nieridien  avec  toute  la  riguenr  < 
pussible.  M.  Aguilar,  directeur  de  l’observatoire  de  Aladrid,  se 
chargea  des  op^rations  aslronomiques  du  nieridien  et  du  parallele 
de  Madrid,  afin  que  les  longitudes  et  latitudes,  determinees  avec 
la  plus  grande  exactitude,  pussent  etre  cumparees  avec  celles 
d^duites  des  triangulations  geodesiques;  il  entreprit  en  m4me  j 
temps  de  fornier  un  catalogue  d’etoiles  circomzeoitbales  eutre  les  ^ 
paralleles  dans  lesquels  le  territoire  espagnol  se  trouve  compris, 
pour  servir  ä la  deterinination  des  latitudes  geugraphiques. 

Jusqu'ä  la  fin  de  1839,  le  nombre  des  officiers  employes  aux 
travaux  de  la  carte  n’alla  janiais  au  delä  de  onze:  le  preniier 
sein  de  la  Commission  de  statistique,  qui,  ä partir  de  1860,  fut 
cbargee  de  la  continuation  des  travaux  (^),  fut  d’augmenter  le  per- 
soiinel  et  le  niateriel , afin  d’activer  les  op^rations.  Mais  la 
guerre  contre  le  Maroc  vint  contrarier  ses  projefs,  et  eile  dat 
attendre  la  fin  de  cette  lutte  pour  voir  porter  a dix-huit  le  nombre 
des  officiers  de  la  carte.  II  n’entre  pas  dans  notre  cadre  de  de> 
crire  les  travaux  qui  ont  ete  executes  depuis ; iious  nous  borne*  \ 
rons  ä dire  que,  des  l’annee  1862,  la  triangulation  de  l'Espagne  ^ 
efait  reliee  ä celles  de  la  France  et  du  Portugal.  1 


XXXI.  Le  cadastre.  Les  travaux  geologi^ues,  forestiers  et 
hydrographigues,  Les  travaux  meteorologigues. 

La  junte  de  statistique  dtait  dgalement  cbargde  de  former  le 
cadastre,  c’est>ä-dire  de  determiner  l’etendue  et  la  valeur  des 
biens-fonds,  afin  d’arriver  a une  rdpartition  dquitable  de  l’inipdt. 
La  topograpbie  du  pays  dtait  la  base  essentielle  de  ce  travail; 
eite  se  rattachait,  d’un  autre  cdte,  ä la  carte  geodesique  dont  eile  ^ 
etait  le  coroplement:  la  junte  y apporta  donc  tous  ses  soins.  ^ 

II  fallut  avant  tout  creer  un  personnel  capable:  une  dcole 


(1)  Experiencias  Aec/ias  con  el  aparn/n  de  medir  bases  pertene- 
ciente  d la  comisUm  del  mapa  de  Espa7ia,  l vol.  in-8«.  Madrid,  1859, 
Cet  oiivrage  a dtd  traduit  en  franfais  par  .M.  Laiissedat,  cnpitaine  d’dlgt- 
inajnr. 

(2)  Kn  vertu  de  la  loi  du  5 jnin  1859. 
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«peciale  de  topo^raphie  fut  inauguree^  dans  ce  but,  des  les  pre- 
niers  joors  de  1860.  On  arreta  ensnite  tous  les  details  des  ope- 
ations,  et  j’ai  pu  voir,  en  1865,  des  cartes  doiinant  pour  la  pro- 
'ince  de  Madrid  iine  Image  Gdele  du  terrain  avec  la  repr^seiita- 
ion  de  ses  plus  petits  accideiits. 

Des  que  la  loi  du  5 juin  1859  eut  admis  en  Espagne  le  sy- 
«teme  parcellaire,  la  geologie  acquit  uue  nouvelle  iniportance. 
Les  etudes  theoriques  qui  se  faisaient  dans  les  uuiversites  et 
lilleurs  furent  alnrs  mises  ä proflt  pour  determiner  la  qualit^  de 
a parcelle.  On  rassembla  le.s  mat^riaux  ddjä  obtenus  pour  la 
lorraation  de  la  carte  geologique  du  pays  et  l’on  organisa  trois 
brigades  chargees  de  les  completer. 

L’annde  1860  vit  ögaleroent  s’organiser  les  travaux  forestiers, 
afin  d’arriver  ä uiie  connaissance  approximative  de  la  richesse 
des  forets  du  pays  sous  le  triple  point  de  vue  naturel,  economi- 
qne  et  administratif.  On  chercba  aussi  ä determiner  la  richesse 
des  eaux  qui  courent  ä travers  le  territoire  espagnol:  l’initiative 
de  ces  travaux  appartenait  ä la  commission  de  la  carte  gdologi- 
qse;  eile  avait  pour  la  premi^re  fois  en  Espagne  etudie  les  cours 
d’eau  de  la  province  de  Madrid. 

EnGn,  la  loi  du  5 juin  1859  avait  conGd  ä la  commission  de 
etatistique  la  direction  des  etudes  et  des  travaux  ra^teorulogiques 
ä faire  pour  ddterminer  les  dififerents  didments  de  la  climatologie 
de  l’Espagne:  sur  le  rapport  de  la  commission  un  decret  royal 
da  5 mars  1860  etablit  vingt-deux  stations  pour  l’observation  de 
I»  temperature,  de  la  pression  atmospherique,  de  l’dtat  hygromd- 
•rique  de  l’air,  de  la  direction  et  de  la  force  du  vent,  de  la  pluie 
et  de  quelques  autres  phdnomdnes  intdressants  et  faciles  ä an- 
»oter.  Ces  stations  n’avaient  pas  dtd  choisies  au  Hasard,  mais 
on  avait  cherchd  ä concilier  autant  que  possible  les  besoins  de  la 
icience  avec  les  ressources  des  localitds;  un  ddcret  postdrieur 
*)n  10  aodt  1861  ordonna  de  transmettre  par  le  tdldgraphe  a la 
jnnte  gdndrale  une  au  moins  des  observations  diurnes  faites  dans 
les  stations. 


• li«U  XLVIll. 
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XXX. 

Allgemeine  analytische  Entwickelung  der  Theorie  der 

Kräftcpaare. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Ich  habe  in  dieser  Abhandlung,  welche  als  eine  Fortsetzung 
meiner  Abhandlung  Tbl.  XLVI.  Nr.  XIII.  betrachtet  werden  kann, 
die  Theorie  der  Kräftepaare  allgemeiner  und  vollständiger  ab 
dies  gewöhnlich  geschieht  zu  entwickeln  versucht,  und  glaube, 
dass  diese  Entwickelung  auch  manches  mir  Eigentbümliche  ent- 
halten wird.  Allerdings  eignet  sich  die  Theorie  der  Kräftepaare 
auch  besonders  zu  einer  mehr  geometrischen,  die  Anschaulichkeit 
fördernden  Behandlung,  welcher  Weg  bisher  auch  vielfach  betreten 
worden  ist;  wenn  man  aber  wirkliche  und  weitere  Anwendungen 
von  der  genannten  Theorie  machen  will,  so. scheint  mir  doch  die 
analytische  Behandlung  wesentliche  Vorzüge  zu  besitzen,  worin 
vorzüglich  die  Veranlassung  zu  den  in  dieser  Abhandlung  vor- 
liegenden Entwickelungen  zu  suchen  ist. 


I. 

Vorbereitende  Sätze. 


§.  1. 


Wir  wollen  zuerst  die  veränderlichen  Grössen  x,  y,  z so  be- 
stimmen, dass  die  Grösse: 

u=yr  (a  -b  yy  — |Sr)*  -4(6  -I-  «2  — yx)*  -\-(c+ßx  — oy)*. 
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oder  die  Grüsse: 

= («  + yy  — /Si)®  + (6  + «s  — ya.)*  ■\-(c\-ßx  — ayY, 

ein  Minimum  nird,  wobei  wir  natürlich  annebroen  müsaen,  dass 
die  Grössen  o,  ß,  y nicht  sämmtlich  verschwinden,  weil  ja,  wenn 
(lies  der  Fall  wäre,  u den  constanten  Werth 

+ 6*  + c* 

haben  würde,  und  also  von  der  Bestimmung  der  Grössen  x,  y,  z 
in  der  angegebenen  Weise  offenbar  gar  nicht  die  Rede  sein 
könnte. 

Setzt  man  für  x,  y,  i beliebige  andere  Werthe,  die  wir  im 
Allgemeinen  beziehungsweise  durch  x-\-Jx,  y-\-Ay,  zi-Az  bezeich- 
nen wollen,  und  bezeichnet  den  diesen  letzteren  Werthen  der 
veränderlichen  Grössen  entsprechenden  Werth  von  u durch  Ui;  so 
ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

M,®  = u^  + 2(a+yy  — ßz)(yAy-ßAz) 

-^•2(6-|-oz  — yx)(aAz  — yAx) 

-t-2(c  + ßx  — ay){ßAx  — aAy) 

-f-  {yAy  — ß Az)^+  (aAz  — yAx)^  ■{-  (ßAx  — a Ay)^ 

= «®  + 2|  j3(c-f  ßx  — oy)  — y(6  + 02  — yx)\Ax 
+ 2 1 (y(a  +yy  — ßz)  — a(ci-ßx—ay)\Ay 
+ 2\a(b+ciz  — yx)  — ß(a  + yy  — ßz)\Az 
-f  (yAy — ß^i)^  + (aAz — y Ax)^  (ßAx  — aAy)^. 

Bestimmt  man  nun  die  Grössen  x,  y,  z so,  dass  den  drei 
bleicbungen : 

a(b-\^az  — yx)—ß(a-\-yy  — ßz)=Q, 

ß(c^ßx  — ay)—y{b-\-ttz~yx)  — 0, 

y(a-\-yy—ßi)—a(c-\-ßx—  ay)  = 0 

genügt  wird ; so  ist  offenbar,  wenn  tt  und  tl|  die  den  auf  diese 
Weise  bestimmten  Werthen  der  veränderlichen  Grössen  ent- 
sprechenden Werthe  von  » und  U{  bezeichnen,  für  alle  Werthe 

von  Ax,  Ay,  Az  immer  it|  ^ u,  also  ti  der  kleinste  Werth  oder 
<las  Minimum  von  u.  Bezeichnen  wir  jetzt  die  Werthe  von  x, 
y>  z,  welchen  das  Minimum  u von  u entspricht,  respective  durch 
G9, so  müssen  also  r,  t),  } nach  dem  Obigen  aus  den  Gleichungen: 


28  • 
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l a{b+a:}  — yr)-ß(a-i-yt)  — ß})z=0, 

1)  . . . . I j5(c+/Jjr  — oi>)  — y(6+ej  — yr)  = 0, 

V y(a+7y  — /Sx)  — a(c+^r  — Ol))  = 0 
oder  aus  den  Gleichungen: 

, (Sc— y6  + (o*  + /3*  + y*)j:— o(ojr  + ^i)  + yj)  = 0, 

2)  . . . I ya— «c  + (o*  + |S*+y*)D— /5(ojr+/Si)  + y?)  = 0. 

' o6— /Sa  + (o*  + /3*  + y*)j— y(or  + /Si)+yy)  = 0 
bestimmt  werden. 

Bestimmt  man  aber  f,  t),  ; mittelst  der  Gleichungen: 


ßc—yb  + («*  + ^*  + y*)r  = 0, 

3) I ya— «c+(o*  + |S®+y*)t)  = 0, 

’ o6— jSa  + («*+|S*  + y*)?  = 0; 


so  ist,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit  o,  jS,  y 
multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt: 

a(ßc — yb)+ß(ya  — cc)  +y(o6  — ßa) 

+ (o*  + j3*+y®)(a)r  + (Si)  + yj) 

also : 


(«*  + ß*  +y*)(oy  + ßt}  + yj)  = 0. 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  o,  ß,  y nicht  sämmtlich 
verschwinden,  also  auch  o®+^®+y*  nicht  verschwindet: 

ar+ßt)-i-Yi  = 0, 

so  dass  also,  wenn  x,  i),  ; mittelst  der  Gleichungen  3)  ^bestimmt 
werden,  die  Gleichungen  2)  oder  1)  erfüllt  sind,  wie  es  erforder- 
lich ist. 


Aus  den  Gleichungen  3)  ergeben  sich  aber  auf  der  Stelle  die 
folgenden  Werthe  von  r,  i),  J: 


4) 


X 

• s •> 
} 


■X 


Weil; 


ßc  — yb  by — cß 

«* +F+?  ~ ’ 

ya  — an  ca — ay 

ö*+jS*+y‘X  ~ ö*-f/Sa+y*  ’ 

ab — ßa  aß  — ba 

o*-HS*  + y“  ~ ö*+/S*+y*' 
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ß(|3c  — yb)-\-ß{ya  — ac)-\-y(ab — ^a)  = 0, 

a{ße  — yb)-\-b(ya  — oc)  + c(«Ä — ßa)  = 0 

ist,  80  ergeben  sich  aus  den  Formeln  4)  unmittelbar  die  beiden 
folgenden  Gleichungen; 
gj  .(  ccx+ßtf  + y}z=zO, 

^ ar+6ij+fj  = 0. 

Ferner  ergiebt  »ich  aus  denselben  Formeln: 


oder : 


6). 


a+yt)  — ß}  = a- 


(o® + (3* + y®)a  — a(aa  -f  ^6  4-  yc) 

■ ' 


t . 1.  (a*+/S®+y*)6— /S(oa  + /J6+yc) 

6 + «J  - yr  _ 6 

c+px—at>-c—  ' 

....  o-  ttiaa  + ßb  + yc) 
a + yt}—ß}  - • 


1 6 +CKJ  — yr  = 


ß(aa  + ßb+yc) 


oH|3®  + y®  ’ 

. Ä,  _ y(“o+/?6  f yc). 

\ c + ßt  — at)—  > 


folglich  nach  dem  Obigen : 

7)  u®  = 

oder: 

8)  


(aa  + jSft+yc)* 

«*  + ^+y*  ' 


„ — + + +yt^ 

V^o®+/3®+y®’ 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grösse  aa  + ßb-i-yc  positiv  oder  negativ  ist;  dies  ist  der  kleinste 
IVerth  oder  das  Minimum  von  u. 
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Bemerken  mag  man  auch  noch  die  folgenden  Relationen; 

r*f  !)*  + ?*  = 


r*  4.  n*  4-  - y<.)g  + (yg  — ac)^ 


also  : 


oder : 


(g^-H3*+)'^)(ft^-f  4c^) — (na-|-j36+yc)* 

— ^»  + (S-4+y-4)* 

_ a*+6*+c»— tt* 

- ’ 

tt*  = a» + 6*  + c*  - (g® + 13* + y*)(r*  + D*  + f) 


9)  . . . u = \^rt® + 6®+c*  — (g®  + /3®  + y®)(r®+>>*+?*)- 

Ferner  ist: 

(“6— /3o)®+(ßc— y6)®+(yo— ttc)* 
(ßc—yb)x  + {ya—uc)x^  + {ab  - ßa)}= 

(g*  + |ä®  + y*)(a®  + Ä*  + c®)  — (aa  + ßb  + yc)* 


also : 


= U®  -(a*  + 6*  + c®). 


u*  — a®+6®4-c*  + l(/3c— y6)r  + (ya  — gc)t)  + (gö  —ßa)}i 


oder  : 


10).. .U  = V n®+6®  + c*+l(^c — y6)r-Kya — gc)i)+(g6 — ßa)'}',. 


§.  2. 

Durch  zwei  Punkte  A und  ß(Taf.  VIII.  Fig.  1.)  in  einer  Ebene, 
deren  Entfernung  von  einander  nicht  kleiner  als  die  Grösse  E 
ist,  lassen  sich  in  derselben  Ebene  immer  einander  parallele  Ge- 
rade'ziehen,  deren  Entfernung  von  einander  der  Grösse  E gleich  ist. 

Aus  dem  Punkte  A (oder  B)  als  Mittelpunkt  beschreibe  man 
mit  der  Grösse  E als  Halbmesser  einen  Kreis.  Ist  nun  AB'^E. 
so  liegt  der  Punkt  B (oder  A)  ausserhalb  dieses  Kreises,  und 
man  kann  also  durch  B (oder  A)  zwei  Berührende  an  denselben 
ziehen ; zieht  man  dann  durch  A (oder  B)  Parallelen  mit  diesen 
Berührenden,  so  erhält  man  offenbar  zwei  (zwei)  Paare  durch  A 
und  B gehender  paralleler  Geraden,  deren  Entfernung  von  ein- 
ander die  Grösse  E ist,  wie  verlangt  wurde.  Wenn  AB  — E 
ist,  so  geht  der  beschriebene  Kreis  durch  B (oder  A),  und  zwei 
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iii  A und  B auf  AB  errichtete  Perpendikel  werden  in  diesem 
Palle  offenbar  die  beiden  verlangten,  durch  A und  B gehenden 
einander  parallelen  Geraden  sein. 


§.  3. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entfernung,  eigentlich  die  kürzeste  Ent- 
fernung, zweier  einander  parallelen  geraden  Linien,  deren  Glei- 
chungen gegeben  sind,  von  einander  bestimmen. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  seien: 

(ar  — Oo)  cos  ß = (y  — b(,)  cos  a, 

(ff  — *o)  cos  y = (z  - Co)  cos  ß, 

(r  — c„)  cos  o = (x  — Uq)  cos  y 
und 

(x  — Ol)  cos  ß = (y — 6| ) cos  o, 

(y — 6,)cosy  = (z — C|)cosj3, 

(z — Ci)cosa  = (x  — Oi)co8y; 

oder,  wie  man  dies  der  Kürze  wegen  bekanntlich  auch  zu  schrei- 
ben pflegt : ^ 

1 _ y— Cq 

1 cos«  cosß  cosy 

•2) ' und 

/ X — ti|  y — 6i  z — t'i 

'■  cos  ct  cos  ß cos  y ’ 

Nehmen  wir  nun  in  den  beiden  gegebenen  Geraden  zwei 
Punkte  (a^oyo-o)  und  (a:,//,r,)  so  an,  dass  die  durch  diese  Punkte 
bestimmte  Gerade  auf  den  beiden  gegebenen  Geraden  senkrecht 
$teht;  so  ist  nach  1); 

(xo  — üo)  cos  ß = (yo  — 6o)  cos  tr, 

(yo  — 6o)cosy  = (z„  — c„)cos|3, 

(»0  — Cq)  cos  o(  = (ar„  — flo)  cos  y 
und 

(a^i  — ai)cosj3  = (yi  — 6|)cosof, 

(y,  — 6,)  cosy  = (z,  — Ci)cos|J, 

' (zj — Cj)co8«  = (.Ti  — a,)cosy; 
also,  wenn  man  subtrahirt: 
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4lti 

•.v«3  =.tUin—^) ’ijc — 6,)1C0S0, 

z,, — I]  / K’o  Ci ) I COS  ß, 

— -r„— j:,) — >a,, — a,)!cosy 


. — ... f.«.Osd (Öf, ^)C08B, 

. ...osy — <<.•(, — eijcos^. 

_ . — : .usa  — («o — tt^)cosy: 


Oller 


(/Jc- 


also  : 


oder  : 

lÜ)..." 


Dur. 
deren  Ki 
ist,  lasset, 
rade'zielic 

Aus  d. 
mit  der  Dr 
so  liei't  de 
man  kann  a 
ziehen ; ziel 
Berührenden, 
und  B gehen 
ander  die  Gi 
ist,  so  geht  d 


— -r,  — /»^;Cos  ir’ 

— - .cosy — I t’u — c,)cos 
— .cosa — uin — «i)cosy|* 


+COS  4-  cosy*) 
osy;- 

.jsai* 

...  ..»y.-. 


.. — , cosy  !'■* 

-*S  * 


.X  ciufesa  ^e^ebeneo  ein- 


Zi)  cojj  yl* 

..4, 
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Bezeichnen  nir  die  18C^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  dem  Punkte  (^Co^u^o)  nach  dem  Punkte  (.^i^iZi)  hin 
gehende  Gerade  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen 
einschliesst,  durch  tp,  rp,  %;  so  ist: 

= Xa  + Eco8g>,  y,  = i/o  + Ecos'tp,  i,  = Zo  + Ecos^; 

also; 

^0 — ^1  = — Ecostp,  — yi  = — Ecosip,  Zf, — z,  =i  — Ecos/; 

folglich  : 

(^o  — ) cos  a + (yo  — »1 ) cos  ^ + (zo  — r, ) cos  y 

= — £(cosaco8  9i-f'C08/$cos't/;  +cosycosy). 

Weil  nun  aber  die  durch  die  Punkte  (•x'o.Vo^o)  “od  (■s^i^i*i) 
gebende  Gerade  auf  den  beiden  gegebenen  einander  parallelen 
Geraden  senkrecht  steht,  so  ist: 


cos  neos  (p-t-cosßcosip  -f-cosycosy  = 0, 
also  wegen  der  vorstehenden  Gleichung: 

(xo  — a;,)co8o  + (yo— yi)co8/J  + (z„  — z,)cosy  = 0, 

und  daher  nach  dem  Obigen : 

II  (oo  — Ol)  cos  |3  — (6„  — 6|)cos  ol® 

+ t(6o  — *i)cosy  — (co  — Ci)cos|8)® 

+ 1 (Co  — Ci)  cos  o — (oo  — Oi)  cos  y 1®, 

also: 

, l [(Oo  — ai)cos/3— (6o— 6i)coso]*  \ 
6)...£=y  I -|-[(6„_6,)cosy— (Co— c,)cos/3]* 

' +[(co  — C|)coso  — (ou  — fl,)cosy]*  * 

oder  nach  der  schon  oben  angewandten  Transformation: 


[(«0-  “i  )*+(6o— )*  +(co— Ci)*](cos  a*+cos  /3*+cos  y*) 
— [(oq— Ol ) cos  « + (6o~  6i  )cos  jS  + (Cq— Ci ) cos  y]® 


also ; 


(oo-a,)»+(Ao-6i)®+(co-c,)» 

—[(Oo— Ol ) cos  o + (6o  — 6i)  cos  |J  + (co  — Ci ) cos  y]* 


jL 
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Grunert:  Allgemeine  analytische  Enlvicketuiig 


■I. 

Betrachtan^  nur  eines  Kräftepaars. 

§•  4. 

Unter  einem  Kräftepaar  oder  kürzer  einem  Paar  versteht 
man  zwei  nach  einander  parallelen  entgegengesetzten,  aber  nicht 
direct  entgegengesetzten,  also  nicht  in  eine  Gerade  fallenden, 
Richtungen  wirkende  einander  absolut  gleiche  Kräfte. 

Ein  Kräftepaar  wird  im  Allgemeinen  bestimmt: 

1.  durch  die  Angriffspunkte  der  beiden  dasselbe  bildenden 
Kräfte,  wofür  man  natürlich  alle  Punkte  in  den  Richtungslinien 
der  beiden  Kräfte  sich  gesetzt  denken  kann ; die  Coordinaten  der 
Angriffspunkte  werden  wir  für  die  beiden  das  Paar  bildenden 
Kräfte  immer  durch  x,  y,  z und  y,  ^ bezeichnen,  indem  wir 
diese  Symbole  mit  verschiedenen  unteren  Indiens  versehen; 

2.  durch  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  über- 
einstimmende oder  gleichstiromige  Richtungen  der  beiden  einander 
parallelen  Richtungslinien  der  Kräfte  des  Paars  mit  den  positiven 
Theilen  der  Uoordinatenaxen  einscbliessen;  diese  Winkel  werden 
wir  immer  durch  die  mit  denselben  unteren  Indices  wie  vorher 
versehenen  Buchstaben  or,  ß,  y bezeichnen; 

I 

3.  durch  die  beiden  einander  absolut  gleichen  das  Paar  bil-  | 
denden  Kräfte,  welche  wir  wie  gewöhnlich  als  positiv  oder  negativ 
betrachten,  jenachdem  sie  nach  den  durch  die  Winkel  a,  ß,  j 
bestimmten  Richtungen,  oder  nach  den  entgegengesetzten  Rich- 
tungen hin  wirken ; mit  Rücksicht  hierauf  werden  wir  diese  bei- 
den ao  den  Punkten  (xyz)  und  wirkenden  Kräfte  beziehungs- 
weise durch  P und  II  bezeichnen,  indem  wir  auch  diese  Symbole 
mit  denselben  unteren  Indices  wie  vorher  versehen.  Offenbar 
findet  hiernach  für  jedes  Kräftepaar  die  Gleichung: 

p+n  = o 

Statt. 

Die  durch  die  beiden  einander  parallelen  Richtungslinien  der 
Kräfte  P und  II  bestimmte  Ebene  wird  die  Ebene  des  Paars  ge-  | 
nannt;  jede  beliebige  unter  den  auf  dieser  Ebene  senkrecht  ste-  I 
henden  Geraden  heisst  die  Axe  des  Paars,  wobei  man  weiterer 
Bestimmungen  wegen  nachher  §.  9.  zu  vergleichen  bat;  die  gerade 
Linie,  welche  die  Angriffspunkte  der  beiden  Kräfte  mit  einander 
verbindet,  wird  der  Arm  des  Paars  genannt;  die  Entfernung, 
eigentlich  die  kürzeste  Entfernung,  der  parallelen  Richtungslinien 


421 


der  Theorie  der  Kräflepaare. 

ler  beiden  Kräfte  P und  H von  einander  heisst  die  Breite  des 
^aars.  Das  Product  der  Breite  in  den  absoluten  Werth  der 
vräfte  heisst  das  IVIoment  des  Paars. 


§.  5. 

Wir  wollen  jetzt  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  näher 
.'harakterisirten  Elemente  eines  beliebigen  Paars  durch 

> lo>  Vo>  Sn  5 “o>  ßo>  7o  < 

bezeichnen. 


Die  von  den  Punkten  (aro.yo^o)  (loynSu)  ausgehenden,  durch 
die  Winkel  «o,  ßo>  7o  bestimmten  Geraden  denken  »vir  uns  auf 
die  Ebene  der  xy  — wofür  übrigens  auch  jede  andere  Coordina- 
tenebene  gesetzt  werden  kann  — projicirt,  und  bezeichnen  die 
von  diesen,  von  den  Punkten  (aroyn)  (Id’/o)  ausgehenden  Pro- 
jectionen  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x,  y einge- 
schlossenen, 180*’  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  aj,  ß(,' ■. 
so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden,  in  denen  die  beiden  Pro- 
jectionen  liegen: 

(x  — a:o)  cos  ß„'  = (y  — y„)  cos 
(x  — Io)  cos  ßo'  = (y—  no)  cos  “o' ; 


die  Gleichungen  dieser  Geraden  sind  aber  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  auch : 

(x  — Xo)  cos  ßo  = (y —yo)  cos  Oo , 

(a:  — Io)  cos  /?o  = (it  — '»io)  cos  «o ; 
und  setzen  wir  nun : 

COS«o  = /CoCOStto', 

so  ist,  weil: 

(x  — Xo) . ko  cos  ßo  = (y  —yo)  ■ ko  cos  «o . 

(^  — Io)-kocosßo  = (y~tio).koCosao 
ist,  offenbar  auch: 

cosßo  ~ kocosßo'; 

also : 

cos  (»o®  + cosßo^  = Äo*(cos«o'*  + cos  ßo'*)> 
folglich , weil : 


cosoo"  + cos /So®  = 1 ~ cosyo®  = sinyo®» 

COSKo^®+  COS/Sq'*  = 1 
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ist: 


sin  y„*  = A'o*, 

also; 

*0  = ± 8'“  yo-  I 

Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtun| 
auf  der  Stelle,  dass  cosa„  und  cosou'  immer  gleiche  Vorzeichen 
haben;  daher  ist  wegen  der  Gleichung 


, cosa^  = AoCOSoto' 

offenbar  /c„  positiv,  folglich,  weil  sinyg  stets  eine  positive  Grösse  ist: 

Ä-o  = sin  yo.  j 

und  daher  nach  dem  Obigen; 

cos  «0  = cos  «0*  8*8  yo»  <-'88  ßo  = «^os  ßa'  sin  yQ.  I 

Wir  wollen  jetzt  von  dem  Punkte  OoVo)  ^»f  die  Gerade,  \{ 
welcher  die  von  dem  Punkte  ausgehende  Projection  liegt, 

ein  Perpendikel  ihllen,  und  dieses  Perpendikel  durch  po,  seinen 
Fusspunkt  durch  bezeichnen;  dann  haben  wir  ofeubar 

die  folgenden  Gleichungen; 

{Xa'—  Xf,)  cos  ßo'  = (ya  — yo)  cos  «o',  ^ 

(xo'—  Io)  cos  oo'  + (yo'~  Vo) cos  jSo'  = 0; 
oder;  ! 

ixo'—  Xo)  cos  ßo'  - iyo'  ~ yo)  cos  Oy'  = 0, 

(x^o—  §o)  cos  «o'  + (yo—  Vo)  cosßo'  = 0 ; 

oder; 

(xo'  - Io)  cos  ßo'—  (yo'—Vo)  cos  kq'  = (Xq  -|o)cos  ^o'—  (yo—  yo)«*“»'" 
(V— lo)cosoo'+(yo'— yo)cos/So'  = 0;  ' 

und  hieraus; 

^o'—  io  = t (a^o  — io)  cos  ßo'—  (yo  — yo)cos  «o'  1 cos  ßo'> 

yo'— yo  = — I (J^o  — io)  cos  ßo'—  (y„  - yo)  cos  «o'l  cosoo'i 

also ; 

(a^o'  - io)* + (yo'  - yo)®  = i (^o — io)  cos  ßo'  - (yo  — yo)  cos  «o'l‘ 


folglich : 

Po®  = Ka^o  — io)cos^o'— (yo— yo)cosoo'l*. 
oder  nach  dem  Obigen ; 

Po'‘  = i (xo'~  Io)  cos  ßo'—  (yo'—  yo)  cos «o'  1®- 
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Weil  nach  dem  Obigen : 

—Io)  cos  (3o— (yo-  %)  cos  «0  = K^o-  ^o)  co8j?o'-(yo— »)o)cos()(o'l  sin/o 
I sin^'o  positiv  ist,  so  hat 

(^o — Io)  cos  (?o  — (yo — »Jo)  cos  a„ 


(a:o  — Io)  cos  |So'  — (yo  — »)o)  cos  «o' , 

) nach  dem  Obigen  auch  mit 

(^o'  — Io)  cos  |3o'  - ( t^o'  — %)  cos  «o' 
cbes  Vorzeichen. 

Denkt  man  sich  nun  an  dem  Punkte  eine  Kraft  in 

Ebene  der  (xy)  nach  der  durch  die  Winkel  , ßo'  bestimm- 
Richtung  hin  wirkend,  so  erhellet  aus  Taf.  VIII.  Fig.  2.,  wenn 
1 nur  bedenkt,  dass  x^'  — lo>  yo* — % die  Coordinaten  des 
ikles  ixa'ya)  in  Bezug  auf  (|o%)  als  Anfangspunkt  sind,  leicht 
gendes : 

Wenn  die  in  Rede  stehende  Kraft  eine  Drehung  um  den  Punkt 
Jo)  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x nach 


I positiven  Theile 

der  Axe 

der  y hin  hervorzubringen  strebt. 

ist  gleichzeitig: 

^o'  — Io 

.Vo'-yo 

cos 

cos  ßo' 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ- 

positiv 

negativ 

negativ- 

negativ 

negativ- 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv- 

> in  allen  Fällen 

(Xo’~ 

Io)  cosßo' 

— (yo'  — Vo)  COSOo' 

itiv. 

Wenn  die  in  Rede  stehende  Kraft  eine 

Drehung  um  den  Punkt 

Io)  in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x nach 

' negativen  Theile 

der  Axe  der  y hin 

hervorzubringen  strebt. 

ist  gleichzeitig : 

^0  ~lo 

yo—Vo 

COS«o^ 

C08ß^y' 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

positiv- 

negativ 

negativ- 

negativ 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 
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also  in  allen  Fällen 


{Xo  — Io)  cos  — (yo'  - no)  cos  Oo' 

negativ. 

Nennen  wir  nun  der  Kürze  wegen  Drehungen  in  dem  Sinne 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y hin  positive  Drehungen,  dagegen  Drehun- 
gen in  dem  Sinne  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x nach 
dem  negativen  Theile  der  Axe  der  y hin  negative  Drehungen; 
so  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  Folgendes : 

Jeiiachdem  die  in  Rede  stehende  Kraft  um  den  Punkt  (lo>;o.l 
eine  positive  oder  eine  negative  Drehung  bervorzubringen  strebt,  ist 


(^o'  — Io)  cos  /?o'  - (yo'  - •»io)  cos  Co'  , 
also  nach  dem  Obigen  auch 

(•^^o  - Io)  cos  jSo'  — ( yo  - ria)  cos 

und 


(a-o  — Io)  cos  /So  — (yo—  no)  cos  «o 


beziehungsweise  positiv  oder  negativ. 


Nach  dem  Obigen  ist  auch 


Po  = + I — Io)  cos  |3„'  — (y„  — %)  cos  tto'  I 

oder 

Po  sin  yo  = + t (^o  — Io)  cos  /?o  — (yo  — ’io)  cos  Og ! 

zu  setzen,  indem  man  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nimnit. 
jenachdero  die  in  Rede  stehende  Kraft  um  den  Punkt  (|o*io)  eine 
positive  oder  eine  negative  Drehung  hervorzubringen  strebt ; nurwenn 
man  selbst  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die 
in  Rede  stehende  Kraft  um  den  Punkt  (lo^o)  eine  positive  oder 
eine  negative  Drehung  hervorzubringen  strebt,  kann  man  allgemein 


Po  = (^o  — lo)cos|3.,'  — (yo— »?o)cosc„' 

oder 

Po  si  n yo  = (^o  — Io)  cos  /?o  — (yo  — »?o)  cos  ot„ 

setzen. 


Wenn  p^  nicht  verschwindet,  so  kann  wegen  der  vorstehen- 
den Gleichung  die  Grosse 

ixo  — Io)  cos  ft,  — (yo  — t/o)  cos  o,, 

nur  dann  verschwinden,  wenn  sin  yo  verschwindet;  dann  stehen  dir 
Richtungslinien  der  Kräfte  Pq,  IJ„  auf  der  Ebene  der  xy  senk- 
recht, und  die  vorhergehenden  Sätze  hören  auf,  ohne  Zweideu- 
tigkeit anwendbar  zu  sein,  ln  einem  solchen  Falle  muss  man 
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statt  der  Ebene  der  eine  andere  Coordiiiatenebene,  oder  über- 
haupt ein  anderes  Coordinatensystem,  zu  Grunde  legen,  eine  Be- 
merkung, welche  man  für  alles  Folgende  festzubalten  hat.  Das- 
selbe hat  man  zu  beachten,  wenn  p„  verschwindet.  In  beiden 
Fällen  steht  die  Ebene  des  Paars  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht.' 
Im  ersten  Falle  sind  die  Projectionen  der  Geraden  auf  der  Ebene 
der  xy  eigentlich  an  sich  unbestimmt. 

§•  6. 

Um  über  die  Drehung  eines  Kräftepaars  P(^,  n„  zu  urtbeilen, 

I denken  wir  uns  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  und  ihre  Richtun- 
gen auf  die  Ebene  der  xy,  wofür  aber  auch  jede  andere  Coordi- 
natenebene  gesetzt  werden  kann,  projicirt,  und  die  bloss  nach 
ihren  absoluten  Werthen,  welche  wir  durch  (Pq),  (üo)  bezeich- 
i nen  wollen,  aufgefassten  Kräfte  des  Paars  nach  den  Projectionen 
i ihrer  Richtungen  an  den  Punkten  {X(,y^)  und  (lo%)  '•>  der  Ebene 
der  xy  wirkend  ; dies  nennen  wir  die  Projection  des  Paars  auf 
der  Ebene  der  xy.  Die  Drehung  des  Paars  nennen  wir  nun  posi- 
tiv oder  negativ,  jenachdem  die  Drehung  seiner  Projection  auf 
der  Ebene  der  xy  um  den  Mittelpunkt  der  die  Punkte  (aro^o)  “"d 
(^o’lo)  verbindenden  Geraden  im  Sinne  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y,  oder 
Ton  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x nach  dem  negativen 
Theile  der  Axe  der  y hin  erfolgt. 

1 _ 

, Dies  vorausgesetzt,  überzeugt  man  sich  nun  leicht  von  der 
I Richtigkeit  des  folgenden  Satzes : 

* Die  Drehung  des  Paars  Pa^f,  ist  positiv  oder  nega- 

• tiv,  jenachdem  das  Product 

I 

I (^0  — I«)  cos  ßa  — {yo  — Vo)  cos  Oo  1 

positiv  oder  negativ  ist,  was  sich  natürlich  auch  um* 
kehren  lässt 

Wenn  nämlich  Po  positiv  ist,  so  ist  nach  dem,  was  im  vor- 
^ hergehenden  Paragraphen  bewiesen  worden  ist,  die  Drehung  des 
Paars  offenbar  positiv  oder  negativ,  jenachdem 

(aro  — Io)  cos  /So  — ( yo  — »Io)  cos  oo 
' keziebungsweise  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  dagegen  Po  negativ  ist,  so  ist  nach  dem,  was  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  bewiesen  worden  ist,  die  Drehung  des 
Paars  offenbar  positiv  oder  negativ,  jenachdem 
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(^0  — Io)  C08  ß(, — (.Vo  — na)  cos  “o 

beziebungsneise  negativ  oder  positiv  ist. 

Also  ist  die  Drehung  des  Paars  positiv  oder  negativ,  jenachdem 

Po  und  (jTo- lo)cosjJo  — (yo  — 7/o)cosoo 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  folglich  jenachdem  das 
Product 

t*a  I (•J’o  — Io)  cos  ßo  — (r/o  ~ Vo)  cos  Oq  1 
beziehungsweise  positiv  oder  negativ  ist,  wie  behauptet  wurde. 

§.  7. 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  Paars  sei: 

*^o(^  — ^o)  + Bo^—ya)  + C'o(*  — *o)  = 0. 

so  ist : 

•^o  (^o  In)  + (yo  ''/o)  + (*o  So)  — 

Bezeichnen  wir  ferner  einen  beliebigen,  von  {Xf^o^o)  verschie- 
denen Punkt  in  der  durch  (.To.Vo^o)  gehenden  Richtungslinie  durch 
(.ro'yo^*oO>  “0*1  *l*c  Entfernung  der  beiden  Punkte  (xoyoh>)  o"** 
{xo'yo'zo')  von  einander  durch  Go',  so  ist  bekanntlich: 

Xo  Xq  — 4~  Giq  cos  o(jj  , 

yo  —ya  = + Gocosßo, 

^o'  — *0  = ± ^’o  cosy«. 

Weil  nun  aber  der  Punkt  {xo'yo'ia)  1“  der  Ebene  des  Paar.« 
liegt,  so  ist: 

Ao(xq'  Xo)  4 Boiyo'  ya)  4"  ^o(*o*  — *o)  — D* 

folglich : 

G„(^oCoso„  + BoCOsßo  + C’ocosyo)  = 0, 
also,  weil  G'q  nicht  verschwindet: 

Ao  cos  Uo  + .ßo  cos  ßo  -4  C’o  cos  yo  — 0. 

Wegen  der  beiden  Gleichungen : 

■^0  (•*^0  Io)  + Bo  (ya  — Vo)  + ^0  (^o  &>)  — 0» 

Ao  cos  Ko  -f  ßo  cos  ßo  + Co  cos  /o  = 0 

kann  man  offenbar : 
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^0  = ( Vo—  Va)  yo  — (-0  — Jo)  cos  /So . 

■®o  = (*o  — £b)  cos  «(„  — (a:o  — Io)  cos  j-o. 

Ca  = (a^o—  Io)  cos /So  — (yo— ’?o)cosoo 

Jtzen,  und  die  Gleichung  der  Ebene  des  Paars  ist  folglich; 
! iya  — Vo)  cos  yo  — (to  — So)  cos  /So  j (a;  — a:o)  j 
+ {(^0  — So)cosKo— (.To  — lo)cosyoKy— yo)  1=0, 

+ I (a-o  — Io)  cos  /So  - ( 2/0  — r/o)  cos  «n  I (z  — Io)  1 

der  auch  : 

) (.Vo  — Vo)  cos  j-o  — (lo  — So)  cos  /So  I (a:  - Io)  j 
+ I (*o  — Sb)  cos  o(o  — (a^o  — Io)  cos  y«  I (y — %)  > = 0. 

+ ! (^0  — Io)  cos  ^0  — (yo  — ■»?o)  cos  «o  I (:  — Sb)  ) 


§.  8. 

Wenn  wir  die  Breite  des  Paars  durch  Eq  bezeichnen,  so 
sl  nach  §.  3.: 

( [(*0— lo)cos^o  — (^o  — %)cosoo]®  ] 

= Y ] + [(yo  — Vo)  cos  yo  — (lo  - So)  cos  /So]*  | 

V + [(*0  — Sb)  cos  «0  — (a-o— lo)  cos  yo]®  ) 

'der: 


(^0  - lo)*  + (yo  - %)*  + (*o  - So)*  I 

lo)cosc(o-f  (yo  — %)cos/So + (io— So)  cosyo]®) 


§.  9. 

Die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  der  hei- 
len Richtungen  der  Axe  des  Paars  mit  den  positiven  Theilen  der 
‘^oordinatenaxen  einschliesst,  seien  (p^,  yo- 

Weil  die  Axe  des  Paars  auf  der  Ebene  des  Paars,  also  auf 
len  Richtungen  der  Kräfte  senkrecht  steht,  so  ist : 

cos  «o  cos  g>o  + cos  /So  cos  i/zo  4 cos  yo  cos  y„  = 0. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (aro^o^o) 
“""l  (lo^So)  '"C"  einander  durch  6'o,  und  die  ISO®  nicht  überstei- 
Senden  Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Richtungen  der  durch 
» Ueil  XLVllI.  29 
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die  beiden  genannten  Punkte  gehenden  Geraden  mit  den  positiv» 
Theilen  der  Coordinatenaxen  einschlieest,  durch  d,,, 


«0  — Io  = +G„co89„,  yo  — = <»oC08o>o>  *o-&)=±  GoCosö, 

also : 

(a-o  — So)  cos  9>o  + (yo  — Vo)  cos  + (*o  — £>)  cos  fo 

= + Gq(cos6oCos<p^  + cos  (UpCosi/zg  -}-  cosUoCosjn)) 
folglich,  weil 

cos  00  cos  gjo  + cos  o>o  cos  tf^o  + cos  Öq  cos  Xo  = 0 
ist: 

(^0—  So) cos (fo  + (yo—rjo) cos%  + (*o  ~ äb)  cos Xo  = 0. 
Wegen  der  beiden  Gleichungen : 

cos  «0  cos  9>o+ cos  jSo  cos  1/^0  + cos  yo  cos  Xo  = 0, 

(■»o  — So)  cos  9>„  + (yo  — Vo)  cos  % + (»o  — Sb)  cos  Xo  = 0 
kann,  wenn  G einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  offenbar; 


cos^o  = GI(yo— Wcos/o-CJo  — Jo)co8/Sol, 
cos  1/^0  = G I (ro — Sb)  cos  oq  — (a'o  — So)  cos  yo  I , 

cosxo  = Gt(a:o— lu)cosj3o  — (yo— ’/o)cos«ol 

gesetzt  werden,  woraus  sich,  weil 


ist,  sogleich: 

G = ± 


cos  qPo*  + cos  + cos  yo®  = 1 


1 


[(a^o— So)  cos  ßo  — (yo  — ijo)  cos  «ol* 
+ [(yo  — Wcosyo— (r„  — go)cosßo]* 
[ + [(®o  — Sb)  cos  «0  — (^o  — So)  cos  y„]* 


ergiebt.  Also  ist  nach  dem  Obigen : 

(y.»  —»?o)  cos  yo  — cos  /3q 

[(aro — So)  cos  ßo  — (y„  — rio)  cos 

+ [(yo  — Vo)  cos  yo  — (lo  - So)  cos  /5„]* 
+ [(*0  — &))cosoo  — (a-o— So)cosyo]* 


cos  y>0  = + 

V 


cosVo=::t  — 

V 


(®o—  Sb)  cos  Cq  — (arp— gp)  cosyp 
[(aro — So)  cos  /Jo  ~ (yo — Vo)  cosoo]* 
+ [(yo  — yo)cosyo  — (ip  - So)  C08/?o]* 
+ [(*0  — So)  cosoto  — (a:o  — Sq)  cosyo]* 


I 
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= + - ( — In)  cosßo-  (y„ — r/p)  cos  Cp  . 

" I [(^0  — So)  cos  ^0  — (^0  - Vo)  cos  Co]*  j 

^ I + [(^0— Wcos/o— (iq  — ycosjSo]®  I 

( + [(^o  — So)  cos  «o  — (OTo  — fo)  cos  yo]®  ) 
in  welchen  Formeln  man  den  Nenner  auch  unter  der  Form: 


(^0  - fo)®  + (2/0  — *7o)®  + (*o  - &))*  i 

— [(^0— Jo)  cos  »o  + (yo  — Vo)  cos  jJo  + (*o  - So)  cos  yo]*  ) 


darstellen  kann. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Axe  durch  den  Punkt  (Xqi/o^o)  8®" 
legt  denken  und  nur  einen  der  beiden  von  dem  Punkte  (^Tq^o^o) 
ausgehenden  Theile  derselben  in’s  Auge  fassen,  von  nun  nn  auch 
bloss  diesen  Theil  die  Axe  nennen. 

Von  dem  Punkte  (.Toyo^o)  denken  wir  uns  ferner  eine  mit  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  z gleich  gerichtete  Gerade  aus- 
gehend, und  nehmen  in  dieser  Geraden  einen  beliebigen  von 
i^oj/o^o)  verschiedenen  Punkt  (a-oyQio')  an,  wo  also  offenbar 
io'>Zo,  folglich  Zo'— !(,  positiv  ist. 

Der  den  Werthen  Zg  von  a:,  y,  z entsprechende  Werth 

der  Function  der  Gleichung  der  Ebene  des  Paars  (§.7.)  ist: 


I (•a’o  — Io)  cos  ßo  — (yo  — Vo)  cos  a„  | (iq'  — Zo) . 
und  hat  also,  weil  z^,'  — Zq  positiv  ist,  mit 

(^o  - Io)  cos  - (yu  — tjc)  cos  oo 

gleiches  Vorzeichen. 

Bezeichnen  von  jetzt  an  (pg,  z}jq,  die  180®  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  als  von  (aroyo-p)  ausgehend  gedachte 
Axe  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen  einschliesst, 
so  sind,  wenn  Fq  eine  positive  nicht  verschwindende  beliebige 
Grosse  bezeichnet : 


^o  + »'oC08()9o.  yo  + >’oCOSipo,  Zol-roCosy,, 

die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Axe,  und  der  die- 
sen Werthen  von  x,  y,  z entsprechende  Werth  der  Function  der 
Gleichung  der  Ebene  des  Paars  (§.  1.)  hat  also  nach  dem  Obigen 
offenbar  mit  der  Grösse: 
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I[(^o  — ^o)  |3o  — {y»  — Va)  ‘‘«s  “o]®  ] 

+ [(2^0 ■>/o)  (*o  Sd)  ^***^0]®  > 

4-  [lo  - &>)  cos  a„  — (.T„  — Io)cosyo]*  j 

V ’ 

gleiches  Vorzeichen. 

Wenn  die  Drehung  des  Paars  positiv  ist,  ist  nach  §.  6.  das 
Product 

P„  l(a-o  — ?o)  cos  (So  — CVu  — '»io)  cos  Oo ! 

positiv,  und 

Po  und  (Jn  — Jo)cosjSn  — {.Vü  — '»;o)cosoro 

haben  also  gleiche  Vorzeichen.  Nimmt  inan  nun  in  diesem  talle 
die  Axe  des  Paars  mit  der  von  (x^yo^o)  ßleich  gerichtet  mit  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  2 ausgehenden  Geraden  auf  dersel- 
ben Seite  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  des  Paars, 
jenachdem  Po  positiv  oder  negativ  ist,  so  muss  man  nach  einem 
bekannten  Satze  in  den  obigen  Formeln  offenbar  die  oberen  Zei- 
chen nehmen. 

Wenn  die  Drehung  des  Paars  negativ  ist,  ist  nach  §.  G.  das 
Product 

1 (-^0  — ?o)  cos  j3o  - (yn  - Vo)  cos  «„  1 

negativ,  und 

Po  und  (a-n  — lo)co-s^o  — (2to  — »;u)cüS(iro 

haben  also  entgegengesetzle  Vorzeichen.  Nimmt  man  nun  in  die- 
sem Falle  die  Axe  des  P.iars  mit  der  von  (xo//oio)  gleich  gerich- 
tet mit  dem  positiven  Theile  der  .\xe  der  : an«gehcndcn  Geraden 
auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 
des  Paars,  jenachdem  Pf,  negativ  oder  positiv  ist,  so  muss  man 
nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  in  den  obigen  For- 
meln offenbar  wieder  die  oberen  Zeichen  nehmen. 

Dies  lässt  sich  auf  folgende  Art  zusammenfassen ; 

Wenn  man,  jenachdem  die  Drehung  des  Paars  und  die  Kraft 
Pf)  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  die  Axe  des  Paars 
mit  der  von  dem  Punkte  (a^o^o-o)  uus  gleich  gerichtet  mit  dem 
positiven  Theile  der  Axo  der  : gezogenen  Geraden  auf  derselben 
Seife  oder  auf  entgeeenüesetzten  Seiten  der  Ebene  des  Paars 
nimmt,  so  hat  man  in  den  obigen  Formeln  immer  die  oberen  Zei- 
chen zu  nehmen  und  muss  also  setzen: 
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_0/o  — %)  cos  )V,  — (io_— M,cos_^__ 

[(•*^0  — fo)  cos  /?„  — (yo  - ■»/o)  cos  0(„]® 

+ [(2^0  — %)  cos  yo  — (z„  —.So)  cos  /So]® 

+ [(‘o  - So)  coscfo— (ar„  — Io)  cosyo]* 

_(Jo  — &))  cos  Cq  — (.rp  — 1„)  cos  yo 

[ (^0  — Io)  cos  ^O  — (yo  — »yo)  cos  Ofol® 

+ [(^0  - »?ü)  cos  yo  - (Jo  — So)  cos  jS«]® 

+ [(^o  — So)  cosffo  — (aro  — Io)  cosyo]® 

(arp  - Iq)  cos  ^0  — (yo  — ??o)  cos  Cp  _ , 

[(a:o  — lo)cos/3o  — (yo  — Wcosßp]*  | ’ 

+ [(/yn  — '»!ü)cosyo-  (^0  “ So)  cos/Sp]®  \ 

+ [(^0  — So)coscfo  — (^o  — In)  cosyo]®  ) 

HO  inan  den  Nenner  auch  unter  der  Form  : 

W ( (aro— lo)®  + (yo-'>/o)®  + (so-So)®  ) 

▼ ^ — [(aro— lo)cosofo  + (yo— »/o)cos/So  + (io  — £o)cosyo]®  * 

Harstellen  kann;  auch  lässt  sich  nach  §.8.  schreiben; 

_ (?/o  — '»in)  cos  yp  — (zp  — So)cosß„ 

COS  (pQ  — J 

(*o  — 5o)  cos  Op  — (a^o  — Io)  cos  yo 

COSl/lp  = p ' > 

"O 

(a'o  - Io)  cos  ßo  — iyo  — Vo)  cos  Op  . 
cosxo  = £' ’ 

also: 

Eo  cos  9o  = Cyo — Vo)  cos  yo  - (lo — Io)  cos  ßo , 

E„cobiIio  = (lo  -ln)cos«n  — (aro— lo)cosyp, 

Eo  cos  Xo  = (aro  — Io)  cos  ßo-iHo  — Vo)  cos  Oo- 
Hieraus  erhellet  auch,  dass  die  Grössen 

(arp — Io)  COS  |3o — (yo  — '»io)  cos  «o . 

(»0  — %)cosyp  — (ip  — So)  cosßo, 

(*o  — So)  cos  Op  — (arp  — Ip)  cos  yp 

"ie  zugleich  verschwinden,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  da 
■n»  Fall  eines  Kräftepaars  jBp  nicht  verschwindet,  die  Grössen 
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cos9>(,,  coBtfig,  co8][q  zugleich  verschwinden  wflrden,  was  wegea 
der  Gleichung 

cos  + cos^o*  + cos  = 1 

nicht  möglich  ist. 

§ 10. 

Wir  wollen  jetzt  die  folgende  allgemeine  Aufgabe  lösen: 

Man  soll  die  Elemente  eines  Kräftepaars,  welche 
wir  durch 

P,  II;  X,  y,  t;  t],  S;  a,  ß,  y 

bezeichnen  wollen,  so  bestimmen,  dass,  wenn  A,  B,  C 
drei  gegebene,  nicht  sämmtlich  verschwindende  Grös- 
sen bezeichnen,  den  Gleichungen: 

P|(a:  — |)cos/J  — (y — i])cosa]  = C, 

P\(y — V)  cosy — (i  — f)cos/J|  = A, 

P\(z  — J)cosa—  (x — S)  cosy!  = B 

genügt  wird. 

Zu  dem  Ende  bestimme  man  die  Grösse  lU  und  die  natürlich 
der  Gleichung 

cos  + cos  r/'*  -h  cos  = 1 

genügenden  Winkel  (p,  ij),  y so,  dass 

Mcos(p  = A,  ]Uco8if/=ß,  Mcoa%=C 

ist,  was  mittelst  der,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  stets 
endliche  völlig  bestimmte  Werthe  liefernden  Formeln: 

C08<p=_^-^-— — . C08J:=^^==== 

jederzeit  möglich  ist. 

Die  so  bestimmte  Grösse  M zerlege  man  nun  auf  beliebige 
Weise  in  zwei  positive  Factoren  P und  £,  so  dass  also: 

JH=PE 

ist. 
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Hierauf  nehme  man  eine  Gerade  itn  Raume  an,  welche,  in- 
dem {alte)  ein  beliebiger  Punkt  im  Raume  ist  und  die  laufenden 
Coordinaten  jetzt  durch  x,  t),  } bezeichnet  werden,  durch  die 
Gleichungen  : 

(t)  —b)cos<p  = (r  — a)cosi//, 

(j  — c)co8i/;  = (l> — It)  coa%, 

(r  — a)co8j;  =r  (j — c)  coag>; 

also  nach  dem  Obigen  durch  die  Gleichungen: 

A(t)-b)  = B(x  — a), 

— = C(it— 6), 

C(x-a)  = A(}-c) 

cliarakteriairt  wird,  und  lege  durch  den  Punkt  (abc)  eine  auf  dl«* 
aer  Geraden  senkrecht  stehende  Ebene. 

Nimmt  man  in  dieser  Ebene,  um  ihre  Gleichung  zu  finden, 
einen  ganz  beliebigen  Punkt  (tt)})  an,  und  bezeichnet  die  180** 
nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  der  beiden  Rieh* 
tungen  der  durch  die  Punkte  (abc)  und  (XVl)  der  Lage  nach  be- 
stimmten Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatenaxen 
einschliesst,  durch  co,  ü;  so  ist: 

cos  9 cos  d cos  i()  cos  0)  + cos  % cos  S = 0 , 

also  nach  dem  Obigen : 

/icos6-f  Äcos  »-f  C’cosö  = 0. 

Nun  ist  aber,  wenn  r die  Entfernung  der  Punkte  (abc)  und  (Xti}) 
von  einander  bezeichnet: 


X — a = ± rcosö, 
t) — b = i rcosm, 
j — c = J;  r cos  5 ; 

folglich , weil  nach  dem  Obigen : 


A.r eoaß  -h  ß.reoaa  -|-  C.r  cos u = 0 
ist: 

A(x—a)  + B(t)  — b)  + C(i  —c)  = 0, 

vt^elche  Gleichung  für  jeden  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene 
liegenden  Punkt  Orq;)  gilt,  und  daher  die  Gleichung  dieser  Ebene  ist. 

Nimmt  man  nun  in  dieser  Ebene  zwei  beliebige  Punkte  (xtfz) 
“"d  an,  so  ist: 
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A(x  — a)-\-B(y  — 6)  + C(:  — c)=0, 

^(5-a)  +ß(^-6)  + C(f-c)  = 0; 

also : 

.4(a;-?)  + B(y—^)  + C(z-S)=0. 

und  die  Gleichung  der  Ebene  lässt  sich  offenbar  auch  unter  einer 
der  beiden  folgenden  Formen: 

A(X—x)-^B(t}  — y)  + C(j-t)  = 0, 

.-I  (j:  - ä)  + e(D  - 7?)  + C(?  - S)  = 0 

darstellen. 

Die  beiden  Punkte  (.ryz)  und  {.Itjl)  lassen  sich  in  der  in  Rede 
stehenden  Ebene  offenbar  immer  so  annebnien,  dass  ihre  Entfer- 
nung von  einander  nicht  kleiner  als  E ist;  dann  kann  man  durch 
die  beiden  Punkte  {xyz)  und  (hjt)  in  der  Ebene  nach  §.  2.  immer 
parallele  Gerade  ziehen,  deren  Entfernung,  eigentlich  deren  kleinste 
Entfernung,  von  einander  der  Grösse  E gleich  ist;  die  Gleichun- 
gen zweier  solcher  Parallelen  seien  : 

(i—x)cosß  = (n — y)cosa, 

(1)  — y)cosy  = (}  — :)cos/3, 

(j  — i)cosa  = (r — x)  cosy 

und  : 

(T  — l)cosß  = (p — ij)cosa, 

(0  — i;)cosy  = (j  — S)cos/S, 

(?  — J)cosß  = (r  — £)cosy. 

Für  jeden  Punkt  (m>)  der  ersten  Geraden  ist  also: 

(r  — arjcosc  = (j  — x)cosa, 

(r — x)  cosß  = (n — y)coso, 

(r — x)cosy  — (j  — :)  cosa; 

also,  nenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  A,  B,  C 
multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt : 

(r — jr)(,-lcosa-|-  Bcosß  + Ccosy) 

= |,4(r— a-)-f  ß(t»— y)  + C(J— i)lcosa, 

folglich,  weil  der  Punkt  (jm;)  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene 
liegt  und  daher: 

-4(r— ar)  + B(,n—y)  + C(j— i)  = 0 

ist : 

(r  — x)  (,4 cos  o F Beos  ß + Ccos  y)  = 0, 
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also,  weil  diese  Gleichung  unabhängig  von  besonderen  Werthen 
von  X gilt : 

/Icoso  + Bcnsß  + Ccosy  = 0. 

Aus  den  beiden  Gleichungen : 

A(x-^)  + B(y-rj)  + C\z-S)=-0, 

/Ico8o+  Bcosß  + Ccosy  = 0 

ergiebt  sich,  dass,  wenn  G einen  gewissen  Factor  bezeichnet; 

A = G|(y  — »;)cosy — (j  — f)cos/Sl, 

B = G{(j  — f)  cosof — {x — S)  cosyl, 

C=  Gl(x  — ^)cosß — (y — Tj)  cosa] 

ist,  wo  der  Factor  G nicht  verschwindet,  weil  nach  der  Voraus- 
setzung die  Grossen  A,  B,  C nicht  zugleich  verschwinden. 

Nach  §.  3.  ist : 

EP  \(x — S)cosß — (y — i;)co8o'|® 

-f  |(y  — ij)cosy  — (z—S)  cos/Jp 
— f)cosa  — (ar— I)  cosyl®, 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

/1®  + Ä®+C® 

£®  = ^ . 

und  daher: 

r , \^^*  + ß^+C®  . JU 

£ = + g = ±g. 

nenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  G 
positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist; 

± = itf , 

und  daher,  weil  nach  dem  Obigen: 

P£  = ßl 

ist:  , 

P = + G, 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  G positiv 
oder  negativ  ist.  Weil  also: 

G = ±P 

18t,  80  ist  nach  dem  Obigen: 
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A = (±P)Ky  — i7)co«y“(*  — £)co8/S|, 

B = (dbP)l(j  — ßcosot — (a:— {)C08  y\, 

C = (dhP)l(a:— £)cos^-(y  — I7)co8ol; 

oder  in  anderer  Anordnung : 

(±P)l(2:  — I)c08/S— (y  — lj)co8ol  = C, 
(±P)t(2^-»?)c08y-(*  — ÖC08/3I 
(±P)I(*  — ÖC08«  — (a;— i)cosyl  = B\ 

n-q  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem 

A und  {y—r\)cosy  — (i  — f)cos/J, 

B und  (i  — f)  cos«  — (a: — l)C08y, 

C und  (a:  — f)co8^  — (y  — ri)coaa 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Hiernach  mu88  man  alao,  uni  unaere  Aufgabe  zu  ISsen ; 

/»=  + P 


setzen,  nSmIich  P seinem  absoluten  Werthe  nach  gleich  P setzen, 
aber  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Grössen 

A und  (y  — ij)cosy— (i — ^cosß, 

B und  (:  — f)coso  — {x  — f)  cos  y, 

C und  (ar  — f)cos^  — (y  — rj)coso 


gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Klan  muss  also  die 
an  dem  Punkte  (arya)  wirkende  Kraft,  deren  absoluter  Werth  P 
ist,  nach  der  durch  die  Winkel  «,  ß,  y oder  nach  der  durch  die 
Winkel  ISO**  — «,  180*^— 13,  180"— y bestimmten  Richtung  bin 
wirken  lassen,  jenachdem  die  Grössen: 

A und  (y — ij)  cos  y — (i — J)cos/S, 

B und  (z  — J)  coso  — (a- — J)cosy, 

C und  (ar — 5)  cos(3  — (y— ij)coso 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

« 

Wenn  C positiv  und 

(a: — {)  cos  ^ — (y — if)  cos  « 

positiv,  also 

Ct(a:  ~^)co*ß  — (y  — y) cosol 
positiv  ist,  so  muss  man 
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/»=  + P 

‘zen,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  {xyi)  nach  der  durch  die 
inkel  a,  ß,  y bestimmten  Richtung  bin  wirken  lassen.  Weil 
diesem  Falle 


P\{x — £)  cos/S  — (y  — ij)cosa| 
sitiv  ist,  so  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  positir. 
Wenn  C positiv  und 


(a;  — f)  cos  ß — (y  — rj)  cos  a 

gativ , also 

Cl(a: — I)  cos/S  — (y  — ijjcosal 
gativ  ist,  so  muss  man 


P = -V 


tzen,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  (xyz)  nach  der  durch  die 
inkel  180“ — a,  180“  — ß,  180“  — y bestimmten  Richtung  bin 
irken  lassen.  Weil  in  diesem  Falle 


P{(x—S)cosß  — (y — ij)cosal 
isitiv  ist,  so  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  positiv. 
Wenn  C negativ  und 

(x — £)  cos/S  — (y — r/)  coso 

i$itiv , also 

Ct(a:  — I)  cos/S  — (y  — i/)cos«l 
igativ  ist,  so  muss  man 

p = -v 

!tzen,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  {xyz)  nach  der  durch  die 
Kinkel  180“  — «,  180“  — /3,  180“— y bestimmten  Richtung  bin  wir- 
m lassen.  Weil  in  diesem  Falle 

P[{x — ^)cosß  — (y—rj)  coso| 

^gativ  ist,  80  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  negativ. 
Wenn  C negativ  und 

(x — S)coBß  — (y — i/)co8a 

egativ,  also 

C\(x — t)cos/S  — (y  — i/)cos«l 
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positiv  ist,  so  muss  mau 

/*=  + P 

setzen,  also  die  Kraft  an  dem  Punkte  (.xyz)  nach  der  durch  die 
Winkel  a,  ß,  y bestimmten  Richtung  hin  wirken  lassen.  Weil  io 
diesem  Falle 

P\(x  — f ) cos  ß — {y  — rj)  cos  a | 

negativ  ist,  so  ist  nach  §.  6.  die  Drehung  des  Paars  negativ. 

Im  Allgemeinen  ergiebt  sich  hieraus  Folgendes ; 

Jenacbdem  das  Product 

Ct(x  --^)eosß — (y  — ^)coso|, 

welches  nach  dem  Vorhergehenden  immer  einerlei  Vorzeichen 
mit  P hat,  positiv  oder  negativ  ist,  muss  man  die  Krallt  an  dem 
Punkte  (xyz)  nach  der  durch  die  Winkel  a,  ß,  y oder  nach  der 
durch  die  Winkel  180° — et,  180“  — ß,  180“ — y bestimmten  Rich- 
tung bin  wirken  lassen ; die  Drehung  des  Paars  hat  immer  glei- 
ches Vorzeichen  mit  der  Grösse  C. 

Aus  diesen  Entwickelungen  ergiebt  sich  ganz  von  selbst,  dass 
unsere  Aufgabe  sich  zwar  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
lösen  lässt,  dass  aber  alle  Paare , vvelche  man  durch  dieselbe 
erhält,  das  Gemeinsame  mit  einander  haben ; 

1.  dass  alle  ihre  Ebenen  und  alle  ihre  Axen  unter  einander 
parallel  sind ; 

2.  dass  alle  ihre  Momente  einander  gleich  sind  : 

3.  dass  ihre  Drehungen  alle  gleiche  Vorzeichen  haben  oder 
in  gleichem  Sinne  vor  sich  zu  gehen  streben. 


III. 

Betrachtung  zweier  Kräftepaare. 

§.  II. 

Indem  wir  wie  gewöhnlich  die  Elemente  der  beiden  zu  be- 
trachtenden Kräftepaare  durch: 

Vof  ®o>  ßo>  Vo» 

Pir  J^i't  rT| , yi , Zj ; ^1 , ^1 , > ft , yi 
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ezeichiien,  wollen  wir  jetzt  ziinüchst  die  ti o th  vt  en d igeii  allge- 
leiiien  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  dieser  beiden  Paare 
ufstellen,  wozu  natürlich  nur  die  Aiirstellung  der  Bedinsungen 
jr  das  Gleichgewicht  der  vier  unter  den  besonderen  Umständen 
er  Kräftepaare  wirkenden  vier  Kräfte  Pf,,  77f,;  Pj , J7,  erforder- 
ch  ist.  Diese  Bedingungen  sind  aber  bekanntlich  *)  die  Glei- 
hungeti  : * 

Po  cos  ctQ  + Pi  cos  «Kl  + 27o  cos  a„  J7j  cos  Oj  = 0 , 

P^^cosßo  f P,  cos/3,  + 77oeosj3f,+  i7,  cos/3,  =r  0, 

Pocosyo  + Pi  cosy,  + J7oCosyo+  J7iCosj-,  = 0; 

Po  {Xo  cos  j3o— j/ocos  (Vo)  + P,  (x,  cos ßi  — fficosa,))^ 

+ Il„  (fo  cos  ßo  — Vo  cos  a„)  + i7,  (f,  cos  jS,  — cos  c, ) ) 

^^(2/oCOsyo  — locosft,)  + /^(iticosy,  — i,cos/3i)  i 
-f  IZoCTMCosyo— fucos^o)  + ^i(»?iCosyi  — fl  cos/5, ) j ~ ’ 

Po(iocosao  — -*^ocosyo)  I P,  coso,  — .t,  cosy,)  | 

+ (&j  cos  «0  — ^0  cos  yo)  + /7,  (f,  cos  er,  — f,  cosy,)  | ~ 

Im  Falle  der  Kräftepaare  ist  nun  aber 

I/„  = -Po,  n,  =-P,; 

ilaher  werden  die  drei  ersten  Gleichungen  Identitäten,  und  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  beiden  Kräftepaare  sind 
vollständig  in  den  drei  folgenden  (Gleichungen  enthalten  : 

fo)cos|5„-  (^o-%)coso(o:  f PiK-r,  -f,  )cos/5,  -(i/i-t]i)i'n!sa,  '-.Q, 
^ol(//o-%)cosy„  -(i.,-ä,)cos^ol  + - Vi  )cosy,  -(i,  -f,)cos/5,  j=0, 

^oK^o-Wcoso,,  - (.To-fo)cosyo;+ P,  l(r,  -f, ) cose,  -(jr,  -ä,)cosy,  1=0. 

§•  12. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  beiden  Kräftepaare  im 
Gleichgewichte  seien  ; dann  finden  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
gfaphen  die  (Gleichungen: 

P«l(a-n-Qcos/5n— (2^o-’/o)cosauH-P,|(j',-f,)cos/S,-(r/i-7/i)cosor,!=0, 
^'oi(yo— »?o)cosyo— (:o-&))cos/5o!+/''iK.yi— '>h)cosy,— (i,— fi)cos/5,!=0, 
fb)cosof,j— f.r„— fo)cosyol  + P,  l(ij  — f,  )cos(v,  — (a-,  -f,  )cosy,  |=0 

*)>!.»  Tbl.  XLVl  X».  XHI.  §.  6.  S.  203. 
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oder 

^oK^o-fo)cosj3o-(yo-%)cosool  = -^il(a:i— fi)cosft-(y,— ij,)co60|', 
^oKyo— %)co«yo— (*o-Sb)cos/?ol=— ’?i)co*>}'i-(ii— fi)cosj5|l, 
^oK*o— &))c'»Sflfo— (a:o— fo)cosyul=— f,)cos«j-(j;,— J,)cosjil 
Statt.  • 

Also  ist: 

(^0 — Io)  CO«  ßo  — (go  — r;o)  cos  Oq 
(^i  — fl ) cos  (J,  — (y,  — ■>;,)  cos  o, 

_ O/o  ~ "na)  cos  Vo  — (^o  — &))  cos  ßg 

(yi— i7i)cosy,  — (z,  -f,)cos^i 
_ (zq  — y cosotq  — (jTo  — f„)co8yo 
Oi  — fl)  cos«!  — (^1  —fl)  cosy, 

woraus  sieb  nach  §.  7.  und  den  Lehren  der  analytischen  Geome- 
trie ergiebt,  dass  die  Ebenen  der  beiden  Kräftepaare  einandei 
parallel  sind. 

Wenn  man  die  drei  obigen  Gleichungen  quadrirt  und  in  ein- 
ander addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung; 

1 [(^0  — fo)cos|3o  — (yo— ’?o)cos«op 

I + [(^0  - Vo)  cos  7o — Oo  — fb)  cos  ßo]® 

^ + [(*0  — fu)  cos  «0  — (:r„  — |o)  cos  yo]® 

|[(^i— fi)cosft— (y,— yi)cos«,]*  \ 

+ [v3ti  — i?i)cosyj— (zi  - f,)cosjSi]®  ( , 

+ [Ol  — fi)coso,  — (a:,  —fl)  cosy,]*  ) 

also  nach  §.8.  in  bekannter  Bezeichnung  die  Gleichung: 

Po®£o*  = A®i^i®. 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Momente  der  beiden  Kräftepaare 
einander  gleich  sind. 

Weil  endlich  nach  dem  Obigen  die  Producte: 

Pol(i>fo-fo)cos/Jo-(yo-i?o)cos«ol  und  Pil(ar,-fi)cosjSi-(y,-y,)cosB,:, 

'Pol(yo-Wcosyo-(3:o-&>)cos/Jol  und  Pil(y,-7ji)cosy,— (z,-f,)cosÄI, 

PoK^o— £o)cos«o-(aro-fo)cosyo!  und  Pi|(zi-f,)coso,— (a;,-f,)co8/,l 

offenbar. entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  haben  nacb 
die  beiden  Kräftepaare  entgegengesetzte  Drehungen. 
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Fassen  wir  das  Vorstehende  zusammen,  so  erhalten  wir  den 
folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Kräftepaare  mit  einander  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  sind; 

I.  ihre  Ebenen  einander  parallel; 

1.  ihre  Momente  einander  gleich; 

3.  ihre  Drehungen  einander  entgegengesetzt. 

Wir  wollen  nun  sehen,  ob  sich  dies  auch  umkehren,  ob  sich 
nämlich  behaupten  lässt,  dass,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  beiden  Kräftepaare  jederzeit  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Weit  wegen  der  ersten  Bedingung  die  Ebenen  der  beiden 
Kräftepaare  einander  parallel  sind,  so  ist  nach  §.  7.  und  den  Leh- 
ren der  analytischen  Geometrie: 

{Xc  — ?o)  cosßo  — (yo  — rio)  cos  Op 
(a:,  — I, ) cos  — (yi  - ) cos  «, 

_ (yo  ~ ’io)  yp  ~ (^0  ~ Sr>)  ßo 

(yi  — Vi)  cos  y,  — (z,  — S, ) cos  ßi 
_ (^o  — So)  cos  tTp  — (arp — £p)  cos  yo 
(zi— fi)cosor,— (a:,— f,)cosy,  ’ 

also,  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Brüche 
durch  (»01  bezeichnen : 


(*o— 4o) cos |Jo—(yo— »Io) cos ao=Goi  !(a-,—?,)cos|8,  J/,)C080, !, 

^o-Vo)  cos  yo— (lo — ta)  cos  ßo  = Gpi  I (;yi  — »?i ) cosy,  - (ii  — fi ) cos  (3,  [, 
(»0 — So)  cos  «o — (:»o— fo)  cos  yo  = Goi  1 (zi  — ?i ) cos  o,  — (a-,  — J, ) cos  y,  1. 


Quadrirt  man  non  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu 
einander,  so  erhält  man  nach  §.  8.  die  Gleichung: 

£o*  = Gni*£i*. 

and  weil  nun  nach  der  zweiten  Bedingung  wegen  der  Gleichheit 
der  Momente  der  beiden  Paare : 


■st,  so  ist  offenbar: 


/>,* 

^01*  — D a * 
0 

folglich  nach  dem  Obigen: 


I 
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^oK^o— ^o)cos|5o-CVo-'»?o)c‘»s“o!=±'Pil(«i— 5i)cosj3,-(^i— »),)coso,|, 
/^oK^/o -■ »?o)co8>'( -(Jo— S))cos/Jot=+/*i  Kyi— »?i)cosy,— (i, -Ji)  cosßil, 


^■oK'o— (•*'0— lo)cosyol=+-Pil(2|— (a-i-li)cosyii. 


Weil  endlich  nach  der  dritten  Bedingung  die  beiden  Kräfte- 
paare entgegengesetzte  Drehungen  haben , so  haben  nach  §.  6. 
die  Prodiicte 


PoK-'»^o-ycosÄ>-(«/o-Wcosaol  und  P,l(a:,-|,)co8/S,-(y,-j?,)co8B,l, 
/*ol(2fo-»;o)c'>'*yo— (*o-lo) cos/?ol  und  AKyi  — >?i)cosyi — (z, -S,)co8fti, 
PoKzo-5o)coscf„— (a-o-^cosyol  und  f,)cosci -(.t,-^,)cosj',! 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  man  muss  also  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  offenbar  die  unteren  Zeichen  nehmen, 
folglich : 


/»ul(Xo-fo)C08j3o— (^o->?o)cosoo!  = — Pit(^i-li)cosft  — (yi-J/,)C08«,l, 
Pol(2to— %)osj’o— (*0-&))cos|3„!  = - P,t(ir,-»;,)cosyi— (r,— S,)cosfil, 
PoK*o— &))cos«o— (^o-So)cosyul  = — /*,  1(1,  — |:,)cosa,  - (.r,  -|,)cosyil 
setzen,  woraus  sicii  die  Gleichungen ; 

/*ol(a^o-y  cos|?o— (3ti.-’/o)cosf'o! + A K^i -li  )co.s^,  — (.y, -7?,  )coso,  i=0, 

PoK2to-»)o)cosyo  - (^0- 5o)cof=/Soi + -Vi  )cosyi — (z,  — f,  ) COS^l  !=0, 

P(,l(Zo  - 5o)cOS«o— (^O-So)  COSyol  + P,  1(2,  —S,  )COStti  —(Xt—i,  )C08)-,1=0 

ergeben,  und  daher  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  das 
Gleichgewicht  der  beiden  Kräftepaare  folgt. 

,Mso  haben  wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn  für  zwei  Kräftepaare: 

1.  ihre  Ebenen  einander  parallel  sind; 

‘2.  ihre  Momente  einander  gleich  sind; 

3.  ihre  Drehungen  einander  entgegengesetzt  sind; 
so  sind  dieselben  mit  einander  im  Gleichgewichte. 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  der  fol- 
gende Satz : 

Die  nothwendig;en  Bedingungen  für  das  Gleich- 
gewicht zweier  Kräftepaare  sind: 
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1.  dass  ihre  Ebenen,  also  auch  ihre  Axen,  einan- 
der parallel  sind; 

2.  dass  ihre  Momente  einander  gleich  sind; 

3.  dass  ihre  Drehungen  einander  entgegengesetzt 
sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  der  folgende  Hauptsatz: 

Die  Wirkung  eines  Kräftepaars  bleibt  ungeändert, 
n-  enn  nur: 

1.  die  Lage  seiner  Ebene,  also  auch  seiner  Axe, 
im  Raume  sich  nicht  ändert,  nämlich  sich  selbst  pa- 
rallel bleibt; 

2.  sein  Moment  keine  Aenderung  erleidet; 

3.  seine  Drehung  in  gleichem  Sinne  vor  sich  gebt. 


IV. 

Betrachtung  beliebig  vieler  Kräfte  und  Kräftepaare. 


§.  13. 

Wir  denken  uns  jetzt  ein  System  beliebig  vieler  einzelner 
Kräfte  und  Kräftepaare;  die  Elemente  des  Systems  der  einzelnen 
Kräfte  bezeichnen  wir  durch : 


O t Df  D * i>  f t>  f 


*0^  • yt)  • *0*  5 
> ^o^  • yö  5 


t Hl  t .Va*> 

ßi  > yi';  “t'.  ß^  > y»';  ße.'.  yz';  - 


<lie  Elemente  des  Systems  der  Kräftepaarc  durch : 


Po, 

Rn » 

^a, 

yo. 

So» 

Vo, 

So  J 

«0» 

ßo. 

7o-, 

Pf, 

Pi-, 

Xi  , 

yi’ 

hl 

Si. 

Vi, 

Si; 

«1» 

ßx. 

Yii 

p*. 

■Ha» 

a:*. 

ya. 

2*; 

Sa» 

%» 

Sa» 

“a» 

ßi. 

ya; 

p». 

n,; 

«3. 

yi. 

H 9 

Sa» 

Vt, 

Ss  9 

«3» 

ßi. 

ys; 

u. 

s.  w 

Wenn  nun  das  ganze  System  aller  einzelnen  Kräfte  und 
Kräflepaare  vOllig  frei  ist,  so  sind,  wie  leicht  erhellet,  die  Bedin- 
gungsgleichungen  f3r  den  Zustand  des  Gleichgewichts  desselben  *): 


•)  M.  s.  ThI.  XLVl.  No.  XIll.  §.  6.  S.  203. 
Th.il  XL VIII. 
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HP'cosa'  4 JSPcosa  SJIcosa  = 0, 

2P*  cosß'  4-  £Pcnfiß  4 ETIcoaß  = 0, 

SP' coay'  + EPcoay  4 cosy  = 0; 

£P'(a;'cosß' — y'co8u')^£P(xcosß — yco8o)4'2ß(|co80  — »;co8«)=U, 
£P'(y'coay' — t'cosß')  -4  £P(ycoay — zcosß)-t£n(7jcosy  — Scoaßi=:0, 
£P'(z'co8a' — x'coay')  4 £P{zcoaa — a:rosy)4'^^(?cosa  — Jco8y)=0; 
also,  «veil 

Po+no  = o.  p^  + ^^=0,  p*4ii*  = o.  />3  + n,  = o,.... 

ist : 

£P'coaa'=zO,  £P'coaß'=zO,  £P'coay'  — 0; 

£P'{x' coaß'  —y'coaa')  4 £Pl(x  — i)coaß — (^  — ■ij)cosol=0, 
£P'(y'  cos/  — z'cosß')  4 — ■>j)cosy  — (2 — f)  cos^|=0, 

£P'  (t'  coaa'  — x'coay')  4 £P\ (t — J)  cosa  — (x — |)cosyl=0. 

Aus  diesen  Bedinguiigsgleichungen  folgt  auch,  dass  eine 
Kraft  mit  Kräftepaaren  nie  ini  Gleichgen'ichte  sein  kann , weil 
dies  nach  vorstehenden  Gleichungen  immer  die  Bedingungsglei- 
chungen 

4*'cos«'  = 0,  P'cosß'  = 0,  P'coay'=z0 

als  erfflllt  voraussetzen  würde,  aus  denen 

/*'*(coso'®4  cos/3'*  4"  cosy'®)  = P'*  = Q, 

also  P“ —0  folgt  Eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  können  also 
hiernach  auch  nie  durch  ein  Kräftepaar  ersetzt  werden. 

Bezeichnet  man  die  Bestimmungswinkel  der  Axen  der  KräRe- 
paare  durch 

9>o.  ’f'o.  ito;  <Pi>  'Pa>  ra,i  9>s . » Xa : ■••• ! 

so  werden  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen,  weil  nach 
§.  9.  allgemein : 

£co89  = (y  — i2)cosy  — (z  — S)coaß, 

Ecoazf)  — (z — S)  cos«  — (a:  — ^)cosy, 

E cos  X — (x  — I)  cos  ß — iy  — 'n)  cos  o 
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2:/*'co8o'=0.  ^P'cos/S'  = 0,  2:P'cos/=0; 

£P'(.v'coaß'  —y'cosa')  + ZPEcoa  x —0, 

ZP'iy'  cos  / — z'  cosß')  ^ ZPE  cos  qo  = 0, 

SP'  (i'  cos  a'  — x'  cos  y')  + SPE  cos  = 0. 

Verschwinden  die  einzelnen  Kräfte  sämmtlich,  so  sind  die 
Redingungsgleichungen  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts: 

SP\ {x  — I)  cos  ß — {y  — rf)  cos  o|  ■=  0, 

SP\(y  — i])cosy—(z  — DcosjSl  = 0, 

SP\(i  — J)  cosa  — (x—  §)co8j'|  = 0 

oder: 

SPEcoaip  = 0,  SPEcosil/  = 0,  SPEcosy  = 0. 

Wenn  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist,  so  sind, 
wenn  man  diesen  festen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
annimmt,  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Ruhe 
des  Systems  *) : 

SP'(x'cosß'  —y'coacc')-\-SP(xcosß — ycoaa)-i-  SIT(^coaß—i^coaa)=0, 
SP'(y'  coay' — z'coaß') + SP(y  coay  — z cosß)  + ^P(ijcosy — ^cosß)=0, 
SP'(i'coaa' — x'cos/)-|-^P(zcosa— arcosy)  +2^P(fcosa — |cosy)=0; 
also  wie  vorher: 

SP' (x' cosß'  — y' cosa')-\-  SP\(x  — |)cosj3 — (y  — «;)cosoit  = 0, 
SP'  {y'  cosy'  — i’  coaß')  + EP\(y — tj)cosy  — (z — ^ cos  (31  = 0, 
SP'  (z'  coso'  — ar'cosy')  + SlP\{z  — Qcoaa  — (x — |)cosyt  z=  0; 
oder: 

SP' (x' coaß' — _y'coso')  + ^P£cosj>  =0, 

SP' (y' coay' — z'coaß')  -i-  SPEcoaq)  =0, 

SP'  (z'  cos  a'  — x'  cos  y')  + SPE  cos  tp  = 0. 

Verschwinden  die  einzelnen  Kräfte  sämmtlich,  so  sind  die 
Bedingungsgleichnngen  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

SP\{x — |)co8(S  — (y  — ij)coscl  = 0, 

SP\{y  — ri)coay  — (z  — J)  cos/S)  = 0, 

SP\ (z  — Ö cos  a — (a:  — 5)  cos  y I = 0 


■)  ThI.  XLVI.  No.  XIII.  $.  8.  S.  225. 
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oder: 


EPEcoB<p  = {i,  £PEcosiii  = 0,  £PEeosx  = 0i 

wobei  es  offenbar  nicht  mehr  iiiithig  ist,  den  festen  Punkt  als 
Anfang  der  Coordinaten  anzunehnien,  weil  bei  parallelen  Verschie- 
bungen der  Coordinatensysteme  die  Differenzen  der  Coordinaten 
dieselben  bleiben. 

Wenn  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  so  ist,  wenn 
man  diese  feste  Axe  als  Axe  der  : annimmt,  die  Bedingungs- 
gleichung für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  *) : 

2P'(x'coaß' — j/'cosa')-^-  £P{xco8ß — ycoaa)-\-Sn(lco8ß — i7cosi>)=0, 

also  wie  vorher: 

SP' {x' coaß'  — y'coaa')  -f  SPl(x — |) cosß — (y  — tj) cosa ) =0 
oder : 

SP'  (x'  cos  ß'  — y'  cos  a!)  + SPEcos  j;  = 0. 

Verschwinden  die  einzelnen  Kräfte  sämrotlich,  so  ist  die  Be- 
dingungsgleicbung  für  den  Zustand  der  Ruhe: 

SP\(x — |)cosjS — (y — ij)  cos«!  = 0 

oder: 

SPE  coa%  ~ 0. 


§-  14. 

Wir  wollen  nun  den  wichtigen  Satz  beweisen,  dass  sich  jedes 
System  von  einzelnen  Kräften  und  Kräftepaaren  auf  eine  einzelne 
Kraft  und  ein  Kräftepaar  zurückführen  lässt. 

Das  gegebene  System  der  einzelnen  Kräfte  und  Kräftepaare 
bezeichnen  wir  eben  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen;  be- 
zeichnen wir  dann  die  Elemente  der  gesuchten  Kraft  und  des 
gesuchten  Kräftepaars  beziehungsweise  durch; 

R';  X',  r,  Z';  d'.  5' 

und 

R,  R;  X.  r,  Z;  X,  Y.  Z;  e,  to,  ö; 

so  haben  wir  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  offenbar  die 
folgenden  Gleichungen  ; 

•)  ThI.  XLVI.  No.  XIII.  §.  9.  S.  227. 
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ZP'coBa'  — R'cosd'  =0 
£P'  cos  ß'  — R'  cos  »'  = 0 ; 
ZP'  cos  / — R'  cos  ö'  = 0 


ZP'(a:'co8ß'  — y'cosa')  — R'{X'cosa>' — F' cos  fl') 

+ ZP\ (ar— |)cosj3 — (y— 7j)coso!— ß|(A— X)cos(d— ( F— Y)cosfll 

ZP'  (y'  cos y'  — i'  cos ß')  — ft'  ( F'  cos  u'  — Z'  cos  w') 

+ ZP{  (y — fj)co8Y — (j— J)cosjSi — ft[(  F — Y)cosö — (Z — Z)co80>t 

ZP'  (i'  cos  o'  — ar'  cos  y')  — R'  {Z'  cos  fl'  — X'  cos  m') 

+ Ü*((t — ()cosa — (a;— |)cosyl — ft((Z— Z)cosfl— (Y— X)co8öl 


}=o, 

}=0. 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

L'  = ZP costt',  M'  = ZPcosß',  N’  =z  ZP  cosy'; 
iV,'  = ZP{x'cosß'  — y'cosa'), 

Li'  — ZP(_y'  cosy'  - z'coaß'). 

Ml'  = ZP{i'  coso'  — ar'cosy'); 


Ni  = ZP[(x — |)cos/S— (y — ij)cose|, 

L,  = YftKy— ij)cosy— (i— f)cosjSl, 

Ml  = YP|(i  — f)cos« — (a:  — |)cosyl 

setzen : 

R'co»d'  — L',  R'coam'  = M',  ft' cos  ö' = iV' ; 

ft'(Y'cosw'— F'cosfl')  + ß|(Y— X)co8w— ( F— Y)cosfl|  =iV,'+iV, ; 

ft'(F’cos5' — Z'cosw')  + ßl(F— Y)cos5— (Z — Z)coswl  = L,'  + X, ; 

ft'(Z'cosfl'  — Y'cosö')  + ß|(Z — Z)cosfl — (Ä— X)cosö|  = ^,'+d/i. 

Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  erhält  man  zur  Bestimmung 
von  R'  und  fl',  w',  ö'  die  folgenden  Formeln : 

ß'  = ± ; 

L' 

cos  6'  =:  4-  — , , 

VL'*+AI'*+iV'« 

cos» 

coso  = ± ’ 
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vro  es  aber  bekanntlich*)  genügt,  die  oberen  Zeichen  zn  aehmen, 
nnd  daher: 


ß'  = VL-*+  jr*4  A-*; 


cos  6' 


D 


cos  <a' 


cos  G>' 


M' 

A 

^ L-*+lU-*  + A* 


zu  setzen.  Wenn  die  Grössen  L',  31',  A'  sämmtlich  verschwin- 
den, und  daher  auch  R'  verschwindet,  bleiben  die  Winkel 
ü'  unbestimmt,  wie  es  auch  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt; 
man  kann  dafür  alle  Winkel  setzen,  welche  der  Gleichung 

cos  ö"*  + cos  »'*  + cos  ö‘*  = 1 

genügen. 

ln  allen  Fällen  bleiben  die  Coordinaten  X',  F',  Z'  oder  der 
Punkt  (X'Y'Z')  ganz  unbestimmt,  und  es  können  für  diese  Coor- 
dinaten alle  beliebigen  Werthe  gesetzt  werden. 

Hat  man  nun  aber  für  X',  Z'  gewisse  beliebige  Wertbe 
gesetzt,  so  muss  man  für  diese  Werthe  der  in  Rede  stehenden 
Coordinaten,  oder  diesen  Werthen  der  Coordinaten  entsprechend, 
das  Kräftepaar 

R,  R;  X,  F,  Z;  X,  Y,  Z;  fl,  w,  ö 


so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen; 

R I ( .¥— X)  cos  0) — ( F— Y)  cos  01  = A, ' + A,— Ä'fA'cosw' — F'cosfl'), 
ßl  ( F— Y)cos  ö — (Z — Z)  cos  w 1 = L,'4  L,  — ß'(  F'cosö' — Z'cosa'). 
ßt(Z — Z)  cosfl — (A— X)cosö|=i1!/,'+./W,  — ß'(Z'cosfl'  — A'cosö'); 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen: 

+ L,,  + W,=A,'+A, 

und  ; 

A = £i  — ß'(  F'cosö'  — Z'cosa'), 

B = ItTi — fi'(Z' cos  6'  — A'cosö'), 

C = Wi  — R'(X'cos  a' — F'cosfl') 


•) 


M.  •.  Thl.  Xt.VI.  Xo.  XIII  S.207— S.  209. 
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gesetzt  n-ird , den  Gleichungen: 

. ä|(J!l  — X)co8(D  — (F  — Y)co8Ö1  = C, 

— Y)  cos  u — (Z — Z)co8Q>|  = A, 

R\(Z — Z)  cosö  — (X — X)cosü|  = JB 

genügt  wird. 

Wie  diese  Bestimmung  in  allen  Fällen  ausgeliährt  werden 
kann,  ist  in  §.  10.  ausführlich  gezeigt  worden,  und  darüber  alao 
hier  nichts  weiter  zu  sagen.  Bekanntlich  ist  diese  Bestimmung 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  möglich. 

Bezeichnen  wir  das  gemeinsame  »der  constante  Moment  aller 
Kräftepaare  durch  M,  so  ist  nach  §.10.: 

M*=  + C*. 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar: 


A =£i  -NT +JU‘Z', 

B = mi-L'Z‘  +iV'Y', 

G = W,  -M'X'+L'Y‘ 

(£,  — iV'F' + ^J'Z')® 

+ (Mi,  —L'Z'  + iV'A')* 

+ (W,  — yl/'X'+L'F')* 

+ m,*  + M,* 

— 2£,  (iV'  F'—  M'Z‘)  - 2MT,  (/>'Z'— iV'A')  - 2M,  {M‘X'—L'  Y‘) 

+ (TV'  F'  - iW'Z')2  + (L'Z'  - TV'A')*  + L'  F')* 

i:,*  + MT,*  f W,» 

— 2£,  (TV'  F'  — Ttf'Z')  -2Mi,  (L'Z'  - NX)  - 2JT,  (M'A'— L'  F') 

+ (L'»  + + TV'*)  (A'*  + F'*  + Z') 

— (L'A'  + T^/'F'^-^'Z')*, 


M*  = £,*  + Mt,*  + W,*  + ß'®(X'*  + F'*  + Z'*) 

— 2£,  (TV'F'— Tüf'Z')  -2M(,  (L'Z'— lY'A')— 2W,  (d/'A'-L'F') 

— (L'A'+T»/'F'  + TV'Z')*. 

Die  Gleichungen  aller  einander  parallelen  Ebenen  der  Kräfte- 
paare sind  nach  §.  10. , wenn  wir  die  laufenden  Coordinaten  durch 
t > >t,  ; bezeichnen  : 

A{x—a)^B(x)~b)  + G(j  — c)  = 0, 
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also  nach  dem  Vorhergehenden : 

(ff,  -iV'F'+Af'Z'Hr-o)  \ 

+ (m,  — L'Z'  + iV'^')(9— *)  I =0. 

+ 03^-M'X‘  + LT)(,}-c)  J 

Die  Gleichungen  der  sämmtlich  unter  einander  parallelen  Axeo 
der  Kräftepaare  sind  nach  §.  10.: 

A(t)—b)  = B(r  — a), 

— = C(«j— 6), 

C(jc-a)  = A{}-cy, 

also  nach  dem  Obigen : 

(ff,  -N  V + M‘Z')  (1?  - Ä)  = (DI,  - L Z'  + N'X')  (x  - «), 
(DI,— L'Z'  + iV'V')(j-c)  = {TXi-  M'X'-\-L'Y')(x>—b), 
(ai—M‘X‘  + L'  T)  (jr— <i)  = (ff,  - iV'  F'  + M'Z')  (?  - c). 

Jenachdem  das  Product 

C\(X  — X)  cos  oj  — ( F — Y)  cos  fl  1 

positiv  oder  negativ  ist,  muss  man  die  Kraft  an  dem  Punkte  (JFZ) 
nach  der  durch  die  Winkel  fl,  to,  ü oder  nach  der  durch  ilic 
Winkel  180®  — fl,  180® — w,  180® — 5 bestimmten  Richtung  bin 
wirken  lassen;  die  Drehung  der  Paare  hat  immer  gleiches  Vor- 
zeichen mit  C. 


§.  15. 

Verschiedenen  Werthen  von  X',  V,  Z'  entsprechen  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  Kräftepaare  mit  verschiedenen  Mo- 
menten M;  wir  wollen  nun  diejenigen  Werthe  JE,  P,  S 
V',  Z“  bestimmen,  für  welche  das  Moment  M seinen  kleinsten 
Werth  ID  erhält. 

Der  allgemeine  Werth  von  M®  ist  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen : 

M*=  (ff,  -iV'F' +ilfZ')* 

-I-  (DI,  - L'Z'  + N'X'y 
+ (W.-^  Jf'-l  L'F')*, 

woraus  zuvörderst  erhellet,  dass  von  einer  Bestimmung  des  klein- 
sten Werths  von  M überhaupt  nur  dann  die  Rede  sein  kann,  wenn 
die  Grössen  L‘,  M' , N'  nicht  zugleich  verschwinden,  weil,  wenn 
dies  der  Fall  wäre,  M den  constanten  Werth 
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M = V^£,»+in,a  + M,* 

haben  würde,  wobei  man  auch  §.  1.  au  vergleichen  bät 
Nach  §.  1.  4)  erhält  man  sogleich : 

^ »U,— ivm, 


also  nach  §.  14. : 


v = 


5 = 


N'£i  -LISI, 
L'*  + ill'2  + ZV'*’ 


Ä'*5E  = itf'M,  -JV'UI, . 
Ä'2p  = ^'£,  —LU,, 
R'*S  = L'TXli  -itf'lTi; 
(roraus  sich  die  Relationen: 


L'X  + A/'?»  + 2V'S=0. 

£iac+DI,?>+öi5  = 0 

ergeben. 

Nach  §.  1.  7)  ist: 

(L-£,+lU‘m,+N'Xl,)* 

Mittelst  der  obigen  Wertbe  von  X,  0 erhält  man  ferner 
leicht : 


Ä=£j— iV'P  + itf'S 

^ N'  (rf'C,  — LH, ) - iüf'  (LUIi — iSf'£,) 

— »I-  L'»+Jlf'*  + iV'* 

^ (L-*  + + iV'*)£,  — L'  (L%  + itf'ai,  + iVH,) 

— Ci—  L'*  + ;»'*  + A‘» 

» = mi-L'S  + N‘X 

L'  (LW,  — M% ) — iV'  ( — iV-m, ) 

— in,—  L'*  + il!f'®+A'* 

_ (L«+ilf'HJV'a)in,— Ar'(L'£,+ylfin,+iVH,) 

— in,  — ^ jyet  ^^<2  » 

„ ivm,)— L'(iV'£,— LH,) 

— »1  L'*  + ilf'*+iV'* 

„ (L-»  + iW'9 + N-*)», — ./V'(L'£,  + M-m,  + iVH,) 

-w,  L‘*  + ia'*+ 
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L'(L%  +iV'«,) 

i»/'(L'£,  + iW'in, +A"M,) 

+i»/'in,+iV'K,) 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Ebenen  der  Paare  ist  narb 
dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

ü(r-fl)  + »(i>-A)  + tf(j-c)=0, 

also  nach  den  vorstehenden  Formeln,  wenn  nicht 

L'£,  + M'Vlt  + N'Vi  = 0 

ist : 

L'(t-a)-H^‘(t)-b)  + N‘(}-c)  = 0; 

folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen ; 

(r  — a)cosö'  + (i) — 6)  cos  co'  + (j  — c)cos«'  = 0, 

woraus  sich  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ergiebt, 
dass  diese  Ebene  auf  der  Richtungslinie  der  Kraft  R'  senkrecht  steht. 

Wenn 

L'£, +iV'W,  =0, 

und  folglich  nach  dem  Obigen  auch  das  kleinste  Moment  m=0 
ist,  erhält  die  Gleichung  der  Ebene  der  Paare  eine  identische 
Form,  was  auch  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  weil  ja  offen- 
bar in  diesem  Falle  von  Paaren  im  eigentlichen  Sinne  gar  nicht 
mehr  die  Rede  sein  kann. 

Die  Drehung  der  Paare  bat  mit  <£,  nach  dem  Obigen  also  mit 
iV'(L'£,-f^m, -piV'lI,). 

gleiches  Vorzeichen. 

Die  durch  den  Punkt  {3c^S)  parallel  mit  der  Richtungslinie 
der  Kraft  R',  also  senkrecht  auf  den  vorher  bestimmten  paralle- 
len Ebenen,  gezogene  Gerade  heisst  die  Centralaxe  des  gege- 
benen Systems  von  Kräften  und  Kräflepaaren ; ihre  Gleichungen  sind : 

/»/'(?- 5)  = 
iV'0r-ar)=  L'(j-S); 


also : 

Ä = 
B = 
tf  = 
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r : 


L'xf  — M'x  = 

N'x—L'}  = N‘X—L‘Si 


L'J)  - ü/'jr  + W,  = W,  - JI/'X  + L'?> , 

IH}  — N't)  + £,  = A — iV'?>  + lU'S , 

N'x-L'i  +MI,  =jn,  —L‘S  + rf'X-, 


0 nach  dem  Obigen: 


Li)  — MX+T^l Jyi  ^ Jff.^  ' 

af-,  L‘(L%+]a‘m^+NHr) 

Jtfj— iVt)+£i  — X,'®  + j!/‘*  + iV'*  ’ 

»r,  T<  J.«,  4-ivat.) 

iVr  — Lj  + Bll  — ^ ^ jifit 


Das  Quadrat  des  allgemeinen  Moments  M kann  man  nach 
Dl  Obigen  auf  folgende  Art  ausdrScken : 

M*  = t^i  -iV'?>  + itf'5-iV'(F'-?))  + 

+ IBIi  - L'S  + ]S'X-  L‘(Z'- S)  + N'(.X' -X)  1» 

+ ijr,  - JH'X  + Lrp~JU‘  (Ä'  - IC)  + L'  ( r - p)  I». 


oraus  sich : 

M»  = (£|  — iV-p+df'S)» 

+ (BT,-L'5  + iV'lf)» 

+ (Vi  — JU'X  + LW 
+ titf'(A:'-X)-L'(F'-P)l» 

+ 1 iV' ( F' - P)  - Jlf' (Z' - S)  1* 

+ {L'(Z'-5)-A'(X'-X)]» 

- 2(£,  -iV'P  +Af'5)  liV'(F'-p)  -.W'(Z'-S)I 

- 2 (BI,  - L 5 + iV'iC)  I L'  (Z'  - 5)  - iV'  (Ä'— iO  I 

- 2 (P,  - ill'iC  + L'P)  I ;if'  ( A'  - iC)  - L'  ( F'  - P)  t 

rgiebt.  Nun  ist  aber  nacb  dem  Obigen : 

(£,  -^'P+Jlf'5){iV'(F'-P)  - ;W'(Z'-5)I 
+ (Bll  - L'S  + ^'X)  1 L'  (Z'-  S)  - (X'  - X)  I 

+ (W,  - M X + L'p)  1 AI'  ( A'  - 1)  - L‘  ( r - P)  1 

L'[iV'(F'— P)-Af'(Z'— 5)]  1 
-^M'[L‘(Z'S)-X'(Ä'--X)]  i =0. 
-I-JV'IM'(X'-X)-L'(r'  — X»)]  ) 


_I^^‘Bt,±iV-P, 
~ L'*+iW'*+Är'* 
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also : 

M*=  (fii + 

+ (OTi-L'5fiV'iE)* 

+ til#'(A'-JE)  - L'(F'-?>)1* 

+ 1 iV'(  P— P)  - 
+ I L'  (Z'  -S)*-  mX’-X)  I* 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (X'y'Z“)  von  i 
mit  der  Richtungslinie  der  Kraft  R'  parallelen  Centralaze  du  I 
p,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

p*=  (i'-3E)*  + (F'-?»)*  + (Z'-5)* 

— I — X)  cos  fl'  + ( F'  - ?»)  cos  o'  + (Z'  - 5)  cos  ö'  i*, 

oder: 

p*=  ({A'  — i^)cos(»'— (F' — !P)cosfl'|* 

+ 1 ( F' — 5»)  cos  5'  - (Z'  - 5)  cos  M'  I* 

+ 1 (Z'  - 5)  cos  fl'  - (A'— JP)  cos  S' I*, 

und  folglich  offenbar: 

p*Ä'»=  \M‘(,X‘  — X)  - L'(F'— 9)}* 

+ 1L'(Z'-S) -N'(X‘-X)\^. 

Ueherlegt  man  nun  noch,  dass  offenbar: 

m*=  (C,  - iV'P  + iW'5)* 

+ + ZV'lf)* 

+ (iri-itf'ac+  LW 

st,  so  erhält  man  aus  dem  Obigen  die  merkwürdige  Gleicbnn  | 

M*  = 2n®+p*fi'*  oder  M»— W*  = p*«**. 

Bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die  Axen  der  im  vorhi  ' 
gehenden  Paragraphen  bestimmten  Kräflepaare,  deren  Gleichunge  : 

A(t)  — b)  = B{x—a). 

B(l—c)  = C(t}-b), 

Cor  — a)  = A(}—c) 

sind,  mit  der  Centralaxe  einschliesseii,  im  Allgemeinen  durch 
so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie,  wie  sogiek 
erhellet : 


Digitized  by  Coogle 


der  Theorie  der  h’räfiepanre. 


cosi2  = d: 


^cosfl'-f-  ßcos  ca'  + Ccoso' 

V^»+Ä*T^ 


nach  §.  14. : 


cos  ß = 4- 


A cos  6'  + ß cos  oa'  + C cos  a' 


folglich,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  mit 
multiplicirt : 


cos  = 4- 


AL‘  + BM‘  + CN‘ 


il  aber  nach  §.14.; 

A = ei-N'Y'  + iaz\ 
ß = + N'X’. 

C = Ui-M‘X'\L'Y' 

80  ist: 

^L'+  ßiW'  + CN‘  = ß'JC,  + MVHy  + iVU, , 


folglich ; 


L%  + MTdi  + iV'W, 


:h  dem  Obigen  ist  nun : 

(L'£,  + /tf'irii  + iV'H,)*  = (ß* + 

): 

L%  + ii/'in,  + ATI,  = ßm, 

1 folglich,  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
einander : 

cosii  = + 

Taus  folgt: 

sin  ß»  = — jyjä — = » 

d: 

pR'  = Msin  Sl. 

Nimmt  man,  was  verstattet  ist,  den  Winkel  ß spitz,  so  ist; 

DI  = Mcosß,  />ß'  = Msinß. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Entfernung  des  Punktes 
?5)  von  dem  Anfänge  der  Coordinaten  bestimmen.  Nach  dem 
igen  ist: 
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(L'»  + + iV’*)*  (X*  + F + 5*) 

= (L'in,  - M )•  + (iW  »,  - MIT,  )*  + (iV'£,  - L'M,  )* 

= + + iV-2)  (£,*  + BI,>  + H,*)  - (L'£,  + AfUT,  + All,)*. 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

(L'*  + A/'*  + A-*)*  (F  + ?>*  + S*) 

= (L-*  + Af-«  + A'*)t(JC,*  + nii* +»,•)- Mt*  1, 


also  die  Entfernung  des  Punktes  (3fpS)  'O"  *Tcm  Anfänge  dei 
Coordinaten : 


Vi*+F+S*  = 


(£,*  + MI,*+M,*)  - MT* 
L'*  + Al'*  + A'* 


§.  16. 

Wenn  Kräftepaare  in  beliebiger  Anzahl  durch  ein  Kräfte- 
paar  ersetzt  werden  sollen,  so  hat  man,  indem  wir  die  in  f 14. 
gebrauchten  Bezeichnungen  beibehalten,  zur  Bestimmung  diese! 
sogenannten  Resultantenpaars 

R,  R;  X,  r,  Z;  X,  Y,  Z;  ö,  w.  <3 
nach  §.  14.  die  folgenden  Gleichungen: 

ß |(X— X)  cos  0)  — ( F—  Y)  cos  ö I = .2/*  1 (x—  §)  cos  jS—  (y — tj)  coael, 
Ät(F— Y)cos5  — (Z  — Z)coso)l  = 2:/*l(y— i/)cosy  — (z  — 

Ä1(Z  — Z)cosö  — (X— X)cosö)=2:Pt(z  — J)cos«  — (a:— Dcosyl; 

mittelst  welcher  das  Resultantenpaar  ganz  nach  der  in  §.  10.  ge- 
gebenen allgemeinen  Anleitung  bestimmt  werden  muss,  worübet 
also  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Arm  oder  die  Breite  des  Resultanten- 
paars  durch  C,  die  Winkel  seiner  Axe  durch  <&,  W,  X;  so  wei- 
den die  vorstehenden  Gleichungen  nach  §.  9. : 

Rtteoa  O = EPEcoaq>, 

R^coaW=  2PEcosii>, 
ß£cosX=  EPEcoax", 

woraus  sich,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  z> 
einander  addirt,  die  Gleichung: 

(R®)*  = (XR£cosg))*-HXP£costf»)*  + (.2PJScosj[)* 

ergiebt.  Mittelst  dieser  Gleichungen  bes6mmt  man  A,  ® u«! 
<P,  W,  X auf  bekannte  Weise. 
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XXXf. 

Oberfläche  und  Inhalt  der  Körper,  welche  durch  Re- 
lation eines  regulären  Polygons  um  einen  beliebigen 
Durchmesser  entstehen. 

\ on 

Herrn  Dr.  L.  Sohncke 
III  Koriigtitierg  i,  Pr. 


§ I. 

Einleitung  und  Hülfsisätze.  Bisher  sind,  soviel  mir  be- 
kannt, nur  solche  Körper  behandelt,  welche  durch  Rotation  eines 
reguliäreii  Polygons  um  einen  grössten  oder  kleinsten  Halbmesser 
entstehen.  Die  dort  angewandte  Methode,  die  bekanntlich  auch 
auf  die  Kugel  Anwendung  findet,  lässt  sich  nun  leicht  auf  den 
allgemeineren  Fall  der  Rotation  um  einen  beliebigen  Durchmesser 
übertragen. 

noifssatz  1.  An  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r sei 
eineTangente  AB ao  gezogen,  dass  sie  im  Berührungs- 
punkte C halbirt  wird.  Rotirt  diese  Figur  um  einen 
beliebigen  Durchmesser  des  Kreises,  dessen  Verlän- 
gerung aber  die  Tangente  AB  nicht  durchschneiden 
soll,  so  ist  die  Mantelfläche  des  von  der  Tangente  be- 
schriebenen abgestumpften  Kegels  (der  in  specieilen 
Fällen  ein  Cylinder  oder  ganzer  Kegel  sein  kann), 
gleich  dem  Product  aus  der  Kreisperipherie  und  der 
Höhe  h des  Kegelstumpfs. 

Beweis:  (Taf.  VHl.  Fig.  1.).  Die  Mantelfläche  des  Kegel- 
stumpfs ist  bekanntlich 
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wo  (i  = AD  und  Qf  — BE  die  Radien  der  noteren  und  oberen 
Grundfläche  des  Kegelsturopfs  sind.  Weil  nun: 

CF-.  CO  = BG.AB, 

worin  CF  — und  BG  = ED  = A,  so  folgt: 

AB.^^^^  = r.k, 
also  die  Mantelfläche  M = ^rnh.  q.  e.  d. 

(Dieser  Satz  ist  bekannt.) 

HulfssatK  S.  Ist  Alles  wie  vorher,  schneidet  aber 
die  verlängerte  Rotationsaxe  die  Tangente  AB,  so  lässt 
sich  die  Mantelfläche  des  durch  die  Tangente  beschrie 
benen  Doppelkegels  durch  einen  zweigliedrigen  .Aus- 
druck darstellen,  dessen  erstes  Glied  mit  dem  vorigen 
übereinstimmt. 

Beweis:  (Taf.  VIII.  Fig.  2.).  Der  Schnittpunkt  der  Rota* 
tionsaxe  mit  der  Tangente  heisse  J,  die  Höhen  der  beiden  ent* 
stehenden  Kegel  DJ  = hi  und  EJ—ht,  ihre  Summe  D£  = 
Ai-f-A4=:A.  Die  Theile  der  Tangente  seien  AJ—Si,  BJ—t^\ 
die  Radien  der  Kegelgrundflächen  AD  = BE  = Dann 
ist  die  Mantelfläche  des  Doppelkegels: 

M = 5t.(e,i,-|-p2*i8) 

= rr.CpiSi — + ?2*i  + Pi**)- 
Aber  Qitsi  =p2:s,,  folglich: 

JU  = «.(?,*!— p,*a  + P2*,  + Pa«,), 

M =2w.  { + P?(*J^  j . 

Sa>  so  bat  man: 


Weil  r : CJ  = Pi  : A|  = pa‘- ^2  ™d  = 


1).  . 
Ferner: 

also: 


,L (»!—%) 

rhi  — pi . q 


,A  _ « (*i  + »a) 

rn*  — Pa-  2 — *****’ 
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„ . , (*i+**) 

2) rÄa  + e*»2  = e*.—- 2 — • 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  1)  und  2)  verwandelt  sich 
der  Werth  unserer  Oberfläche  in  folgenden : 

M = 2w.(rAi  +rA,  + p**a), 

oder ; 

il#  = 2rjrA+2»eaS2,  q.  e.  d. 

Knsatz.  Lässt  man  aus  dem  eben  gefundenen  Werth  der 
Mantelfläche  des  Doppelkegels  den  Werth  der  oberen,  von  BJ 
beschriebenen,  Kegelfläche,  welcher  ist,  fort,  so  bleibt  als 

Werth  der  anderen  Kegelfläche,  (welche  von  AJ  beschrieben 
wird,)  übrig:  Hisx  = 2rjrA+ wpj**. 


§.  2. 

Oberfläche  der  Rotationskörper.  Lässt  man  ein  um 
den  Kreis  beschriebenes  reguläres  Polygon  um  einen  beliebigen 
Durchmesser  rotiren,  so  wird  im  Allgemeinen  von  jedem  der  bei- 
den Theile,  in  welche  das  Polygon  durch  die  Rotationsaxe  ge- 
tbeilt  wird,  ein  anderer  Mantel  beschrieben,  ohne  dass  die  beiden 
Mäntel  zusaramenfallen;  jedoch  gehen  sie  an  den  Enden  der  Ro- 
tationsaxe, an  denen  sich  übrigens  im  Allgemeinen  kegelförmige 
Vertiefungen  bilden,  in  einander  über;  auch  können  sie  sich  aus- 
serdem schneiden.  Die  von  jedem  von  beiden  Th  eilen 
beschriebene  Oberfläche  lässt  sich  nun  vermittelst 
der  beiden  Hülfssätze  leicht  angeben. 

Von  allen  Ecken  des  Polygons  seien  Lothe  auf  die  Rotations- 
axe geföllt;  das  zwischen  den  Fusspunkten  der  beiden  äussersten 
Lothe  enthaltene  Stück  der  Axe  mag  „Länge  der  Rotations- 
axe" heissen;  die  Ecken,  von  denen  die  äussersten  Lothe  aus- 
gehen, sollen  „äusserste  Ecken“  heissen.  Dann  sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  das  Polygon  von  ungerader  Seiten- 
aahl,  so  liegen  nämlich  beide  äusserste  Ecken  im  Allgemeinen 
auf  derselben  Seite  der  Axe;  ist  das  Polygon  von  gerader  Sei- 
tenzahl, so  liegen  sie  auf  verschiedenen  Seiten.  Im  ersten  Fall 
sind  die  beiden  Theile  des  Perimeters  ungleich  gestaltet,  im 
zweiten  sind  sie  gleich. 

A)  Polygone  von  ungerader  Seitenzahl.  (Taf.  Vlll. 
Fig.  3.  zeigt  als  Beispiel  das  reguläre  Siebeneck.) 

Die  Fläche,  welche  durchRotation  desPerimetertheils./ÄC..y', 
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(der  die  äuesersten  Ecken  nicht  enthält),  entsteht,  it<t  zusam- 
mengesetzt aus  Kegelstunipf'en  und  an  jedem  Ende  aus  eiaeni 
Kegel.  Heisst  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  r,  das 
oberste  Loth  A3I  =z  q,  der  äusserste  Abschnitt  der  geschnittenen 
Seite  AB  = a,  die  Höhe  des  durch  Rotation  der  ganzen  .Seite 
AB  entstehenden  Doppelkegels  = A,  so  ist  die  vom  Abschnitt 
BJ  beschriebene  Kegelfläche  nach  dem  Zusatz  zu  Hülfssatz  2) 
gleich : 

'2rtcA  + tcga. 

Ebenso  ist  die  am  unteren  Ende  der  Axe  vom  Abschnitt  Df 
beschriebene  Kegelfläcbe  gleich: 

2rtiA'  -f  ttg'a', 

wo  g'  das  andere  äusserste  Lnth,  a'  den  äiissersten  Abschnitt 
der  geschnittenen  Seite  DE,  A'  die  Höhe  des  durch  Rotation  von 
DE  entstehenden  Doppelkegels  bedeutet.  — .leder  der  von  den 
zwiscbenliegenden  Seiten  beschriebenen  abgestumpften  Kegel  bat 
nach  Hülfssatz  1)  die  Mantelfläche 

2rnhx , 

wenn  Ai  die  Höhe  des  jedesmaligen  Kegelstunipfs  bedeutet. 

Summirt  man  diese  .Ausdrücke,  so  erhält  man  die  ganze 
vom  Perimetertheil  JBC...J'  beschriebene  Oberfläche: 

1) Fu  — 2r  JE . A + nga  f ng'a', 

vro  A die  Länge  der  Rotationsaxe  flllV  bedeutet. 

Die  Fläche,  welche  durch  Rotation  des  anderen  Perimeter- 
theils  J'EF...AJ  entsteht,  besteht  aus  abgestumpften  Kegeln  und 
an  jedem  Ende  aus  einer  kegelförmigen  Vertiefung.  Die  abge- 
stumpften Kegel  haben  zusammen  eine  Mantelfläche  von  der  Grösse 

2rtvA, 

denn  die  Summe  ihrer  Höben  ergiebt  grade  die  Länge  der  Rota- 
tionsaxe. Und  als  Grösse  der  beiden  Kegelmäntel  an  den  Enden  | 
hat  man  unmittelbar:  I 


trga-f-Jig'a', 

Also  ergiebt  der  auf  der  anderen  Seite  der  Axe  ge- 
legene, obwohl  vom  vorigen  verschieden  gestaltete, 
Perimetertheil  J'EF...AJ  eine  Oberfläche  von  der- 
selben Grösse  wie  der  vorige.  Die  durch  Rotation  des 
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ganzen  Polygons  von  ungerader  Seitenzahl  entstandene  zwei- 
mäntelige  Oberfläche  ist  demnach : 

I') 2/^11  = 4rWi4+2jrpa+2;tp'o'. 

B)  Polygone  von  gerader  Seitenzahl.  (Taf.  Vlll.  Fig. 4. 
zeigt  als  Beispiel  das  reguläre  Achteck.) 

Die  beiden  Theile,  in  welche  die  Rotationsaxe  den  Perimeter 
zerlegt,  sind  gleich;  jeder  enthält  eine  „äusserste  Ecke.“  Die 
durch  Rotation  beider  Hälften  entstehenden  Flächen  sind  natür* 
lieh  gleich,  wenn  sie  auch  nicht  auf  einander  fallen ; jede  dieser 
Flächen  ist  zusammengesetzt  aus  abgestumpften  Kegeln,  und  am 
einen  Ende  aus  einem  Kegel,  am  anderen  aus  einer  kegelförmigen 
Vertiefung.  Der  Kegel,  der  von  dem  Stück  JB  der  geschnittenen 
Seite  AB  beschrieben  wird,  bat  die  Mantelfläche: 

‘Irnh  + nga, 

wo  die  Buchstaben  die  vorige  Bedeutung  haben.  Der  vom  Stück 
EJ'  beschriebene  vertiefte  Kegel  hat  die  Mantelfläche: 

Die  von  den  zwischenliegenden  Seiten  beschriebenen  abge- 
' stumpften  Kegel  haben  die  Mäntel 

irnhi . 

Also  erkennt  man.  dass  die  von  der  Hälfte  JBC...EJ' 
beschriebene  Fläche  durch  die  schon  vorher  gefun- 
dene Formel  I)  dargestellt  ist.  Aber  sie  vereinfacht  sich 
noch  etwas,  weil  hier  p = p',  a = a'  ist,  und  lautet: 

11) — 2r7t/l+2«pa. 

Die  durch  Rotation  des  ganzen  Polygons  von  gerader  Seiten- 
zahl entstandene  zweimäntelige  Oberfläche  hat  also  den  Werth: 

II')  • 2Fg  = 4r7iA  -f-4nga. 

Somit  ist  allgemein  der  Satx  bewiesen: 

„Rotirt  ein  reguläres  Polygon  von  gerader  oder  un- 
gerader Seitenzahl  um  irgend  einen  Durchmesser,  so 
bat  dievoi)  einem  derbeiden  Perimetertbeile  beschrie- 
bene Fläche  den  Werth: 

2rJtA  -t-nga-t-ng'a, 

^0  r den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises,  A die 

31» 
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Länge  der  Rotationsaxe,  soweit  sie  zwischen  den  von 
den  äussersten  Ecken  gefällten  Lotben  liegt,  q und;' 
diese  äussersten  Lothe,  a und  a'  die  äussersten  Ab- 
schnitte der  geschnittenen  Seiten  bedeuten. 

.%nwendan|ren  auf  besondere  Fftlle. 

1)  Die  Grösse  der  Fläche,  welche  durch  Rotation  eines  Po- 
lygons von  ungerader  Seitenzahl  uni  eine  durch  eine  Ecke  und 
eine  Seitenmitte  gehende  Axe  entsteht,  wird  erhalten,  wenn  man 
in  Gleichung  I)  q = 0,  o=0,  f'z=a'=is  setzt,  (unter  s eine  Po- 
lygonseite verstanden).  Man  findet: 

III)  '2r7cA  + Ji(ii)*. 

Das  zweite  Glied  stellt,  wie  man  unmittelbar  übersieht,  die 
ebene  Kreisfläche  vor,  welche  durch  Rotation  der  von  der  Aie 
halbirten  Polygonseite  erzeugt  wird. 

2)  Die  Grösse  der  Fläche,  ivelche  durch  Rotation  eines  Po- 
lygons von  gerader  Seitenzahl  um  einen  grössten  Durchmesser 
entsteht,  wird  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  II)  p — 0 und 
a=0  setzt.  Man  findet: 

IV)  2r7cA. 

3)  Die  Grösse  der  Fläche,  die  durch  Rotation  eines  regu- 
lären Polygons  von  gerader  Seitenzahl  um  einen  kleinsten  Durch- 
messer entsteht,  wird  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  II) 
ff  = a = is  setzt.  Man  findet: 

V)  2r7iA+2:t(is)^. 

Zasiitze:  Aus  der  Vergleichung  der  vorstehenden  drei  Spe- 
cialfälle  folgt  der 

Zusatz  1.  „Rotirt  ein  reguläres  Polygon  von  gerader  oder 
ungerader  Seitenzahl  um  einen  grössten  oder  kleinsten  Durch- 
messer, so  ist  der  gesammte  krumme  Theil  der  beschriebenen 
Rotationsfläche  gleich  2rnA,  wo  r den  Radius  des  einbescbrie- 
benen  Kreises,  A die  Länge  der  Rotationsaxe,  soweit  sie  in  das 
Polygon  hineinfällt,  bedeutet.“ 

Bei  der  Rotation  eines  regulären  Polygons  von  gerader  Sei- 
tenzahl um  einen  kleinsten  Durchmesser  ist  der  krumme  Theil 
der  beschriebenen  Oberfläche  gleich  4r*n,  wie  aus  der  Formel 
V)  folgt.  Dieser  Werth  ist  von  der  Seitenzahl  und  der  Grösse 
der  Seiten  unabhängig;  also  ergiebt  sich  der 
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Zuaatz  S.  „Alle  regulären  Polygone  von  gerader  Seitenzahl, 
die  um  denselben  Kreis  beschrieben  sind,  geben  bei  der  Rotation 
um  einen  kleinsten  Durchmesser  Flächen,  deren  krumme  Theile 
sämintlich  unter  sich  und  mit  der  eingeschriebenen  Kugei  gleiche 
Grösse  haben.“ 

Das  Quadrat  ergiebt  z.  B.  einen  Cylinder,  das  reguiäre  Sechs- 
eck zwei  Kegelstumpfe  von  derselben  krummen  Oberfläche  wie 
die  durch  Rotation  des  eingeschriebenen  Kreises  entstehende 
Kugel. 

Znsatz  3.  „Legt  man  durch  irgend  zwei  nicht  in  der  Rota- 
tionsaxe  liegende  Ecken  eines  regulären  Polygons  von  beliebiger 
Seitenzahl,  — mögen  diese  Ecken  benachbart  sein  oder  nicht,  — 
Ebenen  senkrecht  zu  dem  beliebigen  als  Rotationsaxe  dienenden 
Durchmesser,  so  ist  die  krumme  Oberfläche  des  durch  Rotation 
des  Polygons  entstehenden  Körpers,  soweit  sie  zwischen 
diese  Ebenen  fällt,  gleich  der  durch  dieselben  Ebenen  beraus- 
geschnittenen  Kugelzone.“ 

Denn  beide  Flächenstficke  haben  den  Werth  ‘IrnH,  wo  H 
den  Abstand  beider  Ebenen  darstellt. 

:§.  3. 

Inhalt  der  Rotationskörper.  Wir  lassen  nur  den  einen 
der  beiden  Theile  rotiren,  in  welche  das  Polygon  durch  den  he* 
liebigen  Durchmesser  getheilt  wird.  Verbinden  wir  alle  Ecken 
mit  dem  Mittelpunkte,  so  wird  dadurch  das  Polygon  in  Dreiecke 
getheilt;  und  nun  ist  der  Rotationskörper  zusammengesetzt  aus 
den  von  diesen  einzelnen  Dreiecken  beschriebenen  Körpern;  letz- 
tere aber  lassen  sich  als  Summen  oder  Differenzen  von  zwei 
oder  mehr  Kegeln  anseben.  Die  von  den  Ecken  B,  C,  D,  ...,  E 
(TafVIlI.  Fig-5.)  auf  die  Axe  gelallten  Lothe  seien  p|,  p,  .... 

Der  vom  /i  OBJ  beschriebene  Doppelkegel  hat  den  Inhalt: 

. OJ 

oder 

.r.BJ, 

•veil  Qi.OJ  = r.  BJ  ist.  Aber  QinBJ  bedeutet  die  von  BJ  be* 
«chriebene  Rotationsfläche,  welche  durch  F(BJ)  bezeichnet  wer- 
den soll,  so  dass  der  Inhalt  des  vom  ei  OBJ  beschriebenen  Kör- 
pers den  Werth  hat: 

a) irF{BJ). 
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Der  vom  folgenden  /!  OBC  beschriebene  Körper  lässt  sich 
als  Differenz  der  von  den  Dreiecken  OCP  und  OBP  beschrie- 
benen Körper  ansehen;  somit  hat  er  den  Inhalt: 

oder: 

4rÄ.(ej  + p,)ß6\ 

«veil : 

Q^  — QiiBC  = r-.OP. 

Aber  rc.(p) ist  gleich  F(BC),  so  dass  der  Inhalt  des 
von  OBC  beschriebenen  Körpers  den  Werth  hat: 

b) IrF.iBC). 

Einen  entsprechenden  Werth  leitet  man  für  den  vom  /I  OCD 
beschriebenen  Körper  ab,  welcher  als  Differenz  der  von  den  Drei- 
ecken KCQ,  KCO  und  ODQ  beschriebenen  Körper  anzusehen 
ist.  So  fährt  man  fort.  Das  /I  OEJ'  endlich  liefert  einen  Körper 
vom  Inhalte: 

•ip*.  OJ'.  n. 

Weil  aber  r:OJ'  — q:EJ\  und  nq.EJ'  = F(EJ')  ist,  so  ist 
auch  dieser  Inbalt  gleich: 

n) ir.F(EJ'). 

Durch  Addition  der  Werthe  a),  b),  ....  n)  erhält  man  den  In- 
halt des  ganzen  durch  die  Rotation  von  JBC  ...  EJ'  entstandenen 
Körpers  gleich : 

VI) \r.F(JBC  ....  EJ'). 

Auch  die  besonderen  Fälle,  dass  eine  Seite  des  Polygone 
senkrecht  oder  parallel  zu  der  Rotationsaxe  ist,  liefern  keine  ab- 
weichenden Resultate.  Also  haben  wir  den 

Satz:  „Theilt  man  ein  reguläres  Polygon  durch  irgend  einen 
Durchmesser  in  zwei  Theile  und  lässt  den  einen  von  beiden  um 
den  Durchmesser  rotireii,  so  ist  der  Inhalt  des  Rotationskörpers 
gleich  der  mit  dem  dritten  Theil  des  Radius  multiplicirten  Ro- 
tationsQäche.“ 

Rotirt  ein  Polygon  von  gerauler  Seitenzahl  um  einen  kleinsten 
Durchmesser,  so  ist  der  Inhalt  des  Rotationskörpers,  mit  Be- 
nutzung der  Formel  V),  gleich: 

ir.(4r*«-|-2«(4r)*) 
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oder  : 

+ 2.4(4»)*«.  r. 

Uieiü  liefert  deo 

Satz:  „Rotirt  ein  Polygon  von  gerader  Seitenzahl  um  einen 
kleinsten  üurchmestier,  so  ist  der  Ueberschuss  dieses  Rota» 
tionskürpers  über  die  vom  eingeschriebenen  Kreise  beschriebene 
Kugel  gleich  einem  geraden  Doppelkegel,  dessen  Basis  die  Poly» 
gonseite  zum  Durchmesser  hat,  und  dessen  Gesammtbühe  gleich 
dem  Durchmesser  des  eingeschriebenen  Kreises  ist.“ 


Erster  Nachtrag  zu  der  Abhandlung:  Betrachtungen 
über  das  ebene  Dreieck  in  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Aus  den  io  meiner  oben  genannten  Abhandlung  erhaltenen, 
drei  durch  die  Spitzen  eines  Dreiecks  ABC  und  ein  und  den- 
selben ganz  beliebigen  Punkt  M gezogene  Gerade  betreffenden 
Resultaten  lassen  sich  noch  verschiedene  beroerkenswerthe  Fol- 
gerungen ziehen,  welche  in  jener  Abhandlung  tbeils  absichtlich, 
theils  unabsichtlich  vorläufig  übergangen  worden  sind.  Nach  und 
nach  will  ich  aber,  wenn ' sich  mir  dazu  in  dem  Archiv  zufällig 
Raum  darbietet,  einige  Nachträge  zu  der  genannten  Abhandlung 
liefern,  wobei  ich  mich  natürlich  ganz  derselben  Bezeichnungen 
wie  dort  bedienen  werde.  Bemerken  will  ich  nur,  dass  ga,  gb, 
Oc  die  drei  von  dem  Punkte  SS  auf  die  Seiten  a,  b,  c des  Drei- 
ecks ABC  gefällten  Perpendikel  bezeichnen,  welche  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtet  werden,  jenacfadem  sie  von  a,  b,  c 
oder  BC,  CA,  AB  aus  nach  den  Seiten  von  A,  B,  C oder  nach 
den  entgegengesetzten  Seiten  bin  liegen. 
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Nach  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  33)  ist: 

^cBin  O* 
gc^  + 2yeffa  cos 


Äß'®  = 4ß*sinC*8in44* 


(gcsin  6'-f  gosin/l)*  ’ 


CC”  = i 

(gaSin^l-I-gisiniB)* 

und  nach  Thl.  XLV.  Nr.  XXVII.  30)  ist: 

-jrsa  _ gt^+'2ffi,gccoaA+ffc^  ^ 

(g»sin  Ä+gcsin  C)®  ’ 

Rr*ia_  ffc*  + 2gcgaco8^-fgg« 

(gcsin  C+gosin/l)®  ’ 

Trna  _ cos  C + gt® 

(ga  sin  4l-|-gi  sin  £)*  ’ 


also : 


/^\* 

\AA'J  - 

\BB') 


a 


4ß*sin  B®sin  C®  ’ 
.a 


-2^ 


4i2®sin  C*sin  44*  ’ 
(C'M\'_  gc® 

V CCV  “ 4Ä*  sin  44*  sin  Ä®' 

Betrachtet  man  nun  die  Verhältnisse: 

44'y»f  B‘M  CM 
AA”  BB>’  CC 


als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  beziehungsweise  die  Grossen: 

go»  gi>  gc 

positiv  oder  negativ  sind,  und  bezeichnet  diese  Verhältnisse  mit 
Beziehung  hierauf  durch : 


\-^M-\  rB'M-\  rCM-\ 

L4444'.i’  Lbb'A’  LcrJ’ 


so  ist  nach  dem  Obigen : 


ga 

2/2siniBsin  C' 
9i> 

2/ZsinCsin44’ 

gc 

2/2  sin  AainB' 
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also: 

[A'M-t  rB'M~y  rC'iüfl  ^osin^+^isin  ß+^csinC 
J+ Lccü~  ‘ißsin/lsinÄsinC  ' 

und  folglich,  weil  nach  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  22) 

.^asin/^-f-fftsinß-f^esinC  = 2ßsin/l8iiißsinC 
ist: 

0 


welche  Formel  ganz  allgemein  ist. 


Ist  der  Punkt  M der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC,  so 
ist  bekanntlich 


A'IU  , B'M  . CM 
AA'  — BB'  — CC  “** 


<n>d  ga,  gh,  ge  sind  offenbar  säromtlicb  positiv;  also  ist: 


folglich : 


wie  es  nach  1)  sein  muss. 

Ist  M der  gemeinschaftliche  Durcbschnittspunkt  der  drei  Höhen 
des  bei  C stumpfwinkligen  Dreiecks  ABC,  so  sind  offenbar 


respective 


9a,  gt,  ge 

negativ,  negativ,  positiv ; 


und  es  ist  also  zu  setzen: 


folglich : 


rA'M- 

1 A'M 

Laa'_ 

1 “ AA" 

1 

rB'M-\ 

1 B'M 

1 

LBB'A 

1 — BB'  ’ 

1 

m 

_ . 

- + CC'  ’ 

AM  B'M  CM 

AA'  BB'  + CC  — 
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oder : 

^ ^ CM 
AA'  ^ BB 

Nach  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  31)  i«t; 

-T^  _ .«7t*-f2ffty«co8/<-fge* 
s'lD/i*  ’ 

•ioÄ*  ’ 

TfTi*  ^o*  + 2^ay4COs6'+<74®. 

— sinC* 

also  nach  dem  Obigen ; 

fAM\} (jjksxn  B grSinC)^ 

\AA'J  ~~  iR*8\uA^a\n  B^s’mC' 

/BM  V (ffesinC’-f  ffgsiit  A)* 

\BB'J  ~ 4ß*sin^*8in  Ä*sin  C*’ 

/CM'Y  (,9a8in  A -|-,948in  B)* 

\CC)  ~ 4«* sin  .4*si'nß*8iB  C*‘ 

Betrachtet  man  nun  die  Verhältnisae: 

AM  BM  CM 
AA' ' BB' ' CC 

ala  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  OrSsee«: 

^eiDiß-f  = 2/2  sin  ^sin  B»mC-~-gas\n  A, 

^csiii  C-f  ^asin^  = 2/Zsin^8in  £sin  C — ^48infi, 

^asin  A -|-/748in  B = 2/2 sin  A sin  B sin  C — ^csin  C 

respective  positiv  oder  negativ  sind,  und  bezeichnet  dieselben 
mit  Rücksicht  hierauf  durch; 

( ) ( B^\  { CM\, 

\AA']’  XBB’l' 

so  ist  nach  dem  Obigen^ 

{AM  i ff4  sin  B -t-ff<,sin  C 

AA'  )'^'2/2sin  AsiaBsmC’ 

{BM  i ^osin  C+j^pein^ 

BB' ) 2/2 sin  ^ sin  Rsin  C' 

i ggaioA+gtainB  . 

( CC  f 2/2  sin  A sin  ß sin  C ’ 
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( AM  \ ( ßM  \ ( CM ) _ 2(jro8in^-fffftBing4-ffesin  Q 

\AA']  * \BB')  ^ \ CC' I ~ 2Ä8in/4sin  ßsinC 

>lglich,  weil  wie  oben 

^asin/l-f'^isin  ^'('^esin  C = 2/2siD^8in  B 8in  C 



Nach  dem  Obigen  ist  offenbar  immer: 


iAM\ 

i La4'J  + 

\AA'] 

(BM\ 

j Lää'J  + 

iBB'i 

(CM) 

V Lcc'J  + 

\CC'i 

i m 

jg»l  rBM-, 

j \_bb'A\ 

' \cc'j“‘  Lcc'J 


Mittelst  dieser  Formeln  wird  eich  immer  leicht  über_,die  Zeichen 
von 

( AM\  (BM\  {CM\ 

\AA']‘  \BB'  ) ’ \ Ctr  1 

urtheilen  laseen,  da  die  Beortheilung  der  Zeichen  von 

[AM-\  yBM-\  r€M-\ 

AAS  V^B’S  LccJ 

nach  dem  Obigen  in  allen  Fällen  8ebr  leicht  iat. 

Betrachten  wir 

AA'.  BB\  CC 

stets  als  positiv,  dagegen 

A'M,  B'M.  CM 

nis  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Grossen 
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9»’  9bt  9^ 

positiv  oder  negativ  sind,  und 

AM,  BM,  CM 

als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  GrSsseii 

j^tsinfi -f^csiii  C,  ^esin  C-f  9asin  gae\nA-\-gs%\aB-, 
d.  h.  die  Ergänznngen  von 

j^asin^>  ^ftsin  &,  ^«sinC 

zu  2i£sin^sin£siD  C,  positiv  oder  negativ  sind;  so  ist  nach  3) 
in  ganz  ähnlicher  Bezeichnung  wie  vorher: 

I [A'M'i^^\AM\  — AA', 

5) j \B'M]MBM\=  BB', 

[ [CM]+\CM\=CC. 

Hiernach  ist: 

, . M^t  AA' 

^'*'[A'M]  — [A'M]’ 

, . [BM\  BB' 

' + [B'M}  ~ {B'M]  ’ 

, . I C^l  _ cc 

[CM]  — [CM]' 

also: 

1 [A'M]  r^'^1 

.AAM\  - AA'  - \_AA'J’ 

^'^[A'M] 

1 _ {B'M]  rB'M-\ 

\BM\—  BB'  —LbB’A’ 

'~*'[BfM] 

1 _ {CM]  rCM-\ 

, ■ jCiMI  ~ cc  ~LcC'V 

'+[C'«J  I 

folglich,  wenn  man  addirt,  nach  1): 

„ 1 1 1 
- • • • . Mitfl  ^,,\BM\  -*• 

^^[A'M]  *'^[B'M]  *+[C'ilf] 

Betrachtet  man  die  Verhältnisse 
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AM  BM  CM 
.A'M  ’ B'M’  CM 

ils  positiv  oder  negativ,  jenachdem  beziehungsweise  die  Grössen: 

ga  und  ^jsin  Ä+^Tesin  C = 2ßsin^sin  ßsinC— giosin /l, 

Qb  und  jjTcsin  C-hi^a^in  ^ = 2ßsiD/(sinßsin  C— ^isinß, 

ge  und  _go8in/4+^»siii  ß = 2ßsin /4sin  ßsin C — ^csinC 

;leiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  und  bezeichnet  mit 
Rücksicht  hierauf  die  obigen  Verhältnisse  durch: 

{[!"]}• 


»0  kann  man  setzen: 


Weitere  Bemerkungen  über  diesen  Gegenstand  behalte  ich 
mir  vor. 


XXXII  r. 

Zweiter  Nachtrag  zu  der  Abhandlung:  Betrachtungen 
über  das  ebene  Dreieck  in  Thl.  XLV.  Nr.  XXVII. 

• Von 

dem  Herausgeber. 

* 

Vor  Kurzem  machte  mir  Herr  M.  Curtze,  Lehrer  am  Gym- 
nasium in  Thorn,  die  briefliche  Mittbeilung,  dass  Herr  Professor 
I^assbender  daselbst  ihm  den  folgenden  Satz  vom  Dreieck  mit- 
Rctheilt  habe: 
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Die  Summe  der  Cotangenten  der  drei  Winkel,  unter 
denen  die  von  den  Spitzen  eines  Dreiecks  nach  den 
Mittelpunkten  der  Gegenseiten  gezogenen  Transver- 
salen in  diesen  Mittelpun  kten  gegen  die  entsprechen- 
den Seiten  geneigt  sind,  wenn  man  diese  Winkel  von 
den  Trans  versalen  aus  nach  denselben  Seiten  hin  oder 
in  gleichem  Sinne  nimmt,  ist  gleich  Null. 

Da  dieser  Satz  mir  neu  war  — aber  wer  kann  alle  solche 
Sätze,  wenn  sie  bereits  existiren  sollten,  kennen  I!  — so  stellte 
ich,  gegründet  auf  die  in  meiner  in  der  Ueberschrift  genannten 
Abhandlung  entwickelten  Formeln  und  Gleichungen,  eine  einge- 
hendere Untersuchung  über  denselben  an,  welche  ich  im  Folgen- 
den mittheile,  indem  ich  aber  bemerke,  dass  diese  Untersuchun« 
überhaupt  drei  durch  die  Spitzen  des  Dreiecks  und  eineit  ganz 
beliebigen  Punkt  gezogene  Transversalen  betrifft.  Den  ganzen 
Inhalt  der  oben  genannten  Abhandlung,  so  wie  auch  den  der  Ab- 
handlung ThI.  XXXVI.  Nr.  XVIII.,  setze  ich  als  bekannt  voraus, 
und  bediene  mich  aller  in  der  Abhandlung  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII. 
gebrauchten  Bezeichnungen  ohne  Weiteres  auch  hier,  jede  be- 
sondere Erläuterung  darüber  unterlassend. 


Io  den  drei  in  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  zu  Grunde  gelegten 
Coordinatensystemen,  sind  die  Gleichungen  der  drei  Transver- 
salen 

AA.  BW,  CC 


welche  wir  als  durch  die  Punkte  A und  A',  B und  B‘,  C und  C 
bestimmt  betrachten,  respective  die  folgenden: 


1).  . 


2ßsin£sinC 

^ ~ iRcosBsmC—(BÄT)^^ 

„ 2ßsm^in^ I -tCß'l  I 

2^  — 2ßcosCsinA-(Cß') 

2ßsinAsinß  , 

^ — 2ÄCOS  Jsinß— (AC') 


wobei  wir  wegen  der  Coordinaten  von  A,  B,  C in  den  drei  zu 
Grunde  gelegten  Coordinatensystemen  auf  ThI.  XXXVI.  Nr.XVlIl. 
S.  326.  verweisen. 


Bezeichnen  wir  nun  die  drei  von  den  Richtungen 
BC  und  A'A,  CA  und  B'B,  AB  und  C’C 
an  den  Punkten  A',  B',  C eingeschlossenen,  180**  nicht  fiber- 
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steigenden  Winkel  respective  durch  A',  B',  C';  so  ist  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich: 

, 2ÄCOS  ßsin  C — (Ä/4') 

cot  A'  = oö— — a-  • 

2/csin/tsin  6 

2/2cosCsin^  — (CB’)  • 

cot  o — «.nj’  • • 'j4  * * 

2Atsin  Lstii  A 

2K cos  A tihi  B — (AC') , 
cott  - 2ÄW57inÄ  ’ 

''der  auch,  trenn  man  diese  Brüche  auf  einerlei  Benennung  bringt: 

2B sin  A cos  B sin  C — (BA') . sin  A 
2Ks\n  Asin  ßs'm  C ’ 

2ßsin  /4sin  Beos  C — (6’ß').sin  B 
2k sin  A sin  ßsin  C ’ 

2/2cos^sin  i5siii  C—  (AC) . sin  C 
2/2 sin /d  sin  ^ sin  C 

Bezeichnen  wir  den  Zähler  der  Summe 
cot  A'  + cot  B'  + cot  C/ 
liiirch  Z',  so  ist  hiernach: 

Z'  = 2ß(cos/4sin  ßsin  C+  sin  // cos  ßsin  C + sin  Asin  £ cos  C) 
— \(BA') . sin  A + (CB“) . sin  ß + (AC') -sin  CI , 

also  nach  bekannten  Relationen,  über  welche  ThI.  XXXVi.  Nr. 
XVIII.  S.  351.  ff.  zu  vergleichen  ist: 

4).  . . Z' = /2(sin  A®+ sin  ß*  f sin  C*) 

-l(ßA').sin  A + (Cß')..«inß  + (AC'). sin C| 

= 2R  (1  + cos  A cos  B cos  C) 

— |ßA').sin  A + (Cß').sinß+(AC').8in  CI. 

Nach  ThI  XLV.  Nr.  XXVIl.  S.  434.  23)  ist: 

(BA') . ein  A + ( CB’) . sin  ß + ( A C') . sin  C 
= |a — (CA')l.sin  A + l6  — (Aß')|  sinß  + jc  — (ßC')|.sin  C 
= asin  A + 6sinß  + csin  C 
~-'|(CA').sinA+(Aß').sin  B + (ßC').sin  C\ 

= 2R  (sin  A*  + sin  ß*  + sin  C*) 

— { (CA') . sin  A + (Aß') . sin  ß + (ß  C') . sin  C| 

= 4ß(l+cos  Acosßcos  C) 

— I (CA'),  sin  A+ (Aß'),  sin  ß+(ßC').  sin  C|, 


Icot.\'  = 
cot  B'  = 
cotC'  = 
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folglich  nach  4): 

5) .  . . Z' = — Ä(ain  jl*+8inß*+8in  C*) 

+ ( ( CA’) . sin  ^ -f  {AB') . sin  B+  (ß  C ') . ein  Cl 
~ — 272(l-f  co8^cos£co8  C) 

. ’ +t(C^')'SiD/4  + (^ß')-sii-®+('®C').sinC|. 

Nach  4)  und  5)  ist  also: 

6)  2Z'=:  \{CA')-{BA')\smA 

M{AB')-{CB’)\s\nB 
-\-{{BC')  — {AC')\smC. 

Die  Bedingungsgleichnng , dass 

cot  A'+cotB'+cotC'  =0 
ist,  ist  Z'  = 0,  also  nach  6): 

7) 

\{CA')-{BA')\8inA+  \{AB')^{CB')\8in  B-j-{{BC')  — {AC')\sm  C 

= ® 

Wir  wollen  nun  diese  Bedingungsgleichnng  zuvOrderst  aal 
einige  besondere  Fälle  anwenden. 

Für  die  drei  von  den  Spitzen  des  Dreiecks  nach  den  Mittel- 
punkten der  Gegenseiten  gezogenen  Transversalen,  wo  also  der 
in  der  Abhandlung  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  im  Allgemeinen  durch 
M bezeichnete  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  den  drei  ange- 
nommenen Coordinatensystemen  fc,  gd  fa,  g»i  fh  gi  sind,  der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  dieser  drei  Transversalen 
ist,  ist  offenbar: 

{CA')  = {BA’)  = ia, 

{AB')  = {CB’)  = ib, 

{BO  = {AC)  = ic; 

also: 

{CA')-{BA')  = 0,  {AB') -{CB')  = 0,  {BC)  - {AC)  = 0 

und  die  Bedingungsgleichung  7)  ist  folglich  im  Allgemeinen  erfüllt, 
in  diesem  Falle  also  wirklich  im  Allgemeinen 

cot  A'  -f-cotB'  +cot  C'  = 0, 

der  von  Herrn  Professor  Fassbender  mitgetbeilte  Satz  daher 
völlig  richtig. 

Wenn  der  Punkt  M der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
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ABC  beschriebenen  Kreises  ist,  so  ist  nach  ThI,  XXXVI.  Nr. 
XVni.  S.329.  2): 


ga—  RcosA,  gt  = RcosB,  ge=RcosC; 

folglich  nach  ThI.  XLV.  Nr.  XXVII.  S.  434.  24),  25): 

. . 2Äsin BcosB 

' cos  6’— 2 sin .(4 sin ’ 


(BC)  = 


2/Zsin^cos.^ 
cos  C — 2 sin  A sin  B ' 


also,  wenn  man 

cos  C = — cos(A-t-B)  = — cos  A cos  iB-fsin  Ai 


setzt,  offenbar: 

(AC')  =: 


72sin2ß 
coa(A  — B)' 


(BC')  = 


Rftia2A 
cos(A — B)  ’ 


woraus : 


, 4 Ä(sin2.4  — sin2^ 
{BC)-{AL)~  cosiA-W) 

= 2/2tang(/4 — B)cos(A-f-B) 
= — 2ßtang(.4 — B)cosC 

folgt;  daher  ist: 

(CA')^(BA')  = ~2Rt&ng(B—C)coaA, 
{AB')  — {CB')  =z  — 2ßtang(C — A)cosB, 
{BC')  — {AC)  = — 2ßtang(^— ß)cosC; 


folglich  die  Bedingungsgleichung  7)  in  diesem  Falle  offenbar: 


8) 

tang(ß— C)sin2/4+tang(C— j4)sin2ß+  tang{A — ß)sin2C'=  0. 

Für  ein  rechtwinkliges  Dreieck  sei  A = 90*’,  so  ist  sin  2^  = 
ainl80°  = 0,  und  die  vorstehende  Bedingungsgleichung  wird  also 
in  diesem  Falle: 

tang(C  — 90*’)sin2ß+tang(90"  — ß)sin26’  = 0, 
cotßsin2C  = cot  Csin2ß, 
cos  B sin  C^cos  C = cos  Csin  ß^cos  B; 


»Iso sin ß*  = sinC*,  sinß=  sin  C,  ß=  C = 45°,  in  welchem  Falle 
<fns  rechtwinklige  Dreieck  ABC  gleichschenklig  ist;  für  das  nicht 
gleichschenklige  rechtwinklige  Dreieck  ABC  gilt  die  obige  Be- 
dingungsgleichung  nicht,  und  ist  daher  überhaupt  nicht  allgemein 
gSItig. 


Theil  XLVIIl. 
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Ist  M der  gemeinschaftliche  Durchschnittspnnkt  der  drei  B5 
hen  des  Dreiecks,  so  ist  A' = 90®,  B'  = 90®,  C' = 90“;  also 
natOrlich : 

cot  A'  + cot  B'  + cot  C'  = 0, 

in  welchem  Falle  also  diese  Gleichung  offenbar  gültig  ist  Die 
obige  Gleichung  7)  ist  es  also  auch. 

Wir  wollen  die  Bedingungsgleichung  7)  noch  auf  andere  Art 
ausdrücken. 

Nach  ThI.  XLV.  Nr.  XXVIl.  S.434.  24).  25)  ist: 


und: 


(AC')  = 

2/2g4sinB 

ge  — 'iiB  sin  sin  B ’ 

(BA')  = 

2/2gesin  C 

ga — 2/2  sin  B sin  C* 

(CB')  = 

2/2  gg  sin  A 

g4 — 2/2  sin  Csin  .<4 

(BC)  = 

2RgasinA 

gc—2R  Bin  As'in  B ’ 

(CA')  = 

2/2g4sinB 

ga  — 2R  sin  Ä sin  C’ 

(AB')  = 

2/2gosin  C 

g4 — 2/2  sin  Csin^d’ 

folglich  die  Bedingungsgleichung  7):  . 

(fft  sin  ^ — ffe  sin  C)s\nA 
ga  — 'iKsinBaia  C 

(gesin  C^(7gsin.^)8in.g  ^ = 0 
^ g4  — 2ÄsinCsin^ 

(ggsin  A — gtsin  g)sin  C 
ge — 2Äsin/4sinÄ 

Nach  ThI.  XLV.  Nr. XXVIl.  S.  433.  22)  ist  aber: 

ggsin  A “I'gA'sin  Ä-f'  gcSin  C “ 2/2  sin  ^ sin  Bain  f7, 

« . .r,  gjsinB+gcsin  C 
g„  - 2/2  sin  B sin  C = . 

Ocsin  ('+gasinA 

g4— 2Ä  sin  Csin  A — > 

„ ggsin.(4+g4sinB. 

gc  — 2/2sinilsinß  = siiTÜ ’ 


also 


Goo-.lt 
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folglicb  die  obige  Bedinguogsgleichung: 


OheXoB — oesin  C . .. 

: — = — TH  Sin 

gi  sin  ge  sin  L 


+ 


^eSinC  +^asin^ 


, ^asin^— SrisinJ?  ^ 

T * T”*# ■ • 'TB 

gaSitiA ’f' gkBinif 


welche  Gleichung  offenbar  durch  die  folgende  Gleichung  rertreten 
wird : 


9) 


(^isin  B—gc sin  C)(gc  sin  C-|-^a sin  ^)(^asin  A -\-gt  sin  ß) sin 
-f(j^csio  C — ^Tosin  ^)(^asin^-f  ^isin  £)(^isin  £-(-^csin  C)sinÄ® 
+ (^«  sin  — ^6  sin  B){gt  sin  B^-gc  sin  C)(gc  sin  C+^o  sin  A)  sin  C* 

-0. 


,Nnn  ist  aber,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

(^esin  C+^asin  tI)  (^o  sin  ^+^6sin  Ä) 

= ^o(_9asin/l+^6sinß+5rc8in  Osin^+5»j7cSinjßsioC, 
(^asin^i 4-^6 sin  S)(^6sin^-f  ^csin  O 
= j^i(^aSin/4-f-^tsinZ/-f^csiD  Osinfi-fjl'ejl'asiu  CsinA, 
(gisin B -i- gcsia  C)(gcSin  C+^oSin  A) 

= ^o(^asin/l4-,9isin  ß-l-^csin  C)sin  C+^a^'isin  ^sin  B ; 

und  folglich  die  obige  Bedingungsgleichung: 


10) 


(fftsin  B—gcSinC)  lyo(^osin  A + i^isinfi+^csin  C)sin^ 

-|-^&9csin  fisin  C| sin  A'^ 

+ (^c8in  C— 5?osin  A)  t^6(.9asin^  + gi  sinfi-f  ffcsin  C)  sinfi 

+ '/cS'osin  Csin^lsinfi* 

4-(9a8ini4  — sinfi)  t^cC^a sin -f^jsinfi+^csinOsinC 

-f  gagt  sin  A sin  fi  | sin 
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(gmS\uA-\-fn»\nB-\^ge»\nO 


11) 

B — (7e8in  C)smÄ* 
+ ^»(yesioC — j^asinil)8in£* 
+ ^e(j7«8iD^ — ^teio^sinC* 


oder: 


Igiffeigt  aloB — ^c8in  C)sin^ 
+9<^a(9csin  C—gasin  A)  sio^ 
-\-gagiigus\oA  — j^tsio^smC 
= 0. 


12) 


^a(9»siD  B — ^csin  C)am  A* 
+ yt(^c8inC — j7a8in^)sinÄ* 
+ 5c(y«sin^  — ^»sinÄ)8inC* 
gtge  igt  sin  B — ^csin  C)  sin  ^ 
+ff«S'o(^c8in  C — gaa\aA)amB 
-{■gagb(gaeAu  A — j^tsin  £)sio  C 


= 0. 


Wenn  M der  Mittelpunkt  und  r der  Halbmesser  des  in  das 
Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  ist,  so  ist  ga  = gt  = gc=f> 
und  die  obige  Bedingungsgleichnug  wird  also  in  diesem  Falle: 

(sin  B — sin  C)  siu^’-f-Csin  C — sin  A)  sinÄ*+(sin/4 — sinß)  sinC*  = 0. 


oder : 

sin^sin£(sin/4* — sin  B*) 

+sin  ßsin  C(sin  B^ — sin  C*) 

+sin  C’sin]^  (sin  C*  — sin  A*) 

oder: 

sin  ^.sin  B (sin  ^ +sin  ß)(sin  A — sin  B)  v 
-f-sin  B sin  C (sin  B -|-sin  CXsin  ß — sin  C)  | = 0, 

+sin  Csin^(sin  C-f  sin^)(sin  C — sin^)  ’ 

also,  wie  man  leicht  durch  die  bekannte  Zerlegung  der  Summeo 
und  Differenzen  der  Sinus  findet: 

aiaAainßaixi  (.A-\-B)a'in(A—B)  i 
-l-sinßsin  Csin(Ä+C)sin(Ä — C)  > = 0, 
-|-sinC'8in^sin(C4-.^)8in(C — A)  ^ 
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oder: 

sin^sin  ßsio  C'l  siD(/d — — C)+81d  (C—A)\  = 0, 
also: 

13) .  . . sin(/4— 0)-|-8in(£ — C)+8m(C — A)  = 0, 
oder,  tvie  man  leicht  findet: 

14) .  . . sins(J — £f)8ini(ß — C)8in4(C— .id)  = 0, 

aus  welcher  ein  Jeder  leicht  eelbet  weitere  Folgerungen  ziehen 
n^ird.  Das8  hei’m  gleichecheokligen  Dreieck  in  diesem  Falle,  wie 
sich  aus  der  vorstehenden  Bedingungsgleichung  ergieht,  immer 
cot A'-f  cot  B'  -f  cot  C'  = 0 ist,  erhellet  auch  sogleich  aus  einer  ganz 
einfachen  geometrischen  Betrachtung.  . 

Ich  möchte  die  verehrten  Herren,  deren  gütige  Mittheilongen 
zu  diesen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben  haben,  bitten, 
ihre  eigenen  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand,  die  wahr- 
scheinlich einen  noch  etwas  mehr  elementaren  Charakter  als  die  vor- 
hergehenden haben  werden,  recht  bald  im  Archiv  zu  veröffent- 
lichen, wofür  ihnen  der  Dank  der  Leser  gewiss  nicht  entgehen 
wird. 
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Vebungtaufgaben  für  ScMier. 


UXIV. 

Uebuagsaufgaben  für  Schäler. 


Schreiben  des, Lehrers  Herrn  M.  Curtze  am  Gymnasium  in 

Thorn  an  den  Herausgeber. 

1.  Halbirt  man  in  einem  Dreieck  einen  Winkel  oder  den  lu- 
gehOrigen  Anasenwinkel,  so  ist  das  Quadrat  der  Halbirungslioie 
gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  Seiten,  die  den  Winkel  bil- 
den, weniger  dem  Rechteck  aus  den  Abschnitten,  welche  die U«l- 
birungslinie  auf  der  dritten  Seite  bildet,  diese  Differenz  positir 
oder  negativ  genommen,  jenachdem  der  Winkel  selbst  oder  der 
Ausseowinkel  halbirt  ist.  ln  Taf.Ill.  Fig.5.  (a)  und  (b)  hat  man  also: 

± ÄD*  = Ab.  äc—bd.  dc. 

2.  Unter  denselben  Bedingungen  hat  man  für  beide  Figuren 
gleichgellend ; 

- Bb^.Ä&  = Ab* : Je*  — Cb*. 


Von  Herrn  Professor  Dr.  Ligowski  in  Berlin. 

Man  soll  rationale  Dreiecke  finden,  deren  Seiten  io  aritbme*; 
tiseber  Progression  stehen.  i 

Man  erhält : | 

a = a*-f9j?».  6 = 3(o*  + jS*),  c = 2(«*-f  3/S*). 

Soll  der  Unterschied  der  Seiten  gleich  1 sein,  dann  muss: 
a*  = 3(J*±1 

oder 

«*  = 3/3*±2 

sein.  Man  erhält:  . 
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a 

A 

r 

1) 

3 

4 

5 

2) 

13 

14 

15 

3) 

51 

52 

53 

4) 

193 

194 

195 

5) 

723 

724 

725 

6) 

2701 

2702 

2703 

7)  10083 

10084 

10085 

u. 

8.  W. 

Man  soll  rationale  Dreiecke  finden, 

in  welchen  ein 

doppelt  so  gross  ist,  als  ein  anderer : 

a = (o»+ß®)*,  A = 2(( 

o®-/3»). 

c = (3a®— jS®)(o* 

Es  ergeben  sich: 

u 

A 

c 

1) 

25 

30 

11 

2) 

40 

39 

3) 

289 

510 

611  ~ 

4) 

841 

1218 

923 

5) 

4225 

4290 

131 

u. 

S.  w. 

Die  Grosse 

1 (a  _ 6)*  (c— d)®  + (a  - c)*  (A  - d)®  + (a  - d)*  (6  - c)* )» 

i(a_6)»(6— c)»(c— d)»(d— a)» 

+ (a-A)®(6-d)®(d-c)®(c-fl)» 

+ (c  - A)»  (A  - d)»  (d-  fl)3  (a-  c)» 

- ‘24  (a— A)®  (« — c)®  (a — d)®  ( A — e)®  (A — d)®  (c  — d)® 

ist  identisch  gleich  Null. 

(J.  J.  Walker.) 
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MisetUen. 


M i 8 c e I I e n. 


Bemerkung  über  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  gewisser  Körper. 

Von  Herrn  ProfeMor  Dr.  Ligowalii  in  Berlin, 

Ist  die  Durchschnittsfläche  eines  Körpers  als  Function  der 
Höhe  gegeben  dnrch 

f{x)  = a^bx  -{■  ex*. 

dann  ist  bekanntlich  das  Volumen  F desselben : 

F = U[/tO)  + 4/i[4*)  + /i[^)] 

und  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Grundfläche  /(O)  ist.- 

xm\^)-\^f{x)\ 

Fflr  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Mittelfläche  erhält 
man  die  sehr  einfache  Formel : 

_ g*l/(0)  - /~(^)] 

J2F 

Wenn  f{x)  die  Ordinate  einer  Curve  ist,  dann  giebtdie  Formel 
auch  den  Abstand  des  Schwerpunkts  der  gleichmässig  belaste- 
ten Fläche. 

Für  die  Halbkugel  ist: 

X — r,  f{ß)  — r*n,  12  F = 8r®«, 

Ar)=0; 

also : 

u = *r. 

Für  das  Trapez  mit  den  parallelen  Seiten  a und  b und  der 
Höbe  h ist: 

x = h,  f\Q)=:a,  fix)  =zb,  12  F = 6(a-f6)A,  u = 

Berlin  im  März  1868. 


Beriohtlgimgen. 

S.  355.  Z.  4.  V.  u.  statt  ,,^HMO“  s.  m. 

S.  357.  Z.  1.  V.  o.  statt  „F“  s.  m. 

In  Taf.  VII.  Fig.  5.  ist  noch  die  Linie  zu  ziehen. 
Auf  S.  358.  ist  die  Note  am  Ende  zu  streichen. 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXIX. 


Arithmetik. 

N o u V elles  T ables  d’l  n tegral  es  definies,  parf). Bie- 
rens de'Haan,  Professeur  deMatheroatiquesäl’univer- 
sitd  de  Leide,  Menibre  de  l’Academie  Royale  des  Sci- 
ences d ’ Am  sterdam,  etc.  etc.  Leide,  P.  Engels,  Li- 
braire  ^ di  teur.  1867.  4®. 

Die  erste  Ausgabe  dieses  wichtigen  Werkes  ist  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CXXVI.  S.  1.  angezeigt  worden,  und  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CLXXXII.  S.  3.  hatten  wir  die  Freude,  unseren  Lesern  von 
dem  baldigen  Erscheinen  einer  neuen  Ausgabe  vorläufig  Kunde 
2u  geben.  Jetzt  liegt  diese  neue  Ausgabe  in  einem  trefflich  aus- 
gestatteten, 733  Seiten  umfassenden  grossen  Quartbaode  vor  uns. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  die  erste  Ausgabe  als  Band  IV. 
der  Memoiren  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  io 
Amsterdam  erschien,  dass  also  durch  die  Unterstützung  dieser 
hohen  gelehrten  Körperschaft  das  Erscheinen  dieses  wichtigen 
Werkes  möglich  gemacht  wurde,  wofür  derselben  der  grösste  und 
vrärmste  Dank  aller  Mathematiker  gebührt,  und  wodurch  sich  die- 
selbe ein  unvergängliches  Denkmal  in  den  Annalen  der  Wissen- 
schaft gesetzt  hat.  Die  uns  vorliegende  neue  Ausgabe  ist  jetzt 
als  selbstständiges  Werk  in  der  oben  genannten  Buchhandlung 
erschienen,  was  nicht  möglich  gewesen  sein  würde,  wenn  nicht 
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Seine  Majestät  der  König  Wilhelm  III.  der  Nieder- 
lande dem  Herrn  Verfasser  eine  namhafte  Unterstützung  zu  der, 
sehr  grosse  Kosten  erfordernden  Drucklegung  genährt  hätte,  wo- 
für die  Wissenschaft  Sr.  Majestät  nicht  dankbar  genug  sein 
kann,  welche  solche  Tbeilnahme  hochherziger  Fürsten  an  ihren 
Fortschritten  für  ewige  Zeiten  auf  den  Tafeln  ihrer  Geschichte 
zu  verzeichnen  bat. 

Was  nun  das  Werk  selbst  betrifft,  so  tritt  diese  neue  Aus- 
gabe desselben,  wenn  auch  der  Grundtypus  der  älteren  Ausgabe 
mit  Recht  im  Allgemeinen  festgehalten  worden  ist,  doch  in  mehr- 
fach veränderter  Gestalt  auf,  durch  welche  nach  unserer  voll- 
kommensten Ueberzeugung  in  sehr  anerkennungswerther  Weise  die 
Zweckmässigkeit  und  Leichtigkeit  des  Gebrauchs  in  mehrfacher 
lieziehung  wesentlich  gefördert  und  erleichtert  worden  ist.  Hier- 
über bat  sich  der  Herr  Verfasser  in  der  ausführlichen  Vorrede  io 
sehr  lehrreicher  Weise  ausgesprochen,  und  wir  können  uns  nicht 
versagen,  die  allgemeinen  Grundsätze,  welche  ihn  bei  der  Be- 
arbeitung der  neuen  Ausgabe  geleitet  haben,  mit  seinen  eigenen 
Worten  unseren  Lesern  hier  nntzutheilen: 

„II  etait  indispensable,  vu  l’accuroulation  des  niateriaux,  de 
simpliGer  autant  que  possible  le  but  qu’on  se  proposait,  et  le 
cliemiri  qui  devait  y conduire.  II  fallait,  en  general,  supprimer 
les  integrales  superflues;  en  outre  il  semblait  necessaire  d’oroettreles 
notices  litteraires.“ 

„Comme  integrales  superflues,  j’ai  omis  en  premier  licu  les 
integrales  dejä  connues  comme  inddfinies,  et  qui  ne  tombent  dans 
aucun  cas  de  discontinuite.  Ensuite,  on  pouvait  negliger  celles 
qui,  par  des  considerations  particulieres,  pouvaient  se  redoire 
aisement  ä d’autres  integrales.  Ainsi,  celles  oü  la  fonction  ä inte- 
grer est  paire,  ou  iinpaire,  sont  donnees  seulement  pour  les  iimi- 
tes  0 et  1,  0 et  so,  ou  0 et  0 et  n,  non  pour  celles  — 1 et 
-f- 1,  — oo  et  +«,  ou  — s?t  et  +in.  — rt  et  n.  Celles  oü  la 
fonction  ne  change  pas  par  une  Substitution  de  la  valeur  inverse 
de  la  variable,  ne  sont  donnees  que  pour  les  limites  0 et  1,  les 
integrales  entre  les  limites  1 et  oo,  0 et  ao  pouvant  aisement  se 
ddduire  de  celles>ci.  De  merae  dans  les  integrales  oü  il  faut 
integrer  une  fonction  de  Sinx  seulement,  le  sinus  est  change  en 
Cosinus  par  la  Substitution  x = \n~y,  ces  derniüres  integrales 
sont  omises  en  gdneral.“ 

„De  cette  manier  on  obtenait  dejä  une  veritable  simplificatioo; 
restait  encore  ä snpprimer  les  notices  litteraires.  Or,  celles-ci 
avaient  un  double  but:  celui  de  donner  un  coup  d’oeil  sur  l'etat 
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actuel  et  sur  l’bistoire  de  la  science;  en  second  lieu,  celui  de 
teair  lieu  de  demonstration,  puisqu’on  y reovoyait  aux  eources 
elles-meines.  Dune,  eii  renon^ant  ä ces  notices,  il  fallait  abso- 
l’ument  y suppleer  d’une  autre  maniere,  puisqu’il  est  iiecessaire 
avant  tout  que  ebacun,  a’il  le  desire,  puisse  s’assurer  lui-meme 
de  la  validite  du  rei<ultat  donne.“ 

Wer  wollte  diese  Grundsätze  niebt  vollkommen  billigen  und 
ihre  Kichtigkeit  anerkennen!  denn  nur  aut'  diese  Weise  war  es 
möglich,  das  Werk  nicht  in’s  Ungeheuerliche  anschwellen  zu 
lassen.  Welche  Mittel  aber  der  Herr  Verfasser  anwandte,  um 
diesen  Grundsätzen  vollkommen  gerecht  zu  werden,  wird  man  in 
dem  weiteren  Verfolg  der  Vorrede  mit  besonderem  Interesse 
nachlesen. 

Den  Inhalt,  insofern  derselbe  die  „Division  des  Tables“ 
betrifft,  theiten  wir  nachstehend  vollständig  mit: 

Partie  preinlere.  Integrales  ä une  seule  fonction. 
1.  Fonction  Algebripue.  Table  1 — 25.  II.  F.  Exponentielle. 
T.  20 — 29.  111.  F.  Logarithmique.  T.  30—33.  IV.  F.  Circulaire 
Directe.  T.  34  — 75.  V.  F.  Circulaire  Inverse.  T.  76 — 78.  VI. 
Autre  Fonction.  T.  79.  — Partie  denxleme  Integrales 
ä deux  fonctions,  dont  l’une  est  algebrique.  Vll.  F. 
Algebrique  et  Exponentielle.  T.  80 — 105.  Vlll.  F.  Algebrique  et 
Logarithmique.  T.  106 — 148.  IX.  F.  Algebrique  et  Circulaire  Directe. 
T.149 — 228.  X.  F.  .Algdbrique  et  Circulaire  Inverse.  T.  229 — 254. 
XI.  F.  Algebrique  et  autre  Fonction.  T.255. — Partie  trolsil^ine. 
Intdgrales  ä deux  fonctions,  dont  aucune  est  algebri. 
qne.  XII.  F.  Exponentielle  et  Logarithmique.  T.  256  — 260. 
XIII.  F.  Exponentielle  et  Circulaire  Directe.  T.  201  — 281.  XIV. 
F.  Exponentielle  et  Circulaire  Inverse.  T.  282.  XV.  F.  Expo- 
nentielle et  Autre  fonction.  T.  283.  XVI.  F.  Logarithmique  et 
Circulaire  Directe.  T.  284  — 338.  XVII.  F.  Logarithmique  et 
Circulaire  Inverse.  T.  339.  XV'III.  F.  Logarithmique  et  Autre 
Fonction.  T.  340.  XIX.  F.  Circulaire  Directe  et  Circulaire  In- 
verse. T.  341 — 349.  XX.  F.  Circulaire  Directe  et  Autre  Fon- 
ction. T.  350 — 351.  — Partie  quatrl^nie.  Integrales  ä 
trois  fonctions.  XXI.  F.  Algdbrique,  Exponentielle  et  Loga- 
ritbmique.  T.  332 — 360.  XXII.  F.  Algebrique,  Exponentielle  et 
Circulaire  Directe.  T.  361 — .398.  XXIII.  F.  Algebrique,  Expo- 
nentielle et  Circulaire  Inverse.  T.  399.  XXIV.  F.  Algdbrique, 
Exponentielle  et  Autre  Fonction.  T.  400.  XXV.  F.  Algebrique, 
Logarithmique  et  Circulaire  Directe.  T.  401 — 4.34.  XXVI.  F. 
Algebrique,  Logarithmique  et  Circulaire  Inverse.  T.  435  — 443. 

1» 
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XXVII.  F.  Algöbrique,  Logarithmique  et  Autre  Fonction.  T.  444. 
XXVIII.  F.  Algebriqiie,  Circulaire  Directe  et  Circulaice  Inverse. 
T.  445 — 459.  XXIX.  F.  Algebrique,  Circulaire  Directe  et  Autre 
Fonction.  T.  460—465.  XXX.  F.  Algebrique,  Circulaire  Inverse 
et  Autre  Fonction.  T.  466.  XXXI.  F.  Exponentielle,  Logarith- 
mique et  Circulaira  Directe.  T.  467  — 471.  XXXII.  F.  Expo- 
nentielle, Circulaire  Directe  et  Circulaire  Inverse.  T.  472. 
XXXIII.  F.  Exponentielle,  Circulaire  Directe  et  Autre  Fonction. 
T.  473.  XXXIV.  F.  Logarithmique,  Circulaire  Directe  et  Autre 
Fonction.  T.  474.  XXXV.  F.  Logarithmique,  Circulaire  Directe 
et  Autre  Fonction.  T.  475.  XXXVI.  F.  Circulaire  Directe,  Cir- 
culaire Inverse  et  Autre  Fonction.  T.  476.  — Partie  cinqialeme. 
Integrales  ä plus  de  trois  fonctions.  XXXVII.  F.  Alge- 
brique  et  plusieurs  fonctions.  T.  477—486.  Additions. 

Der  beschränkte  Raum  verbietet  uns  noch  mehr  zur  Charak- 
terisirung  dieses,  nach  der  von  dem  Herrn  Verfasser  gegebenen 
interessanten  (Jebersicht  8359  Formeln  enthaltenden  Werks  zu 
sagen,  wir  glauben  aber  auch,  dass  das  V’orhergehende  für  den 
Kundigen  vorläufig  binreichen  wird,  um  sich  eine  deutliche  Anschau- 
ung von  demselben  zu  verschaflFen.  Wir  halten  dasselbe  unbedingt 
für  die  wichtigste  Publication  der  neueren  Zeit  auf  dem  Gebiete 
der  Integralrechnung,  ja  der  Analysis  überhaupt,  die  Mathematik 
lernt  durch  dasselbe  endlich  den  wahren  Besitzstand  in  einet 
ihrer  wichtigsten  Theorien  kennen,  was  wohl  auf  keinem  Felde 
wünschenswertber  war  als  gerade  auf  diesem;  und  diesen  Besitz- 
stand kennen  zu  lernen,  ist  in  vielen  Theilen  der  Wissenschaft 
weit  wichtiger  als  manche  sogenannte  neue  Erfindungen,  die  oft 
nur  zu  dem  Vergnügen  oder  der  Belehrung  ihrer  Urheber  gemacht 
und  bloss  für  diese  von  Wichtigkeit  und  Interesse  sind.  Es  ist 
in  diesem  schonen  Werke  nach  unserer  Meinung  allen  Anforderun- 
gen genügt,  die  man  nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wis- 
senschaft an  eine  solche  Arbeit  zu  machen  nur  irgend  berechtigt 
ist,  und  dasselbe  wird,  in  Verbindung  mit  dem  gleichfalls  treff- 
lichen und  grossen  Werke  desselben  Herrn  Verfassers : 

Exposd  de  la  Theorie,  des  Proprietds,  des  For- 
mnies de  Transformation,  et  des  Methodes  d’Eva- 
luationdes  Integrales  de  fi  nies  parD.  Bierens  de  Haan. 
Publie  par  l’Academie  des  Sciences  ä Amsterdam. 
Amsterdam,  C.  G.  Van  der  Post.  1862.  Gr.  4°.  pag.  703- 
Prix  Florins  13.  40  Cts.  Holl*). 

*)  Wie  et  acheint  jetzt  in  den  Verlag  von  P.  Engelt  in  Leiden 
übergegangen. 
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wesentlich  zu  den  weiteren  Fortschritten  der  Theorie  der  he- 
stimmten  Integrale  beitragen.  Beide  Werke  sind  unvergängliche 
Denkmäler  die  grösste  Bewunderung  erregenden  holländischen 
Fleisses^  holländischer  Gelehrsamkeit  und  holländischen  Scharf- 
sinns, und  gereichen  dem  ganzen  Lande,  in  welchem  sie  ent- 
standen, zur  grössten  Ehre.  Wir  können  nur  wünschen,  dass  der 
Herr  Verfasser  noch  viele  Jahre  die  Früchte  seines  ganz  dem 
Dienste  der  Wissenschaft  gewidmeten,  aus  den  reinsten  und 
lautersten  Motiven  hervorgegangenen  Strebens  geniessen  möge. 


Sammlung  von  Aufgaben  zur  algebraischen  Ana- 
lysis. Bearbeitet  von  Johann  Lieblein,  ausserordent- 
lichem Professor  am  Polytechnikum  in  Prag.  Prag. 
H.  C.  J.  Satow.  1867.  8». 

Dieses  auch  äusserlich  sehr  hübscb  ausgestattete  Buch  hilft, 
wie  es  uns  scheint,  einem  wirklichen  Bedürfnisse  ab,  iniJem  es  eine 
reichhaltige  Sammlung  von  Aufgaben  enthält,  deren  Lösung  die 
Lehren  der  sogenannten  algebraischen  Analysis  erfordert,  bei 
deren  Bearbeitung  und  Zusammenstellung  sich  der  Herr  Ver- 
fasser, was  natürlich  die  grösste  Anerkennung  verdient,  ganz  dem 
neueren  Zustande  der  genannten  Wissenschaft,  so  wie  dieselbe 
namentlich  von  Cauchy  in  seinem  berühmten,  bis  jetzt  unüber- 
troffenen Werke:  „Analyse  algebrique“  dargestellt  worden 
ist,  angeschlosseii , übrigens  aber  auch  neueren  Untersuchungen 
gebührend  Rechnung  getragen  hat.  Wir  halten  daher  dieses 
Buch  für  ein  allen  Lehrern  sehr  zu  empfehlendes  Hülfsmittel 
bei'ni  Unterrichte  in  der  algebraischen  Analysis,  und  wünschen 
demselben  recht  grosse  Verbreitung,  indem  wir  dem  Herrn  Ver- 
fasser für  dessen  Herausgabe  besonderen  Dank  aussprecben. 
Wie  vollständig  der  Herr  Verfasser  alle  wichtigeren  Lehren  be- 
rücksichtigt hat,  zeigt  der  folgende  Inhalt:  I.  Ueber  die  ver- 
schiedenen Arten  voo  Funktionen.  H.  Ueber  cyclometrische 

Funktionen.  Hl.  Ueber  Grenzvverthe.  IV.  Ueber  Continuität  und 
Discontinuität  der  Funktionen.  V.  Ueber  die  Convergenz  und 
Divergenz  unendlicher  Reihen.  VI.  Ueber  Doppelreihen.  VII. 
Ueber  Reihenentwickelungen.  A)  Ueber  recurrente  Reihen.  B) 
Ueber  die  Binomial  - und  Exponentialreibe.  C)  Ueber  logarith- 
mische  Reihen.  D)  Ueber  goniometrische  und  cyclometrische 
Reihen.  VIH.  Ueber  unendliche  Produkte.  IX.  Ueber  die  Funk- 
tionen coroplexer  Variabeln  und  über  complexe  Reihen  und  Pro- 
dukte. X.  Kettenbrüche.  — Erläuterungen  und  Resultate  zu  den 
vorhergehenden  Aufgaben,  mit  welchem  letzteren  Abschnitte  der 
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Herr  Verfasser  vielen  Lehrern  einen  besonderen  Dienst  erwiesen 
haben  wird. 

Indem  wir  dieses  Buch  nochmals  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfehlen,  brauchen  wir  wohl  nicht  noch  darauf  besonders  bin- 
zuweisen,  dass  alle  darin  gegebenen  Aufgaben  der  Functionen- 
und  Reihenlehre  entnommen  sind;  wir  heben  dies  nur  deshalb 
hervor,  um  daran  den  Wunsch  zu  knüpfen  , dass  es  dem  Herrn 
Verfasser  recht  bald  gefallen  müge,  auch  für  die  Theorie  der 
Gleichungen,  als  zweiten  Theil  der  algebraischen  Analysis,  eine 
mit  gleichem  Fleisse  und  gleicher  Umsicht  bearbeitete  Aufgaben- 
sammlung herauszugeben,  wodurch  er  sich  gewiss  die  Lehrer  der 
algebraischen  Analysis  zu  neuem  Danke  verpflichten  wird. 

Sur  ies  Maxima  et  Minima  d’une  fonction  des 
rayoDs  vecteurs  raenes  d’un  point  mobile  a plusieurs 
centres  fixes.  Par  L.  Lindelof*).  Extrait  des  Memoi- 
res  de  la  Societe  des  Sciences  de  Finlaode.  Heising- 
fors.  1866.  40. 

Diese  sehr  zu  beachtende  Abhandlung  behandelt  in  eigeo- 
tbfimlicher  scharfsinniger  Weise  die  auf  dem  Titel  genannte  Auf- 
gabe, mit  Anwendung  auf  die  drei  folgenden  besonderen  Auf- 
gaben : 

I.  Ddterminer  le  point  O de  maniere  que  la  somme  des 
distances  de  ce  point  aux  sommets  d’un  triangle  dnnne  soit  uiiui- 
muni. 

II.  Determiner  un  point  O de  maniere  que  la  somme  des 
distances  de  ce  point  aux  quatre  somidets  d’un  tetraedre  doDoe 
AB  CD  soit  mininium. 

III.  La  somme  des  carres  des  distances  d’un  point  O ä » 
centre  fixes  doit  4tre  minimum. 

Die  Behandlung  dieser  drei  Aufgaben  enthält  mehreren  Eigen- 
thümliche,  was  sehr  der  Beachtung  unserer  Leser  empfohlen 
werden  muss.  Aus  der  Auflösung  der  Aufgabe  I.  ist  Mehreres 
für  unsere  Abhandlung  Nr.  III.  in  diesem  Hefte  benutzt  worden, 
auf  welche  wir  uns  daher  zu  verweisen  erlauben.  G. 


Remarques  sur  Ies  differentes  manieres  d’etablir 
la  formule  , j = j Par  Lindelöf.  (Lu  le  22  Jan- 


vier  1866). 


dxdy  dydx ' 


*)  Frofeaior  an  der  Kais.  Finländischen  Alexanders  - Uaiversität  i> 
Helsingfors, 
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' Diese  sehr  lehrreiche  und  heachtensvrerthe  Abhandlung 
\reiset  auf  überzeugende  Art  die  Falschheit  oder  das  Ungenü- 
gende der  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Mathematikern  ge- 
gebenen ßetveise  der  auf  dem  Titel  genannten  Gleichung,  deren 
Erfindung  nach  Clairaut  von  Fontaine  herrührt,  nach.  Herr 
Lindelöf  erörtert  in  der  angedeuteten  Beziehung  in  scharfsinni- 
ger Weise  die  von  Clairaut,  Euler,  Bertrand  (Traite  de 
calcul  differentiel  et  de  calcnl  integral.  Paris  1864. 
p.  156.)’gegebenen  Beweise,  iieschäftigt  sich  aber  ganz  besonders 
mit  der  von  Schlöniilcb  (Compendium  der  höheren 
Analysis,  2te  Aufl.  Braun s ch  tveig.  1862.  S.  70.)  ge- 
gebenen Darstellung,'«  die^'ier  als  eine  völlig  ungenügende  und 
mangelhafte  auf.sebr  überzeugende  und  schlagende  Art  nacb- 
weiset.  Gegen  die  von  Caucby  und  Moigno  und  denen,  die 
sich  diesen  Mustern  anscbliessen,  gegebene  Darstellung  ist  natür- 
lich nichts  zu  erinnern.  Wir  empfehlen  die  lesenswerthe  und 
lehrreiche  Schrift  allen  denen, j die  sich  mit  dem  Studium  der 
Differentiation  der  Functionen  mit  mehreren  Variabein  beschäfti- 
gen, recht  sehr  zu  sorgfältigster  Beachtung , namentlich  auch  An- 
langero,  die  oft  Etwas  für  baare  Münze  halten,  was  es  keines- 
»egs  ist, ;und'nicht  selten  bei’m  Unterrichte  in  der  Dilferential- 
und  Integralrechnung  zu  ihrem  grössten  Schaden  sehr  in  der 
Irre  herumgeführt  werden.  Erfordert  irgend  ein  Theil  des  mathe- 
matischen Unterrichts  völlige  Schärfe,  Klarheit  und  Bestimmtheit, 
80  ist  es  der  Unterrichten  den  genannten  Wissenschaften.  Herr 
Lindelöf  verdient  daher  ('grossen“ Dank,  auf  die  von  ihm  ge- 
rügten Irrungen  und  Fehler  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 


Fem-ställiga  Logarithm-Tabeller,  innehällande  de 
ranliga  logaritbmerna  frän  0 tili  11000,  de  naturliga 
logaritbmern  a frän  0 tili  10000,  logarithmerna  für  de 
trigonometriska  funktionerna,  jemte  en  samling 
Tabeller  som  roed  för  del  kunna  användas  vid  numeriska 
räkniiigar,  af  A.  F.  D.  Wackerbartb,  Phil.  Dokt.,  Leda- 
■notafK.  Vetenskaps-Societeten  iUpsala  ochafRoyal 
Astronomical  Society  i London,  R.  N.  O.  Upsala.  P 
Hanseln.  1867. 

Diese  schönen,  in  kleinem  Format  mit  Sterotypen  gedruckten 
Tafeln  eines  sehr  verdienten  und  berühmten  Astronomen  liefern 
^on  Neuem  den  sehr  erfreulichen  Beweis,  dass  die  grossen  Vor- 
Iheile  kleinerer,  nur  fünfstelliger  Tafeln  vor  den  grösseren  .«ie- 
Leosfelligen  Tafeln  immer  mehr  und  in  immer  weiteren  Kreisen 
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anerkannt  und  gehörig  gewürdigt  werden.  Den  Hauptinhalt  bilden 
zunächst  die  Tafeln  I.,  ilf.  und  V.  Di«  Tafeln  i.  und  III.  enthalten 
die  gemeinen  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometrischen 
Functionen  in  einer  von  der  gewöhnlichen  zwar  nicht  wesentlich 
abweichenden,  aber  die  deutliche  und  rasche  üebersicht  doch  sehr 

erleichternden  Weise  (10000 — 1 1000 siebenstellig);  der  Tafel  1.  ist 
noch  ein  Anhang  zur  .\affindnng  siebenstelliger  Logarithmen  beigege- 
ben. Tafel  V.enthältdie  hyperbolischen  oder  natürlichen  Logarithmen 
der  Zahlen  von  1 bis  10000  in  gleicher  Anordnung  wie  die  ge- 
meinen Logarithmen , für  welche  Tafel  wir  dem  Herrn  Verfasset 
nicht  genug  Dank  sagen  können , da  eine  solche  Tafel  sich  wohl 
in  nur  seht  ivenigen  Sammlungen  von  gleichem  Umfang  nnd 
gleicher  .Ausdehnung  linden  durfte,  und  dieser  Sammlung  nach 
unserer  Meinung,  ausser  ihrer  treflTlicben  Einrichtung  im  Allge- 
meinen, zu  ganz  besonderer  Empfehlung  gereicht  und  von  allen 
Lehrern  der  Mathematik  ganz  besonders  beachtet  zu  werden  ver- 
dient. In  den  genannten  drei  Tafeln  sind  überall  die  Proportional- 
theile,  wie  es  die  neuere  Zeit  bei  allen  Tafeln  verlangt,  so  voll- 
ständig und  80  zweckmässig  angegeben , wie  es  erforderlich  ist, 
wenn  die  von  den  Tafeln  zu  gewährende  Genauigkeit  auch  wirk- 
lich erreicht  werden  .soll,  mit  gehöriger  Berücksichtigung  ra«g- 
liebster  Erleichterung  aller  auszutiihrenden  Nebenrechnungen. 
Als  ein  Anhang  zu  Tafel  I.  der  gemeinen  Logarithmen  enthält 
Tafel  11.  die  gemeinen  Logarithmen  der  Producte  1.2. 3. 4 ....*, 

1.3.5  ....  X und  2.4.6  x\  und  als  Anhang  zu  Tafel  V.  ist 

eine  besondere  Tafel  der  Vielfachen  des  Modulus  und  des  reci- 
proken  Modulus  des  Brigg 'sehen  Systems  beigegeben.  Tafel 
IV.  enthält  die  Längen' der  Kreisbogen  bis  aufSecunden.  Au8se^ 
dem  enthält  die  schöne  Sammlung  noch  eine  Tafel  der  Quadrat- 
zaiilen  und  Quadratwurzeln;  eine  Tafel  der  natürlichen  Sinus, 
Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten;  eine  Tafel  zur  Verwand- 
lung von  ^ in  einen  Deciraalbrueb  von  n = 1 bis  n—  1000;  die 

Gauss’schen  Tafeln  für  das  Höhenmessen  mit  dem  Barometer; 
eine  Reihe  sehr  nützlicher  physikalischer  Tafeln,  z.  B.  der  spe- 
cifischen  Gewichte,  der  Ausdehnungscoeflicienten  u.  s.  w.,  in 
denen,  was  be.sondere  Anerkennung  verdient,  auch  zugleich  immer 
die  nöthigen  Beductionsforroeln  angegeben  sind;  eine  Tafel  zur 
Vergleichung  der  wichtigsten  Maasse  und  Gewichte;  und  eine 
überaus  vollständige  und  ungemein  genaue  Tafel  aller  für  reine 
Mathematik,  Physik,  Astronomie  und  Praxis  nur  irgend  wichtiger 
Constanten  und  deren  Logarithmen  und  Co -Logarithmen  (Deca- 
dische  Ergänzungen);  endlich  auch  noch  ein  Täfelchen  der  Prim- 
zahlen. 


Digitized  by  Google 


Ulerarischer  Bericht  CLXXXIX. 


9 


Wir  halten  diese  Tafeln  iur  sehr  genau,  in  allen  Beziehun* 
gen  sehr  zweckmässig  eingerichtet,  und  jedem  Bediirfniss  in  den 
von  ihnen  festgehaltenen  Gränzen  genügend.  Uie  Einleitung  ent- 
hält in  sehr  zweckmässiger  Kürze  Alles,  was  für  den  Gebrauch 
der  Tafeln  zu  wissen  nütbig  ist;  das  Papier  ist  stark  und  weiss, 
die  Ziflfern  sind  ungemein  scharf  und  deutlich.  Wir  glauben  da- 
her diese  sehr  schönen  uud  sehr  bequemen  neuen  Tafeln  zur  allge- 
meinsten Beachtung — auch  in  Deutschland  — dringendero- 
pfehlen  zu  müssen,  da  die  Sprache  bei  einem  solchen  Buche  alsein 
wesentliches  Hinderniss  nicht  in  Anschlag  gebracht  werden  kann 
und  darf. 


Geometrie. 

O kvadrature  kruhu.  Historicko  - matbematicke 
pojedndni  od  Frantieka  Müllera,  supl.  profesora  na 
krälovskd  polytechnice  feske.  V.  Praze.  1865.  8**. 

Wir  maassen  uns  natürlich  nicht  im  Entferntesten  an,  die 
geringste  Kenntniss  der  böhmischen  Sprache  zu  besitzen;  indess 
sind  uns  doch  die  vielen  in  dieser  Schrift  vorkommenden  Formeln 
und  geometrischen  Darstellungen  sehr  wohl  verständlich  gewesen, 
und  haben  uns  zu  der  Ueberzeugung  geführt,  dass  dieselbe  eine 
sehr  vollständige  Zusammenstellung  der  verschiedenen  zur  Be- 
rechnung des  Kreises  gegebenen  Methoden  (einschliesslich  der 
verschiedenen  annähernden  Constructionen)  enthält,  und  in  dieser 
Beziehung  empfohlen  zu  werden  verdient,  indem  uns  schon  der 
Umstand,  dass  überhaupt  eine  derartige  Schrift  in  böhmischer 
Sprache  existirt,  genügsames  Interesse  darzubieten  schien,  um 
auf  dieselbe  hier  wenigstens  aufmerksam  zu  machen. 


Physik. 

Von  der  von  Herrn  Prof.  Dr.  C.  Jelinek  mit  der  grössten  Um- 
sicht redigirten  Zeitschrift  der  österreichischen  Gesell- 
schaft für  Meteorologie,  zu  deren  Präsidenten  in  der  Jah- 
resversammlung vom  16.  November  1867  an  Stelle  des  auf  sein 
Ansuchen  nicht  wieder  gewählten  Freiherrn  von  Wüllerstorf 
der  Director  der  Wiener  Sternwarte  Herr  Prof.  Dr.  C.  v.  Littrow, 
zum  Vicepräsidenten  der  Go^i'^l^^cretär  der  k.  Akademie  der 
Wissenschaften  Herr  Prof.  Dr.  A.  Schrötter  gewählt  und  da- 
durch die  Leitung  der  Arbeiten  der  Gesellschaft  gewiss  in  die 
besten  Hände  gelegt  worden  ist,  ist  neuerlich  II.  Band.  Nr.  23.  (die 
Anzeige  in  Nr.  22.  s.  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXVllI.  S.  18.) 
erschienen.  Diese  neueste  Nummer  enthält  den  Aufsatz:  Ueber 
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die  Beobachtung  atmosphärisch  und  tellurisch  indu- 
cirter  elektrischer  Strömungen  in  den  Telegraphen- 
Leitungen.  Von  Samuel  Neumann,  Concipist  im  k. 
ung.  Handelsministerium;  ausserdem  Gesellschaftsnach- 
richten,  Necrologe  verdienter  Mitglieder,  Literaturberichte  und 
eine  grössere  Anzahl  sehr  interessanter  kleinerer  Mittheilungen 
über  die  meteorologischen  Stationen  des  Königreichs  Dänemark, 
das  meteorologische  Beobachtungssystem  der  Schweiz , meteoro* 
logische  Beobachtungen  in  Curhessen,  über  Circumtraction  eines 
Windes  oder  über  einige  Arten  von  Wirbelung  in  einem  Luft- 
strome, Theorie  der  Abendröthe  nachLommel,  Scirocco  in  Jeru- 
salem. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  das  verdientliche,  in  allen  Nummern 
sehr  viel  Lehrreiches  enthaltende  Unternehmen  den  ungestörte- 
sten Fortgang  haben  möge,  woran  bei  dem  grossen  Eifer  und 
der  grossen  Umsicht  des  Herausgebers  um  so  weniger  zu  zirei- 
fein  ist,  weil  die  Anzahl  der  Mitglieder  der  Gesellschaft  am 
1.  October  1867  die  bedeutende  Höhe  von  289  erreicht  hatte  and 
die  jährliche  Einnahme  1871  Fl.  30  Kr.  bei  einem  baaren  Ver- 
mögen von  562  Fl.  55  Kr.  betrug,  wobei  wir  bemerken,  dass  die 
Gesellschaft  in  der  anerkennenswerthesten  Weise  vom  k.  k.  Han- 
delsministerium eine  jährliche  Subvention  von  200  Fl. , von  der 
Marine-Section  des  k.  k.  Kriegsministeriums  eine  jährliche  Sub- 
vention von  gleicher  Höhe  erhält. 


Jahrbücher  der  k.  k Central- Anstalt  für  Meteoro- 
logie und  Erdmagnetismus.  Von  Carl  Jelinek  und 
Carl  Fritsch,  Director  und  Vice-Director  der  k.  k. 
Central-Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetis- 
mus. Neue  Folge,  II.  Band.  Jahrgang  1865.  Der  gan- 
zen Reihe  X.  Band.  Wien.  Druck  der  k.  k.  Hof-  und 
Staatsdruckerei.  1867.  4°. 

Indem  wir  nur  erst  ira  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXVl.  S.  10. 
den  ersten  Band  dieser  wichtigen  neuen  Jahrbücher  anzuzeigen 
das  Vergnügen  hatten , zeigt  jetzt  schon  der  vorliegende  zweite 
Band,  wie  rüstig  die  beiden  Herrn  Herausgeber  auf  dem  -betrete- 
Wege  weiter  fortschreiten,  gewiss  mit  dem  grössten  Nutzen  für 
die  Wissenschaft,  weil  regelmässiges  und  rasches  Fortschreiteu 
bei  solchen  Publicationen  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist 
und  desto  mehr  Anerkennung  verdient,  je  mehr  Fleiss,  Mühe  und 
Arbeit  dieselben  erfordern.  Ira  Allgemeinen  ist  die  Einrichtung 
und  Anordnung  dieses  Bandes  dieselbe  geblieben  wie  im  ersten  | 
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Bande , so  dass  wir  uns  in  dieser  Rücksicht  auf  unsere  Anzeige 
dieses  letzteren  beziehen  können,  und  nur  so  viel  bemerken  wol- 
len, dass  in  diesem  neuen  Bande  die  Stationen  durchaus  nach 
ihrer  geographischen  Lage  geordnet  wurden,  und  dass  die  öster- 
reichische Monarchie  in  drei  Zonen:  eine  nördliche  (deren  Breite 
grösser  als  48**. 30'  ist);  eine  mittlere  (Breite  zwischen  46**. 30' 
exclusive  und  48**. 30'  inclusive),  eine  südliche  (alle  Stationen, 
deren  Breite  46**. 30')  getheilt  wurde;  in  jeder  Zone  wurden  aber 
die  Stationen  nach  ihrer  Länge  von  West  nach  Ost  fortschreitend 
geordnet.  Die  Anzahl  der  Stationen  ist  von  118  (im  Literar.  Ber. 
Nr.  CLXXXVl.  S.  11.  Z.  15.  steht  irrthümlich  117,  was  wir  io 
118  umzuändern  bitten)  auf  128  gestiegen.  Wir  wünschen  den 
ungestörtesten  Fortgang.  So  wie  dem  vorigen  (für  Januar  1864) 
sind  auch  diesem  Bande  zwei  von  Herrn  J.  Harbich  gezeichnete 
Karten  beigefügt,  welche  die  Wärraevertheilung  ira  Februar  1865 
und  in  der  Zeit  vom  18. — 20.  März  1865  darstellen. 


Vermischte  Schriften. 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke.  Fünfter  Band.  Her- 
ausgegeben von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen.  1867.  4**. 

Dieser  fünfte  Band  des  so  sehr  wichtigen  Werkes,  durch 
dessen  Herausgabe  die  Königliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
in  Göttingen  sich  das  grösste,  mit  dem  lebhaftesten  Danke  an- 
zuerkennende Verdienst  um  die  Wissenschaft  und  alle  Mathema- 
tiker erwirbt,  enthält  die  zur  mathematischen  Physik  gehörenden 
Schriften  des  berühmten  Geometers.  Der  Inhalt  zerfällt  in  die 
folgenden  Hauptrubriken:  Abhandlungen,  Anzeigen  eigener  Ab- 
handlungen, Verschiedene  .Aufsätze  über  Magnetismus,  Aufsätze 
über  verschiedene  Gegenstände  der  mathematischen  Physik,  Phy- 
sikalische Beobachtungen,  Anzeigen  nicht  eigener  Schriften,  Be- 
merkungen, Steindrucktafel  zur  'i'heorie  des  Erdmagnetismus. 
Per  beschränkte  Raum  dieser  Literarischen  Berichte  gestattet 
natürlich  nicht  die  vollständige  Mittheilung  des  reichen  Inhalts 
dieser  verschiedenen  Abtheilungen ; versagen  können  wir  uns  aber 
nicht,  den  Inhalt  der  drei  lolgenden  Abtheilungen  anzugeben: 
Abhandlungen:  Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum 
ellipticorura  homogeneorum.  — üeber  ein  neues  allgemeines  Grund- 
gesetz der  Mechanik.  — Principia  generalia  tbeoriae  figurae  ilui- 
dorum  in  statu  aequilibrii.  — Intensitas  vis  magneticae  terrestris 
ad  mensurara  absolutam  revocata.  — Allgemeine  Theorie  des  Erd- 
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roagnetismas.  — Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  anf  die  im 
verkehrten  Verhällnis«ie  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkeiideo 
Anziehungs*  und  Abstossunsskräfte.  — Dioptriscbe  UntersuchoD- 
gen.  — .^uf.sätze  über  verschiedene  Gegenstände  der 
mathematischen  Physik:  Fundamentalgleichungen  für  die 

Bewegung  sch*verer  Körper  anf  der  rotirenden  Erde.  — Ceber 
die  achromatischen  Doppelobjective,  besonders  in  Rücksicht  der 
vollkommenen  Aufhebung  der  Farbenzerstreuung.  — Brief  »n 
Brandes  Ober  denselben  Gegenstand.  — Berichtigung  der  Stel- 
lung der  Schneiden  einer  Waage.  — Nachlass:  Zur  Electro- 
dynamik.  — Ueber  Kugelfunctionen.  — Zum  Gebrauch  des  Cotu- 
parators.  — Allgemeine  Formeln  für  die  Wirkung  eines  leuchtenden 
Punktes  P auf  einen  Punkt  p.  — Sehr  lehrreiche  und  wichtige 
Bemerkungen  des  Herrn  Professor  Schering  schliessen  den 
auch  äusserlich  in  der  würdigsten,  nichts  zu  wünschen  übrig  las- 
senden Weise  ausgestatteten  Band. 

Wir  sehen  dem  Erscheinen  der  noch  übrigen  Theile  mit 
dem  grössten  Verlangen  entgegen,  und  wünschen  den  hochver- 
dienten Herren  Herausgebern  aus  dem  Grunde  unseres  Herzens 
fortwährende  Kraft  und  Ausdauer  zu  dem  wichtigen  und  schrrie- 
rigen  Werke.  G. 


Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsa- 
liensis.  Seriei  tertiae  Vol.  VI.  F asc.  1.  Upsal iae  1866. 4°. 

Der  vorliegende  neue  Theil  der  Schriften  der  Königlich 
Schwedischen  Societät  der  Wissenschaften  in  Upsala,  deren  vor- 
hergehenden Theil  (Vol.  V.  Fase.  II.).  wir  ini  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXVIll.  S.  17.  anzuzeigen  das  Vergnügen  hatten,  enthält 
ausser  mehreren  wichtigen  botanischen,  zoologischen  und  chemi- 
schen Abhandlungen  der  Herren  J.  W.  Liljeborg,  J.  E.  Are- 
schoug  und  V.  P.  T.  Cleve  die  beiden  folgenden  in  den  Kreis 
des  Archivs  gehörenden  Abhandlungen:  A Provisional  Theory 
of  Leda.  By  A.  D.  Wackerbarth  und  Jord magn etiske 
lagttagelser  of  Christoptaer  üansteen;  welche  beide  auch 
in  besonderen  Abdrücken  zu  haben  sind  (Upsala.  Kongl.  Akad. 
Boktryckeriet).  — In  der  ersteren  Abhandlung  giebtHerr  Wacker- 
barth vorläufige  Elemente  des  Planeten  Leda,  bei  welcher  wie 
hei  den  übrigen  kleinen  Planeten  wegen  der  grossen  Excentricität 
und  Neigung  der  Bahn  die  gewöhnliche  Laplace’sche  Methode 
zur  Berechnung  der  Störungen  nicht  anwendbar  war  und  deshalb 
andere  Methoden  in  Anwendung  gebracht  werden  mussten ; in  der 
zweiten  Abhandlung  beschäftigt  sich  der  berühmte  hochachtbare, 
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in  seinem  hohen  Alter  immer  noch  unermüdlich  thätige  Veteran 
der  Wissenschaft  mit  der  magnetischen  Inclination  und  der  hori- 
zontalen magnetischen  Iritensitfit  für  Christiania,  und  liefert  nament- 
lich mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnete  For- 
meln für  diese  Elemente  als  Functionen  der  Zeit,  auf  welche  wir 
besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  verfehlen. 


Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXVII.  S.  9. 

Settembre  e Ottobre  1S67.  Sullo  sviluppo  delle  funzioni 
Tratte  razionali;  per  N.  Trudi.  (Cont.  Vedi  p.  105).  p.  257.  — 
Pangeometria  o sunto  di  Geonietria  fondata  sopra  una  teoria  gene- 
rale e rigorosa  delle  parallele  per  N.  Lobatschevrsky,  Pro- 
fessore  enierito  dell’  Universitä  di  Kasan,  e membro  onorario  dell’ 
Universitä  di  Mosca.  (Versione  dal  Francese).  p.  273. 


Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the 
Smithsonian  Institution.  Washington.  1866.  8". 

Dieser  „Annual  Report“  der  berühmten  Smithsonian 
Institution,  dessen  frühere  Jahrgänge  in  unseren  Literarischen 
Berichten  immer  angezeigt  worden  sind,  enthält,  ausser  den  ge- 
wöhnlichen amtlichen  Berichten  über  den  Fortgang  des  Instituts 
und  Literarischen  Nachrichten,  die  folgenden  sehr  zu  beachtenden, 
in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Abhandlungen:  The  Au- 
rora borealis,  or  Polar  Light:  itsPhenoroena  and  Law s. 
B y Ellas  liooinis,  Professor  of  Natural  Philosophy  and 
Astronomy  in  Yale  College,  p.  208. — p.  248.  (Diese  Ab- 
handlung über  das  Nordlicht  scheint  uns  in  jeder  Beziehung 
höchst  interessant  und  wichtig,  und  darf  nach  unserer  Meinung 
von  Keinem,  der  diesem  prachtvollen  Phänomene  besonderes  Stu- 
dium widmet,  unbeachtet  gelassen  werden.).  — Electro-Phy- 
siology-  A course  ofLectures  byProf.  Carlo  Matteuccl, 
Senator  etc.  Turin  1861.  Translated  for  the  Smith- 
sonian  by  C.  A.  Alexander,  p.  291.  — p.  345.  (Sechs  höchst 
interessante  Vorlesungen  des  berühmten  italienischen  Physikers 
in  englischer  Uebersetzung,  welche  in  aller  Kürze  einen  höchst 
interessanten  Ueberblick  über  das  ganze  Gebiet  ihres  wichtigen 
Gegenstandes  geben,  so  dass  wir  unsere  Leser  nur  dringend  auf 
diese  Vorlesungen  Matteucci’s  aufmerksam  machen  können.).  — 
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Experimental  and  Theoretical  Researches  on  the 
Figures  of  Equilibrium  of  a Liquid  Mass  with  drawn 
from  the  action  of  gravity  etc.  By  J.  Plateau,  Pro- 
fessor in  the  üniversity  ofGhent.  FifthSeries.  p.411. 

— p.43.'S.  (Uebersetzung  einer  bekannten  Abhandlung  Plateau's 
aus  den  Meinoires  de  l’Academie  Royale  de  Bruxelleo.)- 

— The  raetric  System  of  Weights  and  Measures,  with 
Tables  intended  especially  for  the  use  of  Teacbers 
and  Authors  of  A rit  h nieti  c s.  By  Prof.  H.  A.  Newton, 
p.  465. — p.  484.  Die  kurze,  aber  erfreuliche  Einleitung  zu  diesen 
Vergleichiingstabellen  lautet:  „VVhile  this  part  of  the  appendix 
to  the  Annual  Report  of  the  Sniith.sonian  Institution  was  passio;; 
through  the  press  the  foliowing  resolution,  pertaining  to  the  Freoch 
System  of  »reights  and  measures,  were  adopted  by  both  honses; 
An  Act  (o  authorise  the  use  of  the  metric  System  ol 
iveights  and  measures  etc.  etc.“ 


Wenn  auch  das  in  dem  nachstehenden,  aus  Amerika  zur 
weiteren  Verbreitung  uns  zugesandten  Programme  ausführlich 
charakterisirte  Werk  nicht  eigentlich  in  den  Kreis  unserer  Zeit- 
schrift gehört,  so  schien  uns  doch  das  in  demselben  klar  zu  Tage 
tretende  Streben,  die  Chemie  mit  Hülfe  der  Mathematik  zu  einer 
wahren  Wissenschaft  — was  sie,  ungeachtet  aller,  nach  einem 
jetzt  sehr  beliebten  und  gäng  und  gebe  gewordenen  Ausdrucke, 
als  glänzende  bezeichneten  Entdeckungen , nach  der  Ansicht 
vieler  sehr  einsichtsvoller  Chemiker  noch  keineswegs  ist  — zu 
erheben,  interessant  genug  zu  sein,  um  die  Aufnahme  des  uns 
mitgetheilten  Programms  in  unsere  Literarischen  Berichte  zu 
rechtfertigen,  ohne  dadurch  die  wohl  etwas  excentrischen  Ideen 
des  Verfassers  ohne  Weiteres  zu  den  unsrigen  machen  zu  wollen. 

G. 

Rcsamö  fran(ais  dn  programme  de  Tatomecanique,  oa  la 
chimic,  nuc  mecaniqne  des  panatomes. 

Par  Gustave  Ulnrichs, 

professeur  de  phy.siquc,  chimie  ct  min^ralogie  ä rnniversltd  dVtat 
d’Iowa,  chimlsto  de  la  survey  gdologique  de  l’dtat,  etc. 
Iowa-City,  itats-niüs.  1867. 

L’histoire  du  progres  de  la  Science  cst  tonjours  la  mSme ; donc  vono  tron- 
vorcz  rhistoiro  fnture  de  la  chimie  dans  cclle  de  sa  soeur  ainde,  raBtronomif- 
Voyons  uu  peu. 

Le  phlogiston,  c’cst  de  la  chimie  ptoldmique.  La  natnre  generale 
phenombne  est  reconnue;  mais  on  s’est  arrfite  anx  apparences. 
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Lftvoisier  est  bien  le  Copcrnic  de  la  chimic.  Tons  Ics  deux  per9aient  le 
ToUe  des  semblants.  Ce  n’est  plas  le  soleil  qui  se  meut,  mais  la  terra;  ce 
n’est  plus  perdro  du  phlogiston,  c’est  acqucrir  de  l’oxygbne. 

La  chimie  moderne,  la  Science  d’ä  present,  est  tout-a-fait  keplerienne.  Lea 
belles  lois  de  Lulong  et  de  Petit  (chalcnr  specifiqne),  de  Gay-Lussac  (volume), 
de  Mitscherlich  (isomorphic),  combindes  par  Gerhardt,  ont  fait  de  la  chimic 
ane  Science  prdeise.  Les  decouvertes  brillantes  dans  la  chimie  organiqne 
depnis  Liebig  Jnsqu'k  Berthelot,  et  la  spectroscopie  de  Bunsen  et  KirchhofT, 
ont  rendn  la  chimie  nniversellc  et  cosmique  comme  l’astronomie. 

Est-ce  qno  ce  parallele  de  l’histoire  de  la  chimie  et  de  l’astronomie  se 
termine  ifi?  Ne  sera-ce  pas  la  chimie  dans  l’arcnir,  comme  l’astronomie  l’a 
ctd  aprfcs  Ke'pler? 

Donc  il  fant  qn’il  y ait  un  principe  general  qui  transforme  la  chimic  mo- 
derne en  mttcanique  des  aiomes,  comme  l’astronomie  est  devenue  la  mdcanique 
des  atomes  cosmiques,  c’cst-ä-dire  celle  des  eorps  cdlestes. 

La  gravitation  universelle  n’est  qn’unc  hypothese;  mais  cettc  hypothbse 
comprend  la  mecanique  ccleste  tout  entibre.  D’apres  l’hypothbse  de  Newton, 
les  corps  celestes  ne  different  qu’en  magnitnde. 

Ayons  la  hardiesso  de  prononcer  nnc  hypothese  semblable  en  chimie.  Di^ 
sons  quB  les  atomes  des  clcmcnts  ne  different  que  par  le  nombre  et  l’ordro 
des  atomes  d’unc  matibro  unique,  prccisemcnt  comme  les  planbtcs  ne  diffbrent 
qnc  par  le  nombre  de  kilogrammcs  de  matierc  ponderable.  Comme  tont  serait 
produit  de  cettc  matibre,  je  l’appellerai  le  pantogene;  ses  atomes,  qui  sont  ne- 
ccssaircment  egaux  cntr’cux,  seront  panatomes. 

Cela  n’est  qu’uno  hypothbsc,  dircz-vous.  Soit.  La  gravitation  universelle 
est  nne  hypothbsc  aussi.  Parce  qu’elle  explique  les  lois  de  Kdpler,  parce 
qu’ellc  ddeouvre  et  mesnre  les  perturbations , parce  qu’elle  a etd  le  moyen  de 
calculer  de  nouvelles  planbtes  et  etoiles , cette  hypothbse  est  considdrde  comme 
le  principe  fondamcntal  de  l’astronomie  thdorique. 

Dans  mon  Aiomicanique , jo  crois  avoir  ddmontre  que  l’hypothbse  du  pan- 
togbne  explique  les  rclations  nnmeriques  des  poids  atomiques,  et  nous  donne 
une  Classification  rationelle  des  dlc'mcnts  (Sect.  I,  §§.  6 — 56);  que  les  pro- 
pridtds  chimiques  (Sect.  II,  §§.  57  — 120),  physiques  (Sect.  III,  §§.  121  — 128) 
et  morphologiques  ou  cristallographiques  des  (Elements  et  de  leurs  combinai- 
sons  (Sect.  IV,  §§.  229  — 400)  so  peuvent  calculer  aussi  bien  que  l’orbite  dc- 
crit  par  l’atomo  cdleste.  Donc  l’hypothbsc  parait  digne  de  l’attontion  des 
chimistes,  des  physiciens  et  des  mindralogistes. 

L’analyso  spectrale  des  corps  cdlestes  ddmontre  la  realite'  de  l’hypothbse 
de  Newton.  La  matibre  des  dtoiles  dtant  la  meme,  il  faut  que  leur  attraction 
le  soit  aussi.  De  Newton  k Bunsen,  il  y a deux  sibcles. 

L’analyse  des  dlements  ddmontrera  un  jonr  la  rdalitd  du  pantogbne;  la 
Science  moderne  ne  demandc  pour  cela  que  peu  d’anndes. 

Peut-btre  doutez-vous  de  l’existence  du  pantogbne?  Vous  croyez  les  cld- 
ments  inddcomposables.  Eh  bien!  connaissez-vous  une  seule  propribtb  qui  ne 
soit  commune  k tous  les  elbmonts?  Y a-t-il  d’antres  diffe'rences  que  celle  de 
la  qnantitb?  Donc  les  bldments  chimiques  peuvent  bien  n’btre  qno  des  modi- 
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fications  quantitatives  d’une  matibre  nnique;  et  c’est  cette  matibre  qoe  nous 
nommons  le  pantogene. 

Chimistes  et  physiciens,  rejeterez-vous  ce  pantogene  paroe  que  c’est  de 
I’hjpothese  ? C’est  ce  que  iirent  les  astronomes  franfais  an  temps  de  Fontenelle, 
et  cela  fnt  tont  ce  qn’ils  ont  fait.  Plus  tard,  l’hypothese  fnt  admise  en  France, 
et  la  meeanique  cüeste  en  rcsnlta. 

Donc  je  vous  dcmande  le  droit  de  soamettre  mon  onvrage  la  discassion 
scientifiqne,  ct  je  sollicito  Totre  secours.  Je  vous  prie  de  transfcrer  le  rdsnme 
ci-joint  dans  les  pages  des  joumaox  dont  vons  avez  le  contröle,  et  de  laire 
tradnire  ct  de  publicr  dans  tos  joumanx  des  fragmcnts  de  l’Atomecaniqne. 
Moi,  j’ai  fait  mon  devoir;  j’ai  distribue  une  ccntaine  d’exemplaires  de  I’Ato- 
mdcaniqne  (.’iO  pages  grand  in — 4°),  qui  seront  suivis  de  2,500  exemplaires  de 
ce  rdsumd : le  tont  me  coütant  plns  de  1 ,200  fr.  et  douze  anndes  de  trsTsil. 

II  va  Sans  dire  que  mon  Atomdcaniquc  ne  doit  btrc  considere  que  comme 
le  Programme  de  la  chimie  mecanique.  Je  serai  content  d’avoir  indiqne  le 
cours  futnr  de  la  chimie  ct  de  la  physique  molccnlaire. 

Mais  assez  de  prdface.  Commenqons  lo  r^sumc. 

SEOTION  !.-§§.  6—56. 

LE  PANTOGENE  ET  LES  ELEMENTS. 

Les  atomes  dn  pantogbne,  les  Panatomes,  sont  ncccssairement  egales.  II 
funt  les  considerer  comme  des  point  matdriels,  sans  aucune  qnalitd  occnlte. 

Combinds,  ces  atomes  ont  des  distances  dcfinies.  Trois  de  ces  atomes  tont 
nn  triangle  regulier;  car  c’est  cette  forme  qui  est  la  figuro  d’dqnilibre  slaSih 
de  trois  poins  dgaux.  Par  l’accession  d’autrcs  panatomes,  il  resnitera  des  figures 
planes  toutes  divisibles  en  triangles  rdgnliers.  Les  dlements  chimiques  dont  les 
atomes  sont  composds  de  ces  figures,  je  nomme  Trigootdes  ( — metalloides). 

Quatre  panatomes  peuvent  former  un  quadrat;  par  l’addition  d’autrcs  pana- 
tomes des  formes  rectangulaires,  divisibles  en  quadrats,  rdsnlteront.  Les  Täia- 
gonoldes  (mdtanx)  sont  les  dldments  dont  les  atomes  se  composent  de  ces 
formes. 

Ces  formes  j’appelle  Atomares,  composdes  d’un  nombre  ddfini  de  panato- 
mes. Un  nombre  m ( — atomilre)  de  ces  atomares  snperposds  verticalement, 
forment  un  prisme,  Vatobar,  ayant  nn  poids  — g (atogramme)  dgalo  an  nombre 
de  panatomes ; l’espacc  total  occupe  par  co  corps  j’appelle  Vatosth-e  (le  volnme 
spddfiqne  des  atomistes  ou  moleculaire  des  chimistes).  Le  tont  c’est  Valomi 
de  l’dlement. 

Un  hexagone  rdgnlicr  se  fait  de  a = 7 panatomes ; prenant  m = 4 de  ces 
atomares  superposcs,  nous  anrons  le  prisme  hexagonale  de  g = m.  a = 4 (7) 
= 28  panatomes.  C’est  l’atome  de  l’azote,  N = 28. 

L’atome  composd  le  plns  simple  correspond  ä a = 1 et  m = 2,  c’est-!i- 
dire  g = 2 (1)  z=  2 = H.  Donc  Vatogramme  est  le  double  du  poids  atomique 
de  la  chimie  moderne. 

Les  dldments  seront  classifids  d’aprds  la  forme  de  Icurs  atomes.  Les  Tri- 
gonoldes et  les  Tetragonoldes  forment  les  deux  ordres  des  dlements.  Chacun  de  ces 
ordres  est  divisd  en  genres  d’aprbs  la  forme  de  l’atomare,  et  ces  genres  sont  divisds  en 
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tspictt  (tlements)  par  les  yaleurs  absoloes  de  a et  de  m.  Les  gcnres  donc 
seront  exprim^s  par  nne  iquation  algCbrique,  et  je  lenr  donne  l’initialc  grec*) 
poar  Symbole;  prccisement  comme  l’espbce  (l’dldmeDt)  ^taot  exprimd  par  nn 
nombre  (l’atogramme  g)  cst  reprdsentö  par  l’imtial  latin.  Par  ce  moyen  les 
sabstitntions  generales  ge  peuvent  exprimer  facilement;  les  ^qnations  chimi- 
qnes  acquibrent  la  generalitd  dont  nous  avong  begoin. 

Ainsi  le  gcnre  des  Phospboides  sera  Ph  = ta  (p)  et  sc  compose  des  ele- 
ments  N,  P,  As,  Sb,  Bi;  p btant  nn  hexagone  regulier.  Le  rayon  de  l’hexa- 
gone  p = 7 est  bgal  b la  distance  qui  sbpare  denx  panatomes  en  dtat  de  com- 
binaison;  seit  r ce  rayon.  Les  hexagones  du  rayon  2r,  3r  contiennent  19,  37 
panatomes.  An  lien  de  37  prdnong  35  par  romission  de  denx  panatomes  d’nn 
diambtre  dn  cercle  circonscrit. 

Afin  qne  les  espbees  soient  rigonrensement  de  la  mbme  forme,  il  fant  qne 
le  rayon  de  l’atomarc  soit  proportionnel  b l’atombtre.  Donc  les  rayons  r,  2r, 
3r,  on  les  atomares  7,  19,  35  demandent  les  atombtres  4,  2.4  = 8,  3.4  = 12: 
il  en  resultera  les  trois  espbees  4.7  = 28,  8.19  = 152  et  12.35  = 420;  c’est 
prcsqne  identiqne  dn  donble  dn  poids  atomiqne  de  N,  As  et  Bi. 

En  ontre,  le  genre  des  Chloroldes  CÄ=(l)-|-m.p  est  domind  par  m = 5.  En 
eombinant  ce  5 p avec  les  4.7  et  8 .19  nons  anrons  9.7  = 63  et  13.19=  247, 
correspondant  aux  cldments  P et  Sb.  Ainsi  se  complbte  le  genre  des  phospholdes, 

Les  diffdrenccs  entre  les  atogrammes  calcnlds  theoriqnement  et  les  poids 
:itomiques  requs,  sont  absolnment  nulles  pour  tons  les  diements  dont  le  poids 
atomiqne  peut  dtre  considdrd  bien  dtabli  (H,  0,  N,  C,  S,  Na,  Ca,  Fe,  etc. 
etc.)  et  jamais  ne  sont  plns  considerables  qne  l’errenr  probable  des  determi- 
nations  analytiqnes.  Ici  il  faut  se  rappeier  les  corrections  rdeentes  de  M.  von 
Sommaruga  et  Schneider  ponr  Ni  et  Co,  dont  les  valeurs  de  Dnmas  et  Gibbs 
etaient  reqnes  comme  cxactes.  L’objet  des  travanx  de  M.  Stas  n’est  antre  qne 
celni  de  M.  Berthollct  en  1803;  le  rdsnltat  sera  le  mdme  aussi,  la  loi  l’em- 
portera  snr  le  ddsordre. 

J’ai  prdsentd  cette  Classification  des  dldments  snr  nn  grand  tableau  ponr 
aider  les  etudiants.  Plaqant  pi  comme  le  Symbole  du  pantogbne  au  centre  de 
la  carte,  les  rayons  de  ce  point  representeront  les  genres,  et  les  espbees  (dld- 
fflents)  seront  marquds  snr  ccs  lignes  en  faisant  les  distances  du  centre  propor- 
tionnel aux  atogrammes.  Les  Trigonoldes  sont  rangdes  b gauche  et  en  haut; 
les  Tdtragonoides  rayonnent  b droit  et  en  bas. 

Les  Trigonoldes  comprennent  qnatre  genres:  1.  Pantoides  By,  dont  il  n’y 
a qn’une  senle  espbee,  H ; 2.  Chloroides , ChL  = Fl,  CI,  Br,  Io ; 3.  Phosphol- 
<^es,  Ph,  — N,  P,  As,  Sb,  Bi ; 4.  Sulpholdes  (Tbionoldcs)  771.  = O.  S,  Se,  Te. 

Des  Tetragonoldes  il  fant  mentionner:  6.  Kalotdes,  Ab.  = Li,  Na,  Ka, 
Rb;  6.  Thalloides,  Th.  = In,  Cs,  TI;  7.  Calcoldes,  Ca.  = (Mg),  Ca,  Sr,  Ba; 
8.  Kadmotdes,  Kd.  = Mg,  Zn,  Cd,  Pb,  etc. 

Pour  les  formnies  des  genres,  les  valeurs  spdcifiques  des  espbees,  les  varU- 
its  et  les  resultats  gdneraux,  il  fant  renvoyer  le  lecteur  b l’onvrage**)  dont 
eeci  n’est  qne  le  rdsnmd. 


*)  A ddfaut  de  caraetbres  grecs,  l’imprimenr  est  oblige  d’cmploycr  des 
earaetbres  italics. 

*•)  n faut  corriger  trois  erreurs  dans  §.  23  de  cet  ouvrage.  J’dcrivis 
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SECTION  H.-§§.  57  — 120. 

LES  PROPRifeTfeS  CHIMIQUES. 

Les  pTOC^  chimiqaes  n’^tant  qae  des  moaTemcnts  mdcaniques  il  i'ei 
suit  que: 

1®.  L’atome  A se  combinant  avec  l’atome  B,  ne  fait  que  coincider  w» 
axu  prismatiqne  avec  celui  du  prisme  de  l’atobar  B.  Le  volume  idsaltant 
sera  ^gal  b la  somme,  c’est-b-dire  = 2,  le  volume  d’nn  atome  etant  nnitc; 

2®.  L’atome  A,  en  se  combinant  avec  dcux  atomes  B,  reduit  ces  dem 
volumes  b un  volume  et  s’unit  avec  celui-ci  comme  au  premier  cas;  le  volout 
de  AB,  est  donc  = 2 , et  la  figure  formde  des  trois  atomes  est  nn  triangle 
isoscble,  ou  bien  rdgulier; 

3®.  L’atome  A se  combinant  avec  trois  atomes  B,  rdduit  ces  volamfi 
b un,  les  trois  B formant  nn  triangle  regulier , A dtant  placd  au-dessoasdn 
ceiitre  de  gravitd  de  ce  triangle;  donc  le  volume  resultant  est  = 2; 

Ainsi  de  suite ; pour  A B les  quatre  B formeront  un  quadrat  de  toIoim 
=s  1,  etc.,  etc.  En  general,  Am  Bn  ne  formera  que  le  volume  = 2. 

Lu  forme  de  l’atomaro  ddtermine  l’atomicitd.  Les  cJilorotdes,  dont  It  Iot- 
mulo  generique  est  (l)  + m.(p),  ayant  un  pole  comme  l’hydrogene  formdd’no 
»eul  puiiutome,  se  combineront  par  consdquence  avec  un  atome  d’hydrogeef. 
La  formule  gendrale  des  Chloro-pantoldes  sera  donc  Chi,  Ey;  voyez  1°. 

Les  üulphuldes  so  combinent  avec  2H,  parceque  leur  atomare  contienldnu 
centres  d’atlraction;  voyci  2®. 

Les  phoiphotdes  demandcut  3 H pour  se  saturcr;  car  l’hexagone  du  S’) 
ou  P forme  de  sept  panatomes  peut  se  resoudro  en  trois  rhombes,  anx  ceuws 
du  gravitd  dcsiiuels  les  3 H se  fixeront;  voyez  3®.  pour  les  volumes. 

Les  liUiiioXdea  (C,  Si,  Ti,  Pd,  Pt)  sont  tdtratomiques,  etc.  Voilb  les  trp« 
de  la  eltimie  moderne. 

II  est  ilo  voir  que  lu  loi  des  volumes  s’cn  suit  de  nouveau  de  ces  s!o- 
muius.  Lus  trois  11  dvidemmont  n’occupent  pas  plus  d’espace  que  ratomsK 
du  bl|  cic.,  etc. 

La  loi  londamfutalo  de  la  chimie  moderne  est  donc  devenue  une  conK- 
mu.uuulquo  de  lu  Constitution  des  atomes  des  dldments. 

La  iMiiaUlutiuH  wiTaiii'i««  ddduit  comme  suit:  PJaejant  verticalf- 

la  liguu  droite  qui  joiut  l’atome  A du  metal  (en  haut)  avec  ratomo  C 
,1«  1,.'  i.dloidu  (eil  bus),  les  atomes  B de  l’oxygeno  formeront  le  plan  dquslo- 
,ml  du  ..|.l  04»  du  sei.  Les  atomes  d’eau  de  crystallisation  se  placeront  dsui 

1,„  ti.iMt>4lu  lulioimello  des  carbonates  sera  MO,C,  des  Sulfates  MO.b 
i,  tJuit.i  i:oi44lltuiiou  iuu4mniquo  comprond  les  vues  de  Berzelins,  Davy,  G«f 
'..oll,  i.^i.li'iuu  le»  osidulious,  les  reductions,  les  subsdtntions , los  polariui 

1,  uiqui.u,  '.te.|  Ute.  l'owu  ‘■•Udo  Constitution  est  bien  l’expression  de  la  natoie; 

„ ......  ■.  ool  pai  ullo  quo  les  formes  cristallines  se  ddterminent  (sect.  IV.)- 

1..  . »..410»  oiguaiquus  Simt  d’un  interdt  tout  particulier;  je  les  troure  1» 
...  . . d.»  4/4,,,»«  des  iduuieuta.  Donnons  la  Constitution  des  hydrocarbor« 

t 

. . 4.11  Ii4ili4.i4  du  frueus  d'une  imprimerie — donc,  an  lieu  de  8.19  = 

I ,o,  4.h  Au  lieu  du  l’tttomare  30,  il  laut  lire  35. 
t 1...  ii«4iv.4i»  Aa  eiaut  la  suul«  ddviatiou  de  l’universalitd  des  symb'»'’ 
. •IfV  oauplauii  imr  N. 

Di.jüiz.'  j by  1 Inoglt 
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protylfene, 
iC*C*  deutylbne, 
tritylene, 
etc. 


Lee  b reprdeentent  ebaeun  denx  H,  tous  les 
deux  projetes  au  meme  point  b ; les  C sont  rangds 
sur  une  ligue  droite;  les  rectaugles  des  atomes  C 
sont  lids  aux  extremes  par  les  H. 


S’il  y-a  de  Toxygeae  (alcobols,  etc.),  celui-ci  prend  sa  place  au-dessus 


des  H. 

Ceci  suffira  pour  laire  Toir  que  les  membres  des  sdries  organiques  sont 
prismatiques,  correspondant  tont  b-fait  aux  dldmeuts  membres  d’un  mdme  genre. 

Des  moddles  constmits  de  grains  de  verre  sont  trbs-ntiles  pour  reprdscuter 
ces  constitutions. 


SECTION  111.  — §§.  121  — 228. 

LES  PBOPBI^TES  PHYSIQÜES. 

Pour  les  atomes  d’atobar  prismatique  et  du  meme  atomare,  je  ddmoutre 
que  fatoattre  est  proportwnnel  ä Vatomitre.  En  outre,  je  tronve  que  l’cspace 
occupd  par  l’atomare  de  toutes  les  trigouoldes  est  = 4 ; et  que  les  vibrations 
caloriques  des  mdtalloldcs  (solides  ou  liquides)  sont  transversales  aux  longenrs 
des  atomes.  — Les  atomes  des  mdtnnx  lourds  (Fe,  Pt,  etc.,  pas  Pb)  oscillcnt 
comme  les  atomes  des  gas,  dans  toutes  les  directions. 

Pour  le  ddtail  sur  Yatostire  des  dldments  et  de  leurs  combinaisons,  le  point 
de  fusioti  et  d’ebuUilion,  il  faut  renvoyer  le  lecteur  b l’ouvrage  alicmand.  La 
correspondance  des  genres  d’eldments  avec  les  s&ies  organiques  indique  suffi- 
samment  que  toutes  ces  propridtds  des  dldments  et  des  combinaisons  sont  des 
fouctious  matbdmatiques  de  la  Constitution  mecanique  des  atomes. 

Les  Äquivalents  de  rifraction  de  M.  A.  Sebrauf,  de  Vienne,  dirisd  par  le 
Dombre  d’atomares  des  atomes  des  dldments,  nous  donnent  le  pouvoir  rdfractif 
d’un  atomare.  Ces  valeurs  sont  pour  les  gas:  H = 1.000,  CI  = I .001,  N 
= 1 .045,  P = 1 .069,  As  = l .012,  O = 0.985;  moyen  1 .014,  ou  toutes 
dgales  1 

Concemant  les  lignes  spectrales,  il  faut  renvoyer  b l’atomdcanique  et  b 
nii?s  mdmoires  dans  le  Journal  Americain  des  Sciences,  de  Silliman,  1864,  vol. 
38,  pp.  31— 40,  *)  et  1866,  vol.  42,  pp.  350—368,  oU  ces  lignes  sont  ddmon- 
trdes  dquidistantes  et  d’avoir  la  mdme  distance  mutuellc;  pour  les  Calcoldes, 
Mg,  Ca,  Sr,  Ba,  cette  distance  dtant  0.0000016  millimbtre  de  longeur  d’onde. 


SECTION  IV.— §§.  229- 40U. 

LES  PBOPBIETES  MOBPHOLOGIQUES. 

Cette  section  de  l’ouvrage  donne  la  premibre  thdoric  mÄcanique  des  forraes 
cristallines.  •*)  Il  fuudra  donc  faire  counaitre  ici  ma  mdthode  eii  gcndral  et 
anssi  quelques-uns  des  rdsultats  relatifs  aux  cas  les  plus  difiiciles:  cclni  du 
bioxyde  de  titane  et  du  carbonate  de  ebaux. 

Ma  mdthode  n’cst  autre  que  cclle  de  toute  la  Science  moderne,  cclle  dos 
Approximations  Successives.  C’est  la  mdthode  du  calcul  supdrieur 


•)  Cosmos,  1865,  vol.  25,  pp.  269—270. 

**)  Les  traveanx  interessauts  de  M.  Gaudin  sont  purement  gdomdtriques. 
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— «lU  de  rutrooömie  m^eaiiK)ae  *}  — celle  de  U pbriiq»!  methemetiqne”) 

et  c’ftit  eojei  le  de  me  critlnlUi^t^  w^rrtwiye  expoe^  dens  ceuc 

*ectir>n  de  l’etoiD^caztiqae. 

D’efxjrd  je  ne  considere  ici  le*  «tones  de*  deaents  qne  comme  des  pdnus 
ouit^elles  ^gnles  ; ceU  me  donne  r»ppTOximation  premfere,  U Jorme  erütaii« 
tt&rmale.  Dt  celle-ci  s’obtieiit  U forme  aetueUe  p*r  1*  consideration  de*  de'vu- 
tion*  particnlieres  de  ce*  stome*  des  sosdits  pointes  materielles. 

Soit  a Taxe  vertical , b = I et  c le*  axe»  borüontaux  de  la  formt  kt- 
maU;  x,  j,  z de  pethes  qoantites  donndes  par  la  figore  connue  de«  atomei 
f'l^mentaires  froyez  Sect,I3*  la  forme  actuelU  anra  le*  axes  X:Y:Z  = 

« + *:  1+y:  C + *- 

La  forme  normale  de*  dldmenU,  dont  la  formale  chimiqne  est  A,  j’appellc 
Ic  J^otold  [5J-  256  — 264];  celle  de  la  combinaison  binaire  AB  s’appelle  le  | 
Oeutold-,  celle  de  AB,  le  Tritold,  etc.;  celle  de  ABjC,  le  Itehoid  [comprenut 
le»  carbonates,  etc.] ; AB,C,  le  Rhombold  [solfate,  »pinelle]. 

Le»  Systeme*  cristallio*  ont  donc  beaoconp  d’arbitraire.  La  valeur  sdeii* 
tifiqac  de  ce*  »ystdmcs  est  prdciscc  dans  les  chap.  239 — 255  par  une  repröes- 
tatiun  graphique  des  forme*  obserrdes,  par  des  donnee*  statistiques  des  fonse:i 
mindralcs,  par  des  forme*  convergentes,  etc.  Les  gystdmes  mineraux  bases  snr 
les  systbmes  criatallin*  n’ont  donc  aucun  fondement  rdel ; le  „Systbme  de  Miad-  I 
ralogie“  de  M.  Dana  est  prdcisdment  aussi  naturel  qae  le  Systeme  botaniqoe 
de  Liund, 

Les  trois  pointes  matdriclles  representdes  par  les  troi*  atomes  du  TritoUt 
AIS^  (chap.  302  — 358)  formen!  ndeessairement  un  triangle  rdgulier  dont  Iss 
axe»  rcctnngulaircs  scront  b:c  = l :V3.  L’axe  o est  ddtermind  par  ragrdgation; 
donc,  oua  = b=  l oua  = c=  l.  73205,  le  trolume  a b c restant  le  mdme.  | 

*)  Le»  approximntiona  successives  en  astronomie  sont  bien  connues  ;wnr 
les  mouvements  de«  corp»  cdlestc*  dans  le  viät.  Aprbs  ce»  approximatioiis 
viennent  celle»  ddpendantes  de  la  rititlance  du  milieu  cosmigue.  M.  Encke  a 
ddmontrd  qu'il  faut  avoir  dgard  & cette  inflaence  pour  les  cometes ; moi,  j’si 
ddmontrd  (;uo  cetto  rdsistance  est  trds  cotisiddrable  ponr  les  plandtes  elles-memes, 
ct  qu’uno  partio  du  mouvement  perdne  par  cette  rdsistance  est  transformee  fn 
magndtisme ; que  le»  anneaux  gdnerateurs  des  planbtes  consecutives  se  sont 
»öparcs  du  corps  central  aprds  des  intervalles  de  temps  egaux,  comme  si  «xtte 
övoliition  out  etö  un  mouvement  ondulatoire  de  la  grande  ndbulense  primaire. 
L'ftge  de»  plnnetes,  b partir  de  Mercure,  est  donc  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  etc,  Lc 
proldetno  c»t  ii  peu  pres  le  mbme  que  cclui-ci : Donner,  nn  Systeme  de  corps, 
ieur  velocitö,  messe,  etc.,  tombant  dan»  un  milieu  resistant;  a determiner  Icnr 
tonip»  de  chute  et  Icur  position  primaire.  Voyez  „Sur  la  densite,  la  rotadon 
(<1  l’ftgo  rolatif  des  planbtes,“  Journal  Americain  des  Sciences,  New  Häven 
1804.  t.  37,  pp.  36—56;  „Introduction  aux  Principes  de  la  Flanetologie,“  meme 
Journal,  1865,  t.  39,  pp.  46—58,  134—150,  276—286;  t.  40,  p.  131.  Aussi: 
„La  loi  vruio  des  distances  planetaires ,“  Festschrift  der  Naturforschenden  Gt- 
■ellsehaft.  Emden,  1'864,  Les  naturolistes  scandinaves  b Copenhague,  1600, 
'rransnetions,  p,  455. 

'■)  „Le  Magndtisme  terrestre  resultant  du  mouvement  de  la  terre  dsu-j 
l’dther,“  par  G.  Hinrichs,  Copenhague,  1860.  — Dans  tous  ce*  ouvr»^  >* 
faut  eiitondro  par  ether  quelque  chose  de  materielle  remplissant  l’espace  edlen- 
otc. ; o’c*t-b-diro  un  milieu  resistant.  Le»  calcul»  sont  donnds  dans  la  seconot 
Partie  de  ce  memoire  ollemand.  L’influencc  des  continents  sur  la  distribudw 
de  la  force  magndtique  de  la  terre  est  aussi  apparente  que  l’influence  snr  » 
tempdratiire. 
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La  forme  Dormale  du  tritold  eera  donc  ou  I,  a;b:c  = 1 : 1 ; 1 . 732S,  ou  II, 
a;b:c=  1 .73205: 1 : 1 . 73205  = 1 :0. 57735 : 1.  Comme  des  excmples  defor- 
mes obserr^es,  je  donne  les  valears  nam^riques  des  deviations  x,  y,  z poar  le 
mineral  le  plus  difficile,  le  bioxyde  de  titane: 


Forme  normale  I—  1:1:  1.7325. 
Deviadons  x y z 

Cristal  de  röche  0.0999  O O 

Anatase  ....  O O-HO.0451 
Brookite-fO.0078-l-0.0064  O 


Forme  normale  II — 1:0.57735:1 
Deviations  x y z 
Zircon  ....  . O-fO.0633  O 

Rutile O-f  O.0668  O 

Cassiterite  . . . 040.0950  O 


Oo  voit  que  tous  ces  cristaux,  aujonrd’hoi  consid^res  incompadbles , ne 
Bont  actnellement  que  des  modifications  quantitatives  bien  legeres  des  formes 
normales  on  theoriques;  entre  les  „isomorphes“  mtile  et  cassiterite,  il  y a la 
difference  0.03;  du  zircon  a la  normale  il  n’y  a que  le  double,  0.06.  Four 
le  brookite*),  la  deviation  n’est  que  de  scpt  millimbtres  sur  un  cristal  d’un 
metre.  On  tronvera  le  detail  dans  l’onyrage  allemand. 

L’equateur  du  Deltoid  ABjC  [section  II]  etant  forme  de  trois  pointes 
materielles,  il  sera  cncore  un  triangle  regulier  ayant  b:c=  1 :V3=  1 : 1.73205. 
Les  deux  atomcs  B sont  mecaniquement  eganx  aux  troisieme  B dans  Taxe  Z ; 
donc  la  section  verticale  de  XZ  contient  ABCB,  ou  quatre  pointes,  dont  la 
forme  normale  sera  le  qnadrat,  ou  a = c.  Par  reduction  h des  axes  hexa- 
gonales, on  tronvera  le  rhomboedre  de  104“  20'  comme  la  forme  deltoide.  Les 
formes  observecs  sont:  Calcite,  CaOjC,  rhomboedre  de  105“  5';  smithsonite, 
ZdOjC,  rhomboedre  de  107“  40 '.  La  difference  de  ces  deux  formes  consi- 
derees  „isomorphes^^  par  toutes  les  crystallographes  est  de  155  minutes;  le  Cal- 
cite ne  diffbre  du  deltoid  normal  que  de  36' ! Four  la  determination  theorique 
de  ces  deviations  il  faut  renvoyer  le  lecteur  a l’ouvrage  allemand,  oii  l'on  trou- 
rera  en  ontre  les  relations  des  volumes,  des  formes  aragonites,  des  süicates 
BO,Si.  L’augite  et  l’amphibole  ne  sont  que  des  modifications  de  dimorphie. 

Des  JUionboids  AB,C  on  y verra  determine:  les  snlfates,  spinelles  [y 
compris  le  diaspore]  et  la  grande  famüle  iCespeces  minerales  ayant  un  nueUus 
tpinelloide,  comprenant  l’alnm,  le  lencitc,  les  feldspath,  les  Zeolithes  [chap. 
359—380]. 

Les  apatites  sont  des  sels  doubles  de  la  forme  A’B’]. 

Des  proprietes  physiques  des  cristaux  je  donne  la  determination  theorique 
de  la  surface  d'elasticiie,  jusqn’k  present  nne  donnee  empirique.  La  cause  de 
la  Polarisation  rotatoire  du  cristal  de  röche  est  reconnuo  dans  la  forme  nor- 
male (chap.  381—399). 

En  conclusion  (chap.  400)  je  renouvelle  la  declaration  qu’il  ne  fant  con- 
siderer  mon  ouvrage  que  le  Programme  de  l’atomecanique ; c’est  aux  savants 
de  faire  la  Science  de  l’atomecanique. 

Les  plus  de  douze  annees  de  travail  m’ont  convaincu  que  cette  Science  se 
fera,  tot  ou  tard;  enfin  que  le  panatome  peut  ctre  regarde  ce  point  materiel 

da  quel  punto 

Dependc  il  Ciei  e tutle  la  Natura. 

Dante,  Parad.  XXVIII,  41. 


*)  La  forme  fondamentale  est  le  plan  e = P2  de  M.  de  Eokscharow,  au 
lien  de  o = F adopte  par  Ini.  Mais  e resnltant  de  mes  calculations  est  evi- 
demment  la  fondamentale,  comme  on  le  verra  en  examinant  les  figures  de  Broo- 
kite,  donnes  par  |ce  mineralogue  distingue  dans  scs  beanx  MaUriaux  pour  la 
Mineralogie  de  VRussie.  (e  n’y  manqne  jamais,  et  y domine  souvent.) 
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La  Science  moderne  re^oit  le  moindre  fait  commc  nn  don  precienx;  eile 
ne  peut  donc  ignorer  un  fait  aussi  grave  que  celui  que  j’ai  tente  de  commaniqner 
dans  ces  pages ; c’cst  qne  l’hypothcsc  d’un  seul  element  su(fit  poar  rendre  complc 
de  la  diversite  de  la  matierc  cn  nous  dunnant  les  proprietes  chimiqnes,  phj- 
siqnes  et  morphologiques  des  corps  comme  de  simples  consequences  mecaniqaes 
du  Pantogbne. 

Quelic  sera  la  reception  de  cette  theorie?  Je  ne  le  sais  pas.  Mais  je  sait 
que  pendant  les  donze  annees  de  travail  j’ai  eo  bien  des  occasions  pour  appre- 
cier  tonte  la  verite  consolantc  du  grand  mot  de  notre  maitre  cummun : 

E PUR  SI  MUOVE! 

NOTICE  HISTORIQUE. 

La  deconvertedu  pantogbne  date  du  commencement  de  l'annee  1855.  J’etu- 
diais  alors  b Tbcole  pulytcchnique  de  Copenhaguc,  ecole  fondee  par  H.  C.  CErsted 
et  alors  dirigde  par  le  chimisto  distingue  G.  Forebbammer. 

En  1856  et  1857,  je  communiquais  une  notice  sur  Tatomecanique  b diveri 
savants  et  acaddmics  de  i’Enropc.  Gans  nies  mdmoires,  pnblies  de  1860jusqn’a 

1866,  je  suis  souvent  revenu  nur  ce  sujet.  L’atomecanique,  dont  ceci  est  le  resume. 
fut  imprimc  pendant  les  mois  de  mai  cc  de  jnin  1867. 

II  parait  que  M.  A.  Krönig  a publie  cn  1863  quelques-unes  de  mos  iddes 
qni  lui  furent  conlies,  en  1857,  pour  la  Socictd  de  pbysique  de  Berlin,  dontil 
dtait  le  seerdtaire;  voyez  p.  3 de  rAtomecanique. 

Monsieur  James  D.  Dana,  rddactcur  du  Journal  amdricain  des  Sciences, 
vient  de  pnblier  dans  les  euhiers  de  juillet  et  de  septembre  de  son  jonmal  denx 
mdmoires  qui  offrent  quelques  conincidences  avec  le  contenu  de  denx  de  mes 
mdmoires , qui  lui  dtaient  confids  pendant  le  cours  de  mars,  d’avril  et  de  mai 

1867.  — Le  Premier  de  mes  mdmoires  donnait  la  Constitution  mecaniqne  des 
sels  teile  qu’on  la  trouve  a present  dans  §.  1U9  de  1’ Atomecanique ; et  j’en 
ddduis  la  forme  cristalline  des  sels  en  gdndral  et  des  carbonates  en  ddtail. 
Dans  le  premier  des  mdmoires  de  M.  Dana,  il  proclnme  l’influence  formatire 
du  nombre  d’atomes  d’oxygbne;  c’est-b-oire,  il  prdsent,  au  public  le  rdsultat 
(Idgbrement  modiild)  de  mon  travail,  qu’il  tenait  dans  les  mains  quatre  mois 
aupararant,  substituant  toutefois  au  lieu  de  mos  ddductions  mecaniques  des 
Bonges  sur  les  dtats  multiples  des  dldmcnts  et  sur  les  systemes  cristallographi- 
ques.  Dans  le  second  mdmoire,  M.  Dana  prdsente  la  Constitution  des  sels 
comme  je  l’avais  iigurd  dans  mon  premier  mdmoire  qu’il  tenait  en  mars;  Is 
formule  qu’il  donne  pour  les  sels  simples  est  identique  avec  la  mienne  (voyes 
ce  rdsumd  ou  l’Atomdcanique) , sauf  l’oncre  usitde  pour  les  barres  verticales 
aux  deux  c6tds  du  Symbole  O.  — M.  Dana  a bien  voulu  avouer  qu’il  y s 
des  coincidences ; mais  il  les  dit:  „des  consdquenccs  des  actions  independantes 
dans  des  esprits  inddpendants  (le'.tre  d’aoüt  6^.“  Les  lettres  de  M.  Dana  publiees 
plus  tard  dans  le  Journal  of  Mining  n’ont  pas  ddsapprouvd  le  fait  que  M.  Dana 
eut  connaissance  du  contenu  de  mes  mdmoires , qu’ii  refusa  d’insercr  dans  son 
jonrnal,  en  me  conseillant  d’attendre  „dix  anndes“  encore.  En  mdme  temps,  ces 
lettres  ont  prouvd  que  M.  Dana  a discutd  scs  mdmoires  avec  le  mdmo  aide  qu’il 
avait  ebargö  d’cxamincr  les  ddtails  de  mes  manuscrits.  S’il  le  faut,  les  lettres 
debangdes  sur  ce  sujet  seront  publides;  dies  renferment  assez  de  ddtails  snrle 
contenu  des  mdmoires  enx-memes. 

Vue  la  connaissance  qn’avait  M.  Dana  du  contenu  de  mes  mdmoires,  on  me 
permettra  d’avouer  que  ,,raction  inddpendante“  dont  parle  M.  Dana  me  parait 
nn  peu  obscure.  — 'routefois  je  ne  vcux  prononeer  auenn  doutc  sur  les  inten- 
tions  de  M.  Dana:  je  ne  rdclame  que  le  droit  de  publier  ces  faits  concemant 
l’bistoire  de  l’Atomdcanique.  Pent-etre  M.  Dana  a-t-il  suivi  la  maxime  ex- 
primde  dans  sa  lettre  d’aoiit  5;  „peu  m’importe  qui  dnonce  (brings  out)  des 
iddes  nouvcllcs,  pourvu  qu’clles  soient  dnonedes.“  C’est  assez  de  liberalite. 
assurdment,  mdme  pour  le  rddneteur  d’un  jonmal  scientifique  au  dix-nenvieme 
siede.  C’est  anx  savants  d’en  juger. 

Wtgen  de«  Werket  lelbit  wendet  man  lieh  am  Beiten  an  Herrn  Ur.  Flügel^ 
amerikanitchen  Contttl  in  Leipzig,  G, 
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Simon  Plössl. 

Es  gehört  zu  den  lichten  Seiten  der  Neuzeit,  dass  sie  die 
Verdienste  der  ausgezeichneten  Mechaniker  und  Optiker  neben 
jenen  der  Naturforscher  vom  Fach  setzt  und  dass  sie  jede  treff- 
liche Leistung,  sie  komme  von  welcher  Seite  immer,  würdigt  und 
anerkennt.  Es  wird  daher  auch  die  Leser  des  mathematisch- 
physikalischen  Archivs  interessiren,  einiges  über  das  Lelien  und 
Wirken  des  vor  Kurzem  gestorbenen,  weit  berufenen  Optikers 
Plössl  zu  vernehmen: 

Simon  Plössl  wurde  am  19.  September  1794  zu  Wien  ge- 
boren. Sein  Vater,  ein  Tischler,  hielt  den  Knaben,  sobald  er 
das  sechste  Lebensjahr  erreicht  hatte,  zur  Schule  an  und  gab 
ihn  später  zu  einem  Drechsler  in  die  Lehre,  wo  er  bis  zu  seinem 
18.  Jahre  blieb.  In  diesem  Alter  kam  er  (1812)  in  das  optische 
Atelier  von  F.  Voigtländer  in  W'ien.  Hier  hatte  er  Gelegenheit, 
in  Fülle  die  praktische  Seite  der  Optik  und  der  damit  verbun- 
denen Mechanik  kennen  zu  lernen  und  zu  üben.  Er  that  beides 
in  so  vorzüglichem  Grade  und  verrieth  hiebei  so  viel  Auffassung, 
Selbstständigkeit  und  Gewandtheit,  dass  er  allmnl'g  der  faktische 
Leiter  des  Voigtländer’schen  Geschäftes  wurde  und  die  Aufmerk- 
samkeit des  damaligen  Uirectors  der  Wiener  Sternwarte.  Edeln 
V.  Littrow’s  sowie  des  Botanikers,  des  Freiherrn  v.  Jacquin, 
auf  sich  lenkte.  Beide  ermunterten  ihn,  sich  zu  etablircn.  Er 
folgte  ihrem  Rathe  im  Jahre  1823  und  blieb  von  da  an  in  steter 
Berührung  mit  diesen  Gelehrten.  Er  hörte  ihre  Vorlesungen  und 
ergänzte  durch  den  angestrengtesten  Fleiss  seine  mangelhafte 
Schulbildung,  wobei  er  auf  die  mit  seinem  Fache  zusammenhän- 
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geiiden  mathematischen  Disciplinen  eine  solche  Kraft  verfrendete, 
dass  er  eine  strenge,  private  Prüfung  an  der  Wiener  Hochschule 
mit  Ehren  bestand. 

Ausgerüstet  mit  praktischen  Fertigkeiten,  theoretischem  Wis- 
sen und  den  Kathschlägen  zweier  gros.-;er  Fachmänner;  ferner 
begabt  mit  einem  erfinderischen  Talente  und  einem  energischen 
Wollen  brachte  er  cs  um  das  Jahr  1830  dahin,  dass  die  von  ihm 
verfertigten  zusammengesetzten  Mikroskope  von  der  Versamrolun" 
deutscher  Naturforscher  den  Preis  vor  allen  anderen  erhielten. 
Schon  etwas  früher  hatten  die  von  Plüssl  erdachten  und  zuerst 
angefertigten  aplanatischen  Loupcn  die  Aufmerksamkeit  der  i\<t- 
turforscher  erregt  und  die  rascheste  Verbreitung  und  Nachahnuiiig 
gefunden. 

Bis  zum  Jahre  1829  hatten  Frankreich  und  Jtalien  den 
Vorrang  in  der  Anfertigung  aplanatischer  Mikroskope  und  selbst 
Fraunhofer  vermochte  hierin  Chevalier  in  Paris  und  Aniici 
in  Modena  nicht  zu  erreichen.  Dies  gelang  erst  dem  Nachfolger 
Fraunhofer’s,  Georg  Merz  in  München,  im  Jahre  I8'29  und  bald 
darauf  Simon  Plössl  in  Wien,  dessen  Mikroskope  um  jene  Zeit 
alle  anderen  in  der  optischen  Wirkung  fihertrafen.  Plüssl’s 
Mikroskope  zeichneten  sich  gleich  anfangs  dnrch  eine  bedeu- 
tende Helligkeit  und  mächtige  Schärfe  aus  und  diese 
Eigenschaften  behielten  sie,  in  mannigfacher  Weise  gesteigert, 
bis  in  die  neueste  Zeit,  wenn  sich  auch  nicht  läugnen  lässt,  das.s 
zuletzt  Plüssl’s  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  erreicht  und  von 
Hartnack  in  Paris  und  noch  einigen  Wenigen  in  Deutschland 
und  England  überflügelt  wurden,  besonders  in  jenen  Tbeilen,  welche 
die  Mechanik  des  Instrumeirtes  betreffen. 

Plüssl  folgte  allen  Verbesserungen  im  Wesen  der  Mikro- 
skope, wenn  er  auch  im  äusseren  Bau  derselben  wenig  aufnahm. 
Er  war  einer  der  ersten,  welcher  das  Mikroskop  mit  einem  bild- 
, umkehrenden  Okular  versah  (1843),  und  um  die  Objecte  zu  elek- 
trisiren,  gab  er  seinen  grösseren  Instrumenten,  wenn  es  gewünscht 
wurde,  einen  Universalentlader  der  Elektricität  bei,  welcher  im 
Wesentlichen  wie  der  allgemeine  elektrische  Entlader  construirt, 
jedoch  in  sehr  verkleinertem  Maasstabe  ausgeführt  war.  Auch 
an  die  sehr  mühsame  Anfertigung  aplanatischer  Objective  aus  Berg- 
krystall  und  Flintglas  war  Plüssl  der  erste  gegangen,  weil  er 
hoffte,  das  geringere  Dispersinnsverniögen  des  Bergkrystalles  ver- 
glichen mit  jenem  des  Kronglases  werde  ihm  grosse  Vortheile  bei 
der  Herstellung  des  Aplanatismus  bieten.  Er  hat  jedoch  diesen 
Gegenstand  später  wieder  aufgegeben,  wahrscheinlich  wegen  der 
schwierigen  Eliminirung  der  Doppelbrechung  beim  Bergkrystall. 
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Hatte  es  Plussl  durch  sein  hohes  Verständiiiss  und  durch 
seine  grosse  Geschicklichkeit  dahin  gebracht,  an  die  iSpitze  der 
Mikroskopen- Verfertiger  zu  treten  und  einer  der  ersten  in  der 
Reihe  derselben  allzeit  zu  bleiben;  so  war  er  anderseits  in  der 
Anfertigung  vorzüglicher  Fern  rohre  auch  nicht  zurück  ge- 
hlieben. 

Schon  vor  Anfänge  dieses  Jahrhundertes  verfertigten  Gre- 
gory und  Wright  in  London  fabriksmSssig  billige,  leichte  und 
achromatische  Taschen  - Perspective  von  nahezu  einer  deutschen 
Meile  Tragweite,  mit  einem  nicht  zu  kleinen  Gesichtsfelde,  mit 
bedeutender  »Schärfe  und  mit  einem  festen  und  zwei  übereinander 
zu  schiebenden  Ocnlaren,  wodurch  viererlei  Vergrösseruiigen, 

3,  6 und  8 linear,  erzielt  wurden.  Etwas  später  traten  dieNachfolger 
Dollond’s  und  Ramsden’s  mitähnlichen,  noch  einfacheren,  kleine- 
fen,  leichteren  und  achromatischen  „Feldstechern“  auf,  welche 
genühnlich  eine  zwei-  bis  viermalige  lineare  Vergrössernng  boten, 
und  eine  weite  Verbreitung  errangen.  Neben  ihnen  leistete  der 
Wiener  Optiker  Schweigger  auf  demselben  Gebiete  Erkleck- 
liches. üni  das  Jahr  1830  lieferte  Plössl  ähnliche  „Feldste- 
cher“, welche  aber  die  Leistungen  der  vorhin  genannten  und 
umsomehr  aller  anderen  Optiker  nach  jeder  Richtung  weit  hinter 
sich  liessen. 

Die  Zug-Feldstecher  Plössl’s  jener  Zeit  hesassen  ein  Ob- 
jectiv  von  1 Zoll  Oeffnung,  3 Oculare  revolverartig  zum  Verstellen, 
Wodurch  eine  4-,  8-,  1‘2  malige  lineare  Vergrüsserung  bewirkt  werden 
Ifonnte.  Wenn  eines  dieser  Instrumente  mittelst  eines  Schrauben- 
tinges  festgestellt  und  die  stärkste  Vergrüsserung  hergestellt 
Wurde,  so  vermochte  man  den  Jupiter  sainnit  seinen  Trabanten 
und  sogar  einige  üoppelsterne  scharf  und  höchst  rein  wahrzu- 
nehmen. Plössl  steigerte  mit  der  Zeit  die  Güte  seiner  berühmt 
gewordenen  „Feldstecher“  und  die  besten  Instrumente  dieser 
Art  zeigten  zuletzt  ein  achromatisches  Objectiv  von  19  Linien 
Oeffnung,  ein  vierfaches  Revolver-Ocular  für  lineare  Vergrösse- 
ruDgen  von  4,  8,  13  und  20. 

Ira  Jahre  1832  wurden  die  ersten  „dialy tischen  Fcrn- 
rohre“  von  Plössl  nach  der  Erfindung  von  Littrow’s  ange- 
lertigt.  Dieselben  erregten  durch  ihre  Schärfe  und  Licht- 
stärke einerseits  und  durch  ihre  Kürze  und  verhältnissmä.ssige 
Billigkeit  anderseits  in  den  Fachkreisen  .Aufsehen.  Diese  Vortheile 
Wurden  im  Wesentlichen  durch  die  Trennung,  Zurückstel- 
lung und  daher  Verkleinerung  der  das  Crownglas- Objectiv 
corrigirenden  Flintglaslinse  erworben.  Plössl  übertrug  dieses 
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Princip  auch  auf  die  „S(and-Fernr«hre“,  mit  welchen  er  ei- 
ni<;e  der  vorzüglichsten  Sternwarten  ausrüstete. 

Ohwol  Pliissl  einen  Weltruf  erworben  hatte,  verschmähte 
er  dennoch  nicht  kleinere  oj>tische  Objecte  anzufertigen.  Die 
einfachste  Brille  war  ihm  ebenso  wichtig,  wie  der  mächtigste  Re- 
fractor,  und  er  lieferte  selbst  die  gewülinlichsten  optischen  Gegen- 
stände in  ungewöhnlicher  Vortrefflichkeit.  Und  daher  kam  e« 
auch,  dass  er,  obschon  am  äussersten  Ende  der  Vorstadt  Wieden 
wohnend,  selbst  von  Laien  behufs  des  Ankaufs  optischer  Instru- 
mente aufgesucht  wurde.  Er  war  eben  in  allen  seinen  optischen 
Arbeiten  vorzüglich  und  vollkommen  verlässlich.  Kein  Instru- 
ment verliess  ungeprüft  seine  Werkstätte. 

Plössl  gab  zwar  seinem  Geschäft  nie  eine  fabriksmässige 
Ausdehnung;  er  erwarb  aber  dennoch,  wenn  auch  etwas  laii"- 
samer,  ein  grosses  V'ermögen.  Er  blieb  stets  seiner  einfachen 
Lebensweise  getreu.  Vom  frühen  Morgen  bis  zum  späten  Abend 
konnte  man  ihn  bei  der  Zusammensetzung  der  grösseren  optischen 
Instrumente  in  seiner  Stube  treffen  und  die  heiteren,  kalten 
Nächte  verbrachte  er  grösstenthcils  ^mit  der  Erprobung  seiner 
Fernröhre  mittelst  des  gestirnten  Himmels.  Erst  fiberermüdet 
suchte  er  seine  Schlafstelle.  Der  Mann,  welcher  .3  grössere  Häu- 
ser in  Wien  und  3 Landhäuser  in  Hodaun  als  Eigenthum  besaw 
— begnügte  sich  mit  einem  kleinen  Rnhekämraerchen.  Es  wäre 
jedoch  gefehlt,  daraus  schliessen  zu  wollen,  als  wäre  Plössl  etwa 
geizig  gewesen.  In  seinen  Häusern  waren  die  Wohnungen  atu 
billigsten,  und  zu  einer  Zeit,  wo  die  Steigerung  der  Miethe  ia 
Wien  allgemein  geworden  war,  blieb  er  fast  allein  bei  den  alten 
Preisen.  Nicht  minder  zufrieden  als  seine  Wobnungen-Partheien 
waren  seine  Gehilfen  mit  seinem  zwar  verschlossenen,  aber  höchst 
friedfertigen  und  wohlwollenden  Charakter.  Man  traf  in  seinem 
Atelier  fast  lauter  Veteranen  und  darunter  den  Werkführer  Eb- 
ner mit  40  Jahren  Dienstzeit! 

Interessant  war  es,  den  Verkehr  des  Meisters  mit  dem  letz- 
teren zu  belauschen.  Plössl  war  nämlich  schwerhörig,  nahezu 
taub.  Während  es  nun  dem  Fremden,  selbst  wenn  er  schrie,  fast 
unmöglich  wurde,  sich  mit  Plössl  zu  verständigen,  brauchte  der 
Geschäftsführer  in  seiner  gewöhnlichen  Sprechweise  gar  nichts  zu 
ändern;  Plössl  las  ihm  die  Rede  von  den  Lippen  ab.  Der  alte 
Werkführer  ist  der  Ansicht,  dass  die  Taubheit  Plössl’s  nicht 
wenig  dazu  beigelragen  habe,  dass  seine  optischen  W’erke 
so  vorzüglich  geworden,  indem  ihn  nichts  in  seinem  Sinnen  und 
Thun  zu  stören  vermochte!  Die  Schweigsamkeit  und  Wort- 
kargbeit Piössl’s  mag  sich  wohl  auch  daraus  erklären. 
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In  seinem  Familienleben  erlitt  Plössl  durch  den  trCihen  Tod 
seines  21  jährigen,  äusserst  talentirtcn  Sohnes  einen  harten  Schlug. 
Dieser  Verlust  traf  auch  zum  Theil  diu  Gesellschaft,  da  der 
junge  Optiker  sehr  Bedeutendes  zu  leisten  versprach.  Plössl 
ertrug  sein  UnglSck  mit  Ergebung,  und  nicht  wenig  mochten  ihn 
seine  wackere  Hausfrau,  sowie  seine  einzige  Tochter  in  jener  trau- 
rigen Zeit  trösten  und  sein  Wirken.  Unermüdet  warPI  össl  thätig, 
und  bei  der  Arbeit,  seinem  Lebensclemente,  sollte  er  — sterben. 

In  den  letzten  Tagen  des  diesjährigen  Jänners  nahm  Plössl 
eine  Scheibe  optischen  Glases  ans  den  olieren  Fächern  eines  Ka- 
stens. Ein  zweites  an  jener  Glasplatte  haftendes  Glasstück  löste 
sich  unversehens  ah  und  verwundete  Plössl  an  dem  rechten 
Unterarm  sehr  bedeutend.  Nachdem  es  vorläufig  geglückt  war, 
die  mächtige  Blutung  zu  stillen  und  den  Verwundeten  zu  Bette 
zu  bringen,  fanden  die  herheigeholten  Aerzte  ersten  Hanges  be> 
hufs  .Anlegung  eines  besseren  Verbandes  eine  Umlegung  des  Pa- 
tienten in  ein  bequemer  gestelltes  Bett  nothwendig.  Plössl 
wies  jede  fremde  Hilfe  bei  diesem  zu  bewerkstelligenden  Uebergang 
von  sich.  Und  indem  er  sich  mit  der  verwundeten  Hand  auf  das 
Bett  stützte,  barst  der  Verband;  eine  zweite,  mächtige  Blutung 
trat  ein,  der  man  die  spätere  Verschlimmerung  des  verwundeten 
Armes  und  — den  Tod  zuschreibt,  welcher-  am  29.  Jänner  d.  J. 
um  12  Uhr  Mittags  erfolgte. 

Plössl  starb  im  7-t.  Jahre  seines  an  Arbeit  und  fachlichem 
Rohm  so  reichen  Lebens!  Da  er  nach  äusseren  Auszeichnungen 
nickt  strebte,  so  blieben  sie  auch  aus.  Nur  im  Jahre  1847  wurde 
er  vom  Kaiser  Ferdinand  mit  der  grossen  goldenen  Medaille 
für  Kunst  und  Wissenschaft  beehrt;  aber  sein  Name  fehit  selbst 
in  den  deutschen  Conversations-Wörterbüchern!  Hoffen  wir,  dass 
wenigstens  der  letzte  Fehler  gut  gemacht  wird. 

Plössl  ist  todt  und  verödet  liegt  die  berühmte  optische 
Stätte  seines  Wirkens.  Seit  dem  Tode  seines  Sohnes  hatte 
Plössl  allein  die  höhere  Leitung  seines  Geschäftes  übernommen. 
Sein  Schwiegersohn  Herr  Dr.  Fleckenstein  lebt  dem  ärztlichen 
Berufe  und  Plössl  vermied  es,  einen  Fremden  in  seiner  Kuns^ 
zu  unterrichten  und  ihm  die  Weihe  der  Meisterschaft  zu  verleihen, 
^o  stehen  denn  Mikroskope  und  Fernröhre  aller  Art  halbvollendet 
und  auch  nahezu  ganz  vollendet  da,  darunter  ein  fast  fertiges 
parallaktischeslll zölligeSjFernrohr  von  sehr  hohem  Wertbe,  und 
beklagen  mit  der  Welt  den  Abgang  des  Meisters. 

P i s k o. 
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Josef  Georg  Böhm. 

(Den  nachfolgenden  Necrolog  dieses  jüngst  verstorbenen  mehr- 
fach verdienten  Astronomen  und  Mathematikers  theilen  wir  au.» 
der  „Prager  Botaemia  vom  27.  und  29.  Jänner  1868“  un- 
seren Lesern  mit.  G.) 

Die  hiesige  Universität  hat  einen  schweren  Verlust  erlitten. 
Gestern  um  1 Uhr  Früh  starb  nach  kurzem  Krankenlager  an 
Lungentuberciilose  der  k.  k.  Professor  der  Astronomie,  zugleich 
Director  der  hiesigen  Sternwarte,  Herr  Dr.  Josef  Georg  Böhni, 
welcher  durch  ErGndungen  und  Schriften  auch  ausserhalb  Prags 
in  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden  ist.  Der  Verblichene  war 
am  28.  März  1807  in  Rozdialowitz  (Bez.  Libaii)  geboren,  stand 
daher  im  61.  Lebensjahre.  Sein  Vater,  Josef  Böhm,  war  Ober- 
amtmann auf  der  gräfl.  Cavriani’scben  Herrschaft  Dimokur  (Bezirk 
Königstadtl  im  Jiciner  Kreise).  Der  Sohn  besuchte  in  Prag  das 
Gj'mnasium,  »vo  er  mit  allem  Eifer  den  Wissenschaften  huldigte, 
dann  trat  er  in  das  Seminar  ein,  sich  der  Theologie  zu  widmen. 
Sein  Streben  war,  so  viel  Wissen  als  möglich  zu  erwerben,  doch 
fesselten  ihn  vorzugsweise  die  Vorträge  über  Mathematik,  Physik 
und  .Vstronomie.  Er  fand  an  diesen  Wissenschaften  so  viel  be- 
fallen, dass  er  dem  Seminar  V'alet  sagte,  hingegen  die  Hörsäle 
der  philosophischen  Facultät  frequentirte.  Nach  .Ablauf  seiner 
Studienzeit  und  Zurücklegung  der  vorgeschriebenen  Examina  wurde 
er  in  l^rag  zum  Doctor  der  Philosophie  promovirt.  Bald  nachher 
erhielt  er  eine  Anstellung  al.s  Assistent  des  Directors  der  Wie- 
ner Sternwarte.  Später  wurde  er  in  gleicher  Eigen.schaft  an  die 
im  Jahre  1816  erbaute  Sternwarte  auf  dem  Blocksberge  bei  Ofen 
in  Ungarn  übersetzt.  In  diesem  mit  den  trefflichsten  Instrumenten 
ausgestatteten  Institute  wirkte  Dr.  Böhm  mehrere  Jahre,  bis  er 
als  supplirender  Professor  der  Mathematik  an  die  damals  bestan- 
dene Univer.sität  in  Salzburg  berufen  wurde.  1839  erfolgte  seine 
Ernennung  zum  ordentlichen  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  in  Innsbruck.  Dort  wurde  er  im  Jahre  1848  zum 
Rector  Magnificus  gewählt.  Ini  demselben  Jahre  pochte  der 
Krieg  an  die  Grenzmarken  Tirols.  Die  Landesvertheidigung  wurde 
organisirt;  Alles,  was  Waffen  tragen  konnte,  auch  die  Studenten 
und  Professoren,  zogen  in’s  Feld.  Professor  Böhm  stand  bei 
dieser  denkwürdigen  Vertheidigung  in  erster  Reibe.  Er  kom- 
mandirtc  als  Haiiptmann  die  zweite  Innsbrucker  Studenten-toni- 
pagnie,  stieg  mit  ihr  in  die  lombardische  Ebene  herab,  ging  selbst 
zur  Offensive  über  und  gab  überall  solche  Proben  persönlicher 
Tapferkeit,  dass  ihm  die  Tiroler  Tapferkeitsmedaille  vom  Jahre 
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1H48  und  die  grosse  k.  k.  Civil- Verdienstmedaille  mit  der  Kette 
verliehen  wurde.  Als  friedliche  Zustände  sich  wieder  eingestellt 
hatten,  kehrte  er  auf  seine  Lehrkanzel  zurück  und  docirte  die 
Mathematik  nach  wie  vor.  Auch  entfaltete  er  als  Landesschul- 
rath  eine  segensvoile  Thätigkeit.  Im  März  1852  ernannte  ihn  Se. 
Maje.«ität  der  Kaiser  zum  üirector  der  Prager  Sternwarte  und 
ordentlichen  Professor  der  theoretischen,  sowie  der  praktischen 
Astronomie  an  der  Prager  üniver-sität.  Diese  Stellung  hatte  Pro- 
fessor Böhm  bis  zu  seinem  Tode  iime.  Während  er  sie  beklei- 
dete, wurde  er  für  das  Jahr  1856  zum  Decan  des  philosophischen 
Professoren-  und  für  das  Jahr  1858  zum  Decan  des  philosophischen 
Dnetoren- Collegiums  gewählt.  Still  und  geräuschlos  entwickelte 
Professor  Böhm  in  Prag  eine  fruchtbare  Thätigkeit.  Er  that, 
'vas  in  seinen  Kräften  stand,  zum  Aufblühen  des  ihm  anverfrauten 
lii.xlitiites.  Ein  äusseres  Zeichen  seiner  Thätigkeit  geben  die  von 
ihm  verfassten  Schriften,  unter  denen  einer  besonderen  Erwäh- 
nung werth  sind:  „Beschreibung  des  üranoskops“  (der  „Ürano- 
skop“  ist  ein  von  Böhm  erfundener  Himmelsglobus  zur  besseren 
Aoftindui^  aller  Sterne),  dann  „Logarithmisches  Handbuch“,  einige 
Abhandlungen  über  Sonnenflecken,  über  Sternschnuppen,  über  die 
l^uecksilbercompensation  bei  Uhren,  über  das  Ozon  in  der  Luft 
u.  s.  w.  Sein  Hauptwerk  sind  seine  ,, Ballistischen  Versuche  und 
Stmtieu“,  welche  von  E.  Ta r dien  im  Jahre  1863  auch  in  das 
Französische  übersetzt  wurden.  Aus  Anlass  dieser  V'ersuche  und 
8tudien,  welche  im  Kriegsministerium  aufmerksam  geprüft  wurden, 
ward  Professor  Böhm  im  .fahre  1862  mit  dem  Ritterkreuze  des 
Franz  Josephs- Ordens  decorirt.  Es  ist  dies  nicht  der  einzige 
Orden , den  er  besass.  Auch  mit  dem  königlich  dänischen 
Danebrog-Orden  war  Böhm  geschmückt  (er  hatte  ein  Manuscript 
von  Tycho  de  Brahe  photographirt  und  nach  Kopenhagen  ge- 
schickt), dann  mit  dem  k.  sächsischen  Albrechts-Orden ; er  be- 
sass ferner  die  dänische  goldene  Verdienstmedaille,  die  k.  säch- 
sische grosse  silberne  landwirthschaftliche  .Medaille  (die  er  als 
Secretär  und  Gescbäftsleiter  der  landwirthschaftlichen  Gesellschaft 
in  Innsbruck  erworben  hatte),  und  seit  Kurzem  auch  die  grosse 
goldene  Medaille  für  Kunst  und  Wissenschaft.  (Die  kleine  war 
ihm  schon  früher  verliehen  worden.).  Selbstverständlich  war  Pro- 
fessor Böhm  auch  Mitglied  mehrer  gelehrter . Gesellschaften, 
eo  z.  B.  ausserordentliches  Mitglied  der  k.  böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  und  wirkliches  Mitglied  der  Carolinisch- 
Leopoldinischen  Akademie  der  Naturforscher,  die  jetzt  in  Dres- 
den ihren  Sitz  hat,  und  der  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Arezzo.  — Er  hinterlässt  zwei  Söhne,  von  denen  der  eine,  Joseph, 
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freiherrlich  Rothschild’scher  Bergbau-Assistent  in  Witkowitz  bei 
Mäbr.-Ostrau,  der  andere,  August,  k.  k.  Forstadjunkt  ist. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  zwei  unserer  usterreichischeo 
Astronomen  in  denselben  Niichten  geboren  wurden,  in  welchen 
durch  Entdeckung  neuer  Planeten  die  Sternkunde  bereichert  wurde. 
J.  J.  V.  Littrow,  der  berühmte  Director  der  Wiener  Sternwarte, 
wurde  in  der  Nacht  vom  13.  März,  1781  geboren;  in  derselben 
Nacht  entdeckte  Uerschel  den  Planeten  Uranus;  — und  Dr, 
Josef  Böhm,  der  Director  der  hiesigen  Sternwarte,  welcher  heute 
zu  Grabe  getragen  wird,  war  in  der  Nacht  vom  28.  und  29.  März 
1807  geboren,  derselben  Nacht,  in  welcher  Ol  her  s den  Planeten 
Vesta  entdeckte.  (Wie  Director  Böhm,  war  auch  Littrow  aus 
Böhmen  gebürtig,  ersterer  aus  Rozdialowitz,  letzterer  aus  Bi- 
schofteinitz.) 


Auf  seiner  Besitzung  Allerl  eytlouse  bei  M e I r o s e in  Schott- 
land starb,  86  Jahre  alt,  im  Februar  1868 

Sir  David  Brewster, 

geboren  nicht  weit  von  dem  Orte  seines  Todes,  in  Jedbntgh 
am  11.  December  1781.  (Vorläufige  aus  den  Zeitungen  entlehnte 
Nachricht.  Wir  wünschen  aber  sehr  von  irgend  einer  Seite  her 
bald  in  den  Stand  gesetzt  zu  werden,  unseren  Lesern  einen  aus- 
führlicheren authentischen  Necrolog  des  jüngst  verstorbenen  gros- 
sen schottischen  Physikers  mittheilen  zu  können.)  G. 


Am  20sten  December  1867  starb  in  Petersburg  nach  kurzer 
Krankheit  im  67.  Lebensjahre 

L.  F.  Kaemti, 

in  den  letzten  Jahren  Director  des  physikalischen  Central-Obser- 
vatoriums  daselbst. 


A.r  itlim  eti  k. 

Untersuchungen,  besonders  in  Bezug  auf  relative 
Primzahlen,  primitive  und  secundäre  Wurzeln,  qua- 
dratische Reste  und  Nichtreste;  nebst  Berechnung  der 
kleinsten  primitiven  Wurzeln  von  allen  Primzahlen 
zwischen  I und  1000  von  F.  W.  A.  Heime,  Oberlehrer 
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an  der  Künigstäd  t isc  h en  Rea  Is  chu  le.  Berlin  1868.  Ver- 
lag der  Künigstädtischen  Schulbuchhandlung.  4**. 

Wir  glauben  diese  im  Ganzen  völlig  elementar  gehaltene  und 
— was  bei  solchen  wohl  namentlich  auch  mit  auf  die  Zwecke 
des  Unterrichts  berechneten  Schriften  uns  immer  Anerkennung 
zu  verdienen  scheint  — ohne  Einführung  vieler  neuen  Bezeichnun- 
gen, in  und  durch  sich  selbst  verständliche  Schrift  der  Beachtung 
der  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  empfehlen  zu  dürfen, 
da  sie  — bei  grösstentheils  eigenthümlicher  Entwickelung  — uns 
namentlich  auch  Vieles  zu  enthalten  scheint,  was  sich  hei’m  Un- 
terrichte in  der  Arithmetik  vortheilhaft  und  zweckmässig  verwer- 
then  lässt.  Hier  müssen  wir  uns  mit  der  Angabe  des  Hauptin- 
halts begnügen:  §.  1.  Relative  Primzahlen.  — §.  2.  la,  2a, 
3a,  ....  (c  — I)a.  — §.  3.  Primitive  und  secundäre  Wur- 
zeln. — §.  4.  Quadratische  Reste  und  Nichtreste.  1®, 
2®,  3*,...  (c')*>  •••  (c— 1)®. — §.  5.  Der  Satz  der  Reciprocität 
und  seine  Anwendung.  — §.  6.  Berechnung  der  klein- 
sten primitiven  Wurzeln  von  allen  Primzahlen  zwi- 
schen I und  1000. 

. Mathematische  Sophia  men.  Herausgegeben  von  Jo- 
hann Viola.  J.  R.  Zweite  vermehrte  Auflage.  Wien. 
C.  Gerold’s  Sohn.  1865. 

Jeder  Leser  weiss,  wie  leicht  Anfänger  in  manchen  Fällen,  beson- 
ders häufig  z.  B.,  um  nur  einen  Fall  hier  zu  erwähnen,  bei  Ver- 
gleichungen rücksichtlich  des  Grösseren  und  Kleineren,  wenn 
namentlich  positive  und  negative  Grössen  concurriren,  sich  zu 
Fehlschlüssen  verleiten  lassen.  Eine  grössere  Anzahl  solcher 
Fälle,  wo  — natürlich  nur  im  Bereich  der  Elemente  — Fehi- 
nder Trugschlüsse  leicht  möglich  sind,  hat  der  Herr  Verfasser  in 
dem  vorliegenden  verdienstlichen  Schriftchen  gesammelt.  Die  rich- 
tigen Schlüsse  sind  nicht  gegeben,  vielmehr  ist  die  Aufdeckung 
der  Fehlschlüsse  und  ihrer  Gründe,  zugleich  also  deren  W’iderle- 
gong,  den  Schülern  zu  ihrer  Uehung  und  Warnung  überlassen. 
Insofern  hat  das  Schriftchen,  zu  dessen  Kenntniss  wir  leider 
erst  jetzt  gelangt  sind,  allerdings  einen  pädagogischen  und  di- 
daktischen Werth,  und  darf  namentlich  Lehrern  zur  Beachtung  und 
Benutzung  bei’m  Unterrichte  empfohlen  werden.  — Die  erste  uns 
nicht  bekannt  gewordene  Auflage  ist  im  Jahre  1849  erschienen. 
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Geometrie. 

Clir.  Huyg'ens:  De  eircull  maguitudlne  Inventa.  Als  ein 
ßeitra"  zur  „Lehre  vom  Kreise“  für  die  Lehrbücher 
elementar  entwickelt  von  H.  Kiessling.  Flensburg. 
T li.  Herzbruch.  1868.  4'*. 

Es  war  gewiss  ein  sehr  guter  Gedanke  des  Herrn  Verfassers 
dieses  verdienstlichen  Schulprogramiiis,  die  Schrift  von  Chr. 
Huj'gens:  „De  circuli  niagnitndine  inventa.  Lugd. 

Batav.  1654.“,  die  der  berühmte  (icometer  in  seinem  25.  Lebens- 
jahre verfasste,  darin  ahdrucken  zu  lassen,  und  auf  diese  Weise 
den  Lehrern  der  Mathematik  zugänglich  zu  machen,  da  r die  in 
dieser  Schrift  gegebenen  schönen  Sätze,  durch  welche  die  Be- 
rechnung des  Verhältnisse.^  des  Uiirchmessers  zum  Umkreise 
wesentlich  abgekürzt  wird,  gewiss  sehr  verdienen,  allgemeinen 
Eingang  in  den  geometrischen  Elementar-Unterricht  zu  finden, 
weshalb  auch  der  Unterzeichnete  Herausgeber  des  Archivs 
denselben  in  der  fünften  .Ausgabe  seines  „Lehrbuchs  der  ebe- 
nen Geometrie“  ganz  besondere  .Aufmerksamkeit  gewidmet, 
und  Beweise  für  sie  gegeben  hat.  Jedenfalls  muss  es  aber  für 
jeden  Lehrer  der  Mathematik  interessant  und  wünscheiiswertb 
sein,  die  schöne  Hugenische  .Schrift  seihst  zu  besitzen;  da 
dieselbe  aber,  wenn  sie  auch  in  dem  zweiten  Theile  der  „Opera 
varia“  des  berühmten  niederländischen  Geometers  wieder 
abgedruckt  ist,  selten  und  schwer  zu  erhalten  ist,  so  war  dieser 
von  Herrn  Kiessling  gelieferte  sehr  dankenswertbe  neue  Ab- 
druck jedenfalls  sehr  verdienstlich  und  den  Zwecken  eines  Schul- 
programmes ganz  besonders  entspreebend.  Herr  Kiessling  hat 
aber  diesem  Programm  auch  noch  einen  besonderen  Werth  da- 
durch verliehen,  dass  er  in  dem  Eingänge  auf  den  ersten  acht 
Seiten  eigene  einfache  ganz  elementare  Beweise  mehrerer  Huge- 
nischer  Sätze  geliefert  hat,  die  der  Beachtung  recht  sehr  zu  em- 
pfehlen sind. 

Rücksichtlich  der  betreffenden  Sätze  selbst  wollen  wir  noch 
bemerken,  dass  — wie  auch  Hiiygens  in  der  Einleitung  zu 
seiner  Schrift  selbst  angiebt  — diese  Sätae  von  seinem  gleichfalls 
berühmten  Landsmanne  VVillebrord  Snellius  gefunden  und  in 
seinem  ,,Cyclometricus.  Lugd.  Batav.  1621.“  niitgetheilt 
worden  sind,  so  dass  Huygens’s  Hauptverdienst  deren  Beweise 
sind.  Indem  wir  scblies.sli(fh  der  Literatur  wegen  noch  auf  die 
sehr  lehrreichen  Entwickelungen  und  Bemerkungen  Klügel’s  im 
„Mathematischen  Wörterbuche.  ThI.  1.  S.  650 — S.  654.“ 
verweisen,  schliessen  wir  mit  dem  Wunsche,  äbnlicben  lehrreichen 
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und  ihrer  eigentlichen  Bestimmung  besonders  zweckmässig  ent* 
sprechenden  Schulprogrammen  öfters  zu  begegnen.  G. 


Nautik. 

Lehrbuch  des  terrestrischen  Theils  der  Nautik  von 
Dr.  F,  Paugger,  k.  k.  Hydrograph  und  Professor  an  der 
Marine-Akademie  in  Fiume.  Mit  09  in  «len  Text  ge- 
druckten Holzschnitten  und  VllI  lithographirten  Ta- 
feln. Triest.  Wilhelm  Essniann’s  Verlag.  1867.  8°. 

Man  weiss,  dass  die  Nautik,  deren  Hauptaufgabe  natürlich 
die  Bestimmung  des  Orts  des  Schiffs  auf  der  See  zu  jeder  ge- 
gebenen Zeit  ist,  aus  zwei  Haupttheilen  besteht:  aus  einem 
astronomischen  und  einem  terrestrischen  Theile;  Compass 
und  Log,  in  Verbindung  mit  der  Uhr,  sind  die  Instrumente,  mit 
denen  der  Seemann  hauptsächlich  seine  terrestrischen  Messungen 
ausführt;  hinzurechnen  kann  man  noch  das  Loth  und  den  Di- 
stanzmesser, welcher  letztere  hauptsächlich  in  neuerer  Zeit 
zur  Anwendung  auch  auf  der  See  empfohlen  worden  ist,  wobei 
wir  namentlich  an  die  schöne  und  sinnreiche  Methode  des 
um  die  wissenschaftliche  und  praktische  Nautik  schon  so  vielfach 
verdienten  Herrn  Prof.  Schaub  in  Triest  erinnern,  Distanzen 
auf  der  See  mittelst  einer  auf  dem  Schiffe  selbst  gemessenen 
Höhe  als  Basis  zu  bestimmen,  über  welche  wir  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CLV'I.  S.  10.  bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  zweiten  Jahr- 
gangs des  ,,Almanacbs  der  österreichischen  Kriegsma- 
rine. (1863.)“  ausführlich  referirt  haben;  die  schöne,  auch  in 
mathematischer  Rücksicht  überaus  lehrreiche,  von  der  Beschrei- 
bung zweckdienlicher  Instrumente  (Objecti  v-Mikrometer  von  P I ö s s I) 
und  ausführlichen  Hülfstafeln  begleitete  Abhandlung  in  dem  ge- 
nannten Jahrgange  des  Alraanachs  hat  den  Titel:  „Ueber  die 
Bestimmung  der  Entfernungen  auf  der  See.  Von  Dr. 
F.  Schaub“,  und  wird  hier  von  uns  absichtlich  allen  Seeleuten 
in  Erinnerung  gebracht  und  von  Neuem  zur  sorgfältigsten  Beach- 
tung empfohlen.  — Ueber  den  astronomischen  Theil  der  Nautik, 
die  sogenannte  nautische  Astronomie,  besitzt  man,  auch  ausser 
den  der  gesammten  Sebifffahrtskunde  gewidmeten  Werken,  schon 
eine  ziemliche  Anzahl  besonderer  Lehrbücher,  unter  denen  wegen 
seiner  Einfachheit  und  wissenschaftlichen  Klarheit  und  Strenge, 
wegen  seines  wissenschaftlichen  Geistes  überhaupt,  nach  unserer 
innigsten  Ueberzeugung  der  auch  in  unseren  früheren  Literarischen 
Berichten  (Nr.  LXXXV.  S.  1.  Nr.  CXXXVIH.  S.  1.5.)  ausführlich 
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angezeigte  ,, Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Nauti- 
schen Astronomie.  Von  l)r.  F.  Schaub.  Zweite  Aufl. 
Wien.  ISßO"  *)  unbedingt  eine  der  ersten  Stellen  einnininit  und 
von  Neuem  vorzüglich  empfohlen  zn  werden  verdient.  Besondere 
Lehrbücher  des  terrestrischen  Thcils  der  Nautik  giebt  es  da- 
gegen unseres  Wissens  noch  nicht,  wenn  auch  natürlich  alle 
Lehrliücher  der  Schifffahrtskunde  diesem  Theile  der  Nautik  lie-' 
sondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  seiner  grossen  Wichtigkeit 
wegen  nothwendig  widmen  müssen.  Das  vorliegende  Buch  ist  daher 
— soweit  unsere  Kenntniss  der  betreffenden  Literatur  reicht  — das 
erste  selbstständige  Werk  über  den  genannten  wichtigen  Theil 
der  Nautik  **),  und  wir  haben  deshalb  von  demselben  mit  beson- 
derem Interesse  nähere  Kenntniss  genommen.  Als  unser  daraas 
gewonnenes  Urtheii  ülier  dieses  Buch  können  wir  im  .Allgemeinen 
sagen,  dass  dasselbe  seinem  Zwecke  im  Ganzen  gut  entspricht 
und  mit  Bacbkenntniss  verfasst  ist;  dasselbe  bespricht  alle  wich- 
tigen Punkte,  auch  die  so  wichtige  Schifffahrt  auf  dem  grössten 
Kreise  unter  dem  Namen  der  orthodromischen  (ini  Gegensatz  zn 
der  loxudromischen)  Schifffahrt;  berücksichtigt  überall  sorgfältig 
das  Praktische,  wobei  natürlich  die  Beschreibung  der  erforder- 
lichen Instrumente  und  eingehende  Erläuterungen  über  die  See- 


*)  Auch  in  einer  italienischen  Debersotzung  erschienen,  unter  dem 
Titel:  Goida  allo  stiidio  dell’  Astronuinia  nautica  del  Dr.  F. 
Schaub.  Trioate.  1856. 

**)  Vielleicht  int  en  dem  Unterzeichneten  Heranngcber  den  Archirs 
gestattet,  bei  dieser  Gelegenheit  an  seine  „Loxo  dr  om  i nc  h e Triga- 
nonietrie.  Leipzig.  1849.  8°.“  und  an  deren  von  einem  der  rer- 

diententen  französischen  Hydrographen,  Herrn  Professor  P.  Terqnem 
in  Dunkerque,  unter  dem  Titel:  „Elöraents  de  Trigonometrie 
loxodromiqne,  snivis  d’applications  ä laNavigation  d'apree 
M.  J.  A.  Ornnert,  Membre  c or res pondan t de  la  Societd 
Dunkerquoise,  Professeur  ä l’Univorsitö  de  Greifswald.  Par 
M.  Terquem,  .Membre  titniaire  residant.  Dunkerque.  1859. 
8**.“  veranstaltete  französische  Vebersetziing  zu  erinnern,  da  in  dieser 
auch  von  Herrn  Pangger  im  Vorwort  kurz  erwähnten  Schrift  eine 
vollständige  Behandlung  des  terrestrischen  Theils  der  Nautik,  ganz  mit- 
telst der  höheren  Mathematik  und  lediglich  vom  mathematischen  Ge- 
sichtspunkte aus,  gegeben  worden  ist,  wenn  anch  eben  dieses  vorherr- 
schenden mathematischen  Gesichtspunkts  wegen  diese  Schrift  natürlich 
nicht  als  ein  eigentliches  Lehrbuch  der  terrestrischen  Nautik  gelten  soll 
und  kann.  Die  Abhandlungen  des  Unterzeichneten  im  Archiv,  Tbl. 
XXXVII.  S.  143.  ThI.  XXXII.  S.  143.  Tbl.  XXXVllI.  S.  81.,  namentlich 
die  über  die  Schifffahrt  auf  dem  grössten  Kreise,  gehören  auch  hierher. 

G. 
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karten  nicht  fehlen;  und  bedient  sich  durchpfängit;  nur  elementarer 
mathematischer  Methoden,  was  in  einem  solchen  Werke  jedenfalls 
gleichfalls  Anerkennung  verdient,  wenn  auch  freilich  die  Anwen- 
dung der  Lehren  und  Vorstellungsweisen  der  höheren  Mathematik 
in  vielen  Fällen  kürzer  zum  Zweck  führen  und  auch  nur  allein 
geeignet  sind,  die  betreffenden  Entwickelungen  in  aller  Strenge 
und  Allgemeinheit,  und  bis  zu  ihren  höchsten  Punkten  hin,  aus- 
zuführen*). 

Wir  werden  nachher  den  Hauptinhalt  des  Werkes,  so  weit  es 
uns  hier  der  Raum  gestattet,  angeben,  können  aber  nicht  umhin 
vorher  das  Folgende  zu  bemerken  und  besonders  hervorzuheben. 
Einen  sehr  grossen,  fast  den  dritten  Theil  des  ganzen  248  Seiten 
umfassenden  Werks  nimmt  von  S.  33.  — S.  119.  die  Beschreibung 
und  Theorie  des  Conipasses,  insbesondere  die  Lehre  von  den 
durch  die  Eisentheile  des  Schiffskörpers  bewirkten  sogenannten 
Deviationen  des  Conipasses  ein.  Wir  verkennen  nicht  im  Ent- 
ferntesten die  immer  mehr  und  mehr  hervortretende  hohe  Wich- 
tigkeit dieses  Gegenstandes  für  die  Sicherheit  der  Schifffahrt. 
Dessenungeachtet  sind  wir  aber  der  Meinung,  dass  eine  Darstel- 
lung dieses  Gegenstandes  in  solcher  Ausführlichkeit,  wie  sie  hier 
gegeben  worden  ist,  in  das  vorliegende  Werk  um  so  weniger  ge- 
hörte, weil  eine  Verweisung  auf  das  denselben  erschöpfend  be- 
handelnde treffliche,  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVIII.  S.  8.  aus- 
führlich von  uns  angezeigte  Werk:  „Ueber  die  Deviationen 
des  Compasses,  welche  durch  das  Eisen  eines  Schif- 
fes verursacht  werden.  Nach  dem  Englischen  von  F. 
J.  Evans  und  Archibald  Smith,  deutsch  bearbeitet  von 
Dr,  F.  Schaub,  Director  der  hydrographischen  Anstalt 
der  k.  k.  Marine.  \Vien.  C.  Gerold’s  Sohn.  1864.  8*^.“ 
nach  unserer  Meinung  vollständig  genügt  hätte,  wodurch  das 
Buch  zu  seinem  Vortheil  auf  einen  kleineren  Raum  beschränkt, 
und  auch  sein  sehr  hoher  Preis  welcher  seiner  weiteren 
Verbreitung  gewiss  hinderlich  sein  wird , wesentlich  ernie- 
drigt worden  wäre.  Aber  noch  aus  einer  anderen  und,  wie 
es  uns  scheint,  noch  weit  wichtigeren  Rücksicht  müssen  wir 
die  Aufnahme  des  erwähnten  weitläuägen  Excurses  über  die  De- 
viationen des  Compasses  tadeln.  So  weit  wir  nämlich  haben 
finden  können,  findet  zwischen  der  hier  gegebenen  Dar- 
stellung und  der  in  dem  ausgezeichneten  Scbaub’schen 
Werke  gegebenen  sehr  verdienstlichen  Darstellung 
ein  Unterschied,  so  weit  es  auf  das  Wesentliche 

*)  M.  a,  unsere  oben  erwähnte  „L  ox  o drom  i sehe  Trigonome- 
trie“, die  öberall  anf  die  höhere  Mathematik  gegründet  ist. 
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ankonimt,  gar  nicht  Statt;  vielmehr  scheint  uns  die 
eigentlich  ivissenschaftliche,  insbesondere  niatbe* 
iiiatische,  vorzüglich  durch  ihren  mehr  eleroen* 
tarenCbarakter  sich  empfehlende  und  d^rin  niitRecht 
ihre  besondere  Eigenthünilicbkeit  beanspruchende 
Darstellung  mit  unwesentlichen Aenderungen  ans  dem 
gen  an  Ilten  S c h au  b’sc  heil  Werke  entlehnt  zu  sein,  was 
von  dem  Herrn  Verfasser  — wie  es  jedenfalls  hätte  geschehen 
sollen  — nicht  ausdrücklich  bemerkt  worden  ist,  wenn  auch  die- 
ses Werk  in  <lem  Vorwort  unter  den  benutzten  Werken  ganz 
kurz  genannt  worden  ist.  In  dem  Umstande,  dass  das  Schaub- 
sehe  Werk  hauptsächlich  eine  Bearbeitung  eines  englischen  Werke» 
ist,  als  welche  es  sich  auch  auf  seinem  Titel  ankündigt  und  be- 
kennt, kann  nach  unserer  Meinung  ein  V'erfahren  wie  das  vorher 
getadelte  eine  Entschuldigung  nicht  finden,  indem  im  vorliegenden 
Falle  gerade  die  von  Herrn  Schaub,  um  auch  denen,  welche  den 
in  dem  englischen  Werke  vorausgesetzten  Grad  von  mathemati- 
schen Kenntnissen  nicht  besitzen,  zu  dienen  und  nützlich  zu  wer- 
den, gegebene  mehr  elementar  gehaltene  Entwickelung  der  ganzen 
eigentlich  mathematischen  Partie  volles  Eigenthum  ibresljr- 
hebers  ist,  und  demselben  auch  ungeschmälert  erhal- 
ten bleiben  muss.  Hiezu  das  Unsrige,  so  weit  wir  dazu  im 
Stande  sind,  beizutragen,  haben  wir  aus  freiem  Entschlüsse  liir 
unsere  Pflicht  und  mit  für  eine  Aufgabe  dieser  literarischen  Be- 
richte gehalten,  ohne  dass  wir  die  oben  bervorgebobenen  verdienst- 
lichen Seiten  des  vorliegenden  Werkes  verkennen  wollen.  .Aber 
„Saum  culqne“  ist  von  jeher  unser  Wahlspruch  gewesen!! 

Der  Hauptinhalt  ist  folgender: 

Einleitung.  V^orbegriflfe.  — I.  Seekarten  und  nautische  Instru- 
mente. A.  Seekarten,  1.  Allgemeine  Erklärungen.  2.  Die  ste- 
reographische Projection.  3.  Die  cylindrische  und  Mercator’sche 
Projection.  4.  Näheres  über  Seekarten  und  deren  Gebrauch.  — 
B.  Compass.  1.  Zweck  und  Einrichtung  des  Compasses. 
2.  Erdmagnetismus.  3.  Magnetismus  der  Eisenmassen  des  Schiffs. 
(Allgemeine  Erklärungen.  Theoretischer  Theil  der  Deviation. 
Praktischer  Theil  der Diviation.).  4.  Die  Abtrift.— C.  See-Uhren. 

I.  Ueber  Uhren  im  Allgemeinen  mit  vorzüglicher  Rücksicht  auf 
See-Uhren.  2.  Ueber  die  Zeitmessung  zur  See  und  über  See- 
Ubren  im  Besondern.  — I).  Messung  linearer  Ausdehnun- 
gen zur  See.  1.  Logg.  2.  Loth.  3.  Distanzmesser.  — 

II.  Die  eigentliche  Schiffsflihrung.  A.  Allgemeiner  Theil. 
1.  Loxodromisebe  Schifffahrt.  2.  Orthodromische  Schifffahrt.  — 
B.  Besonderer  Theil.  I.  Küstenschifffahrt.  2.  Strandschiff- 
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fahrt.  3.  Schifffahrt  in  gebrochenen  Curseii.  — C.  Praxis  der 
Schiffsführung.  I.  Anlegung  der  Route.  2.  Pilotagefülirung. 
3.  Journalführung.  — Anhang.  Grunert. 


Physik. 

L’acoustique  oii  les  phdnom^nes  du  son.  Par  R. 
Radau.  Librairie  de  L.  Hachette  & Co.  1867.  2 frcs. 

Der  tvol  bekannte  Verfasser  behandelt  in  diesem  Werke  die 
Lehre  vom  Schalle  in  ganz  eigenthümlicher  Weise.  Er  versteht 
den  Ernst  des  Themas  für  minder  eingeweihte  Leser  zu  mildern. 
Die  Sprache  des  Buches  ist  so  einfach,  fesselnd,  mit  witzigen 
Wendungen  durchwebt  und  der  Gegenstand  von  so  anziehender 
Seite  aufgefasst,  dass  man  das  Buch  kaum  aus  der  Hand  legen 
nird,  bevor  man  es  zu  Ende  gelesen  hat.  Dann  aber  hat  man 
es  auch  schon  studirt  — so  trefflich  ist  die  Darstellungsiveise. 

Eine  (kurze  Uebersicht  seines  Inhaltes  wird  am  besten  be- 
n eisen,  wie  das  treffliche  Buch  nach  allen  Theilen  der  „Lehre 
vom  Schall“  seine  Lichter  wirft: 

1.  Der  Ton  in  der  Natur  (Die  Stimmen  der  Thiere  und  de- 
ren Sprache).  — II.  Wirkung  der  Töne  auf  lebende  Wesen 
(Heilwirkung  der  Musik).  — III.  Schallmittel.  — IV.  Stärke 
des  Schalles  (Sprach-  und  Hörrohr).  — V.  Geschwindigkeit  des 
Schalls  (Die  neuesten  Versuche  von  Regnault  hierüber).  — 
VI.  Reflexion  des  Schalls  (das  Echo  ist  ungemein  interessant 
behandelt).  — VH.  Mitklingen  (Resonanz-Konzerte,  Königs  mu- 
sikalische Resonanzbüchse). 

Von  da  betritt  der  V’erfasser  das  Gebiet  der  neuen  Aku- 
stik, ohne  das  ältere  zu  vernachlässigen.  Es  werden  Helm- 
hotz’  grossartige  Forschungen  erklärt,  die  Tonschreibapparate 
und  Vorrichtungen,  die  Schwingungen  durch  Spiegel  sichtbar  zu 
machen. 

Besonders  freut  uns  der  Hinweis  auf  die  hohen  Verdienste 
Königs,  des  gelehrten  Konstrukteurs  akustischer  Apparate.  Die 
König’sche  Membrankapsel  wird  in  ihren  verschiedenen  Anwen- 
dungen vorgeführt.  Es  folgt  die  Besprechung  der  Interferenz  des 
•Schalls,  der  menschlichen  Stimme,  des  Ohres.  Geschlossen  wird 
mit  der  Musik  und  deren  Verhältoiss  zur  Wissenschaft. 

Wir  können  das  Werk,  das  auch  der  betreffenden  Literatur 
besonders  gedenkt,  auf  das  Beste  empfehlen.  77. 
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Von  drr  «ehr  verdienstlichen 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  C.  Jelinek  und  J.  Hann, 

deren  Band  II.  Nr.  23.  im  l^iterarischen  Bericht  Nr.  CLXXXIX. 
angezeigt  ist,  sind  uns  neuerlich  zugegangen  Band  II.  Nr.  24. 
und  Band  III.  Nr.  1. — Nr.  5.;  aus  diesen  Nummern  heben 
wir  die  folgenden  grösseren  Aufsätze  hervor:  Meteoro- 
logische Beobachtungen  zur  See.  Von  C.  Jelinek. 
Im  Zusammenhänge  mit  einer  neuen  Küstenvermessung  im  adria- 
tischen Meere  hat  das  k.  k.  Handelsministerium  die  Erforschung 
der  physikalischen  Verhältnisse  des  adriatischen  Meeres  zum 
Gegenstände  seiner  besonderen  Fürsorge  gemacht.  Eine  der  wich- 
tigsten Aufgaben  ist  die  genaue  Feststellung  der  meteorologischen 
Verhältnisse  durch  Beobachtungen  an  Landstationen  und  an  Bord 
von  Schiffen.  Zu  vielfältigen  Beobachtungen  dieser  Art  insbe- 
sondere die  österreichische  Handelsmarine  zu  veranlassen,  nnd 
denselben  eine  erspriessliche  Richtung  zu  geben,  ist  der  nächste 
Zweck  dieses  sehr  verdienstlichen  Aufsatzes,  welchem  wir  recht 
vielen  Erfolg  wünschen,  da  an  der  sehr  grossen  Wichtigkeit  und 
Bedeutung  der  betreffenden  Beobachtungen  nicht  gezweifelt  wer- 
den kann,  wobei  wir  zugleich  sehr  wünschen,  dass  auch  die,  an- 
dere Meere,  z.  B.  die  Ostsee,  befahrenden  Capitäne  sich  zu  sol- 
chen Beobachtungen  recht  vielfach  veranlasst  finden  möchten.  — 
Die  Winter  an  der  Südküste  der  Krim.  Von  N.  Köppen. 
— U eher  d ie  Ersc  h einun  g d es  W ind  falls.  (ZurTheorie 
der  G eb  irgs  wi  n de.).  Von  A.  Mühry. — Das  k.  norwegi- 
sche meteorologische  Institut.  Von  H.  Mohn.  — Zur 
Geschichte  der  Witterung  in  Nordwest-Deutschland 
von  1863 — 1867,  durch  die  Formeln  derLuvseite  darge- 
stellt. Von  Dr.  M.  A.  F.  Prestel.  — Hydrometrische  Be- 
obachtungen der  Schweiz.  Von  Fritsch.  — Aufgabe 
und  Bedeutung  der  in  Baiern  zu  forstlichen  Zwecken 
errichteten  meteorologischen  Stationen.  Von  Eber* 
mayer.  — Ueber  den  Zusammenhang  der  Stürme  mit 
der  Temperatur-Vertheilung  auf  d er  O he rfläc h e dei 
Erde.  Nach  den  Verhandlungen  der  französischen  me- 
teorologischen Gesellschaft.  Von  Jelinek. — Berichte 
über  das  Meteor  und  den  Steinregen  am  30.  Jänner.  — 
Die  kleineren  Mittheilungen,  literarischen  Notizen,  Beschreibungen 
von  Instrumenten  u.  s.  w.  bieten  auch  diesmal  eine  sehr  grosse 
Mannigfaltigkeit  dar,  und  enthalten  des  Interessanten  und  Wich* 
tigen  sehr  viel. 
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Vermischte  Schriften. 

Tidskrirt  för  Alatematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
avenska  Elementar-UndervisDingen,  utgifven  af  D:R. 
Cljiran  Dillner,  Docent  i Matematik  vid  Upsala  Aka- 
demi  (Hurvudredaktiir);  D:R.  F.  W.  Hultmaa,  Rektor 
vid  Stockholms  hügreElementar-Läroirerk;  Ü:R.  T. Ro- 
bert Thal^n,  Adjunkt  i Fysik  vid  Upsala  Akademi. 
Upsala,  W.  Schultz  Roktryckeri.  8“. 

Von  dieser  neuen  mathematisch  - physikalischen  Zeitschrift 
liegt  uns  vor: 

Hättet  1.  Januari  1868, 

und  wir  freuen  uns  sehr,  unseren  Lesern  von  dieser  neuen  sehr 
verdienstlichen,  das  Interesse  vielfach  in  Anspruch  nehmenden 
l’ublication  Nachricht  geben  zu  können,  aus  einem  Lande,  wo 
das  mathematische  und  physikalische  Studium  stets  besonders 
geblühet,  immer  eine  grosse  Anzahl  seiner  würdigsten  Vertreter 
gehabt  und  noch  bat,  und  wo  der  mathematische  Unterricht  von 

jeher  — ja  schon  früher  als  in  vielen  anderen  Ländern  als 

ein  Hauptmittel  zur  Bildung  des  jugendlichen  Geistes  betrachtet 
worden  ist  und  als  solches  schon  sehr  früh  die  allgemeinste  An- 
erkennung im  ganzen  Volke  gefunden  hat.  Die  in  ihrem  so  eben 
erschienenen  ersten  Hefte  uns  vorliegende  Zelt.schrift  hat  sich, 
wie  ja  auch  schon  ihr  Titel  besagt,  vorzüglich  die  Aufgabe  ge- 
stellt, zunächst  dem  mathematischen  und  physikalischen  Unter- 
richte auf  Schulen  zu  dienen  und  zu  dessen  Förderung  beitragen 
zu  wollen,  und  wird  nach  der  uns  vorliegenden  Probe  in  dieser 
Beziehung  gewiss  V’orzögliches  leisten,  so  das.s  wir  sie  auch  zur 
sorgfältigsten  Beachtung  und  Benutzung  in  allen  Ländern  aus 
vollkommenster  Ueberzeugung  empfehlen  können.  Die  in  diesem 
ersten  Hefte  enthaltenen  Mittheilungen  sind  sehr  mannigfaltiger 
Art.  Den  Anfang  macht  eine,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Arith- 
metik in  Schweden  enthaltende  Abhandlung  von  Herrn  F.  W. 
Hultman,  welche,  wie  es  scheint,  in  ihren  verschiedenen  Fort- 
setzungen eine  Charakterisirung  der  namentlich  in  älteren  Zeiten 
gebrauchten  arithmetischen  Lehrbücher  enthalten  soll ; die  über 
die  Arithmetik  des  berühmten  Petrus  Ramus  (Parisiis  1581. 
96  Seiten  8".)  und  die  darin  enthaltene  Behandlung  der  Elemen- 
tarlehren der  Rechenkunst  gemachten  Mittheilungen  sind  von  viel- 
fachem Interesse.  — Herr  Göran  Dillner  giebt  die  Einleitung 
zu  einer  grösseren  Abhandlung  über  den  Calcul  mit  geometrischen 
Grössen,  der  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  da  derselbe 

2** 
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Herr  Verfasser  scboo  eine  von  uns  neben  den  Arbeiten  Can- 
chy’s  besonders  p;escbätzte  Schrift  über  diesen  wichtigen  Gegen- 
stand publicirt  bat  *).  — Herr  T.  R.  T h a 1 d n liefert  den  Anfang 
einer  lesenswerthen  Abhandlung  über  die  Entdeckungen  des  jüngst 
verstorbenen  bocbberühmten  Michael  Faraday.  — Wir  finden 
ferner  von  längeren  Aufsätzen  den  Anfang  einer  elementaren  Dar- 
stellung der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis  von  Herrn 
Hj.Hol  mgren  ; ferner  eine  allgemeine  analytische  AuflGsnng  einer 
ganz  allgemein  gefassten  algebraischen  Aufgabe,  die  man  sonst 
wohl  auch  in  beschränkterer  Auffassung  in  den  algebraischen 
Aufgabensammlungen  antrifft,  von  Herrn  F.  W.  Huitman.  Ausser- 
dem liefert  das  vorliegende  Heft  auch  Anzeigen  und  Beurtheilungen 
mehrerer  neu  erschienener  Schriften  von  demselben  Herrn  Ver- 
fasser. — ' Ferner  enthält  nun  aber  ausser  diesen  grösseren  Auf- 
sätzen dieses  Heft  auch  eine  sehr  grosse  Menge  von  interessanten 
Sätzen  und  Aufgaben,  die  der  allgemeinsten  und  sorgfältigsten 
Beachtung  dringend  zu  empfehlen  sind,  wobei  noch  ganz  beson- 
ders hervorgehuben  werden  muss,  dass  diese  reichen  Mittheilungeo, 
die  der  Zahl^lOO  nahe  kommen,  einem  grossen  Theile  nach  von 
Studirenden  der  Universität  Upsala  und  von  Schülern  von  Gym- 
nasien und  anderen  Lehranstalten  in  Stockholm  und  Upsala 
[Knut  Wicksell  (Stockholm),  G.  H.  Liiidquist  (Stockholm), 
A.  E.  Hellgren  (Stockholm),  E.  Lundherg,  N.  Peterson 
'Upsala),  L.  J.  Björkman  (Upsala)]  herrühren;  und  man  muss 
n der  That  alle  Achtung  vor  dem  Zustande  des  mathematischen 
Unterrichts  auf  den  höheren  schwedischen  Lehranstalten  und  der 


•)  M.  H.  Idterar.  Bcr.  Nr.  CIjXXVHI.  S.  19.  and  im  Literar.  Ber 
Nr.  CLXXXVi.  Nr.  3.  di«  Anzeif-«  der  gleichfalls  hierher  gebörenden 
Schrift  des  Herrn  Hnücl,  von  der  — was  wir  beiläufig  erwähnen  — 
nach  einer  uns  gemachten  selir  erfrenlichen  Mittbeiliing  nächstens  ein« 
zweite  Ahtheilmig  erscheinen  « ird.  Nur  solche  wirklicher  mathe- 
mistischer  Dcntlirhheit . Klarheit  und  Bestimmtheit  sich  bedienend« 
und  beileissigcride  Kntwickeliingen  de«  fraglichen  wichtigen  Geges- 
stande.«  hönnen  und  werden  demselben  mit  Erfolg  den  recht  «ehr  sa 
wünschenden  Eingang  in  den  mathematischen  Unterricht  verschaffen  and 
dauernd  sichern.  Deshalb  empfehlen  wir  wiederholt  neben  den  Ar- 
beiten Canehj’s  ganz  besonders  solche  Schriften  wie  die  der  Herren 
Oillner,  Hoüel.  u.  s.  w.,  und  geben  immer  noch  nicht  die  Hoffnung 
auf.  Blich  unsere  eigenen  langjährigen  hierher  gehörenden  sehr  ausge- 
dehnten Arbeiten  nach  lind  nach  (man  vergl.  ThI.  XLIV.  Nr.  XXVI.  S.  443. 
und  Thl.  XLV.  Nr.  XXIX.  S. 434.)  veröffentlichen  zu  können.  Möge 
iin«  Herr  Oillner  recht  bald  mit  der  Fortsetzung  seiner  neuen  Abhand- 
lung in  der  vorliegenden  trefflichen  Zeitschrift  erfreuen. 
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Trefflichkeit  der  denselben  leitenden  Lehrer  bekommen,  wenn 
man  diese  interessanten  Mittheilnngen  liest.  Vieles  haben  aber 
— ansser  den  vorher  genannten  Studirenden  und  Schülern  — auch 
die  Herren  Hui tm an  in  Stockholm  und  Lindroan  inStreng- 
näs  beigesteuert.  Einige  Auszüge  aus  diesen  Mittheilungen  — die 
ivir  fortzusetzen  uns  bemühen  werden  — finden  unsere  Leser  in 
dem  vorliegenden  Hefte  des  Archivs.  — Den  Schluss  des  Januar- 
Hefts  der  neuen  Zeitschrift  macht  endlich  die  Mittheilung  von 
Aufgaben,  weiche  bei  Prüfungen  auf  verschiedenen  schwedischen 
Lehranstalten  im  Jahre  1867  gegeben  worden  sind,  unter  denen 
alle  Lehrer  auch  manches  zu  ähnlichen  Zwecken  ihnen  Nützliche 
finden  werden. 

Hiermit  empfehlen  wir  nochmals  diese  neue  vorzugsweise  dem 
mathematischen  und  physikalischen  Unterrichte  gewidmete  Zeit- 
schrift, auf  welche  wir  noch  oft  zurückzukommen  hoffen,  recht 
«ehr  zur  sorgfältigsten  Beachtung.  Grün  er  t. 


Giornaledi  Matematicheadusodegli  studenti  delle 
oniversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Profes* 
aore  G.  Battagiini.  Napoli.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIX. 
S.  13. 

Novembre  e Decembre  1867.  Pangeometria;  per  N Lo- 
batschewski. p.  321.  Cont.  Vedi  p.  320.  — Sullo  sviluppo 
delle  funzioni  fratte  razionali;  per  Nicola  Trudi.  Cont.  Vedi 
p.  272.  (Nota  I.  Sulla  ricerca  delia  funzione  intera  equivalente 
ad  una  funzione  fratta  razionale  di  una  radice  di  un’equazione.  — 
Nota  II.  Sülle  somme  delle  potenze  simili  delle  radici  delle 
equazioni.).  p.337.  — Sulla  minima distanza  di  due  rette;  per  Euge- 
nio  Beltrami.  p.  351.  — Nota  sulla  rotazione  dei  corpi;  per  G. 
Jaoni.  p.  .355.  - — Annunzio  bibliografico.  p.  357.  — Alcuni  teo- 
remi  sopra  le  curve  piane  algebriche;  perGiulio  Ascoli.  p.  358. 
~ Nota  sullo  stesso  argumento;  per  G.  Ascoli.  p.  365.  — So- 
luzione  delia  quistione  63;  per  G.  Ascoli.  p.  367.  — Probleme: 
Oate  tre  curve  S,  S' , S"  appoggiare  su  di  esse  i vertici  d’un 
triangolo  di  specie  data.  Soluzione  per  V.  Mollame.  — I%ta  sui 
numeri  primi;  per  Giro  Sardi.  p.  371.  — Sopra  un  teorema  di 
Jonquieres;  per  G.  Ascoli;  p.  377.  — ün  teorema  di  Georaetria 
ela  soluzione  delia  quistione  61;  per  G.  Ascoli.  p.  378. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wis- 
senschaften inWien.  (Vergl.Literar.  Ber.  Nr.CLXXXVIII. 
S.  13.). 
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Band  LV.  Heft  III.  Rollet:  Ueber  die  Aenderon^  der 
Farben  durch  den  Contrast.  S.  344.  — v.  Lang:  Kryotallogra- 
phisch'optis'che  Beatimniungeii  mit  Rücksicht  auf  homologe  oed 
isomorphe  Reihen.  (Mit  I Tafel.)  S.  408.  — Rollet:  Zur  Lehre 
TOD  den  Contrastfarhen  und  dem  Abklingen  der  Farben.  S.  4'24. 
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Bernhard  Riemann 

zum  Gedächtniss  von  Ernst  Schering. 

Nachrichten  d.  K.  Gesellschaft  d.  W.  zu  GOttini^n.  1867.  Juni  19.  •) 

Zwischen  der  Geberfülle  an  Nachrichten  politischer  Ereignisse 
traf  uns  die  wenn  auch  nicht  ganz  unerwartete  doch  so  schmerz- 
liche Nachricht  von  dem  allzufrfihen  Tode  des  hoch  geschätzten 
Mathematikers,  des  sehr  verehrten  Mitgliedes  unserer  Gesellschaft 
der  Wissenschaften.  Bernhard  Riemann  hatte  am  2U.  Juli 
1866  die  grossen  Hoffnungen,  die  auf  Ihm  für  die  Bereicherung 
der  menschlichen  Gedankenwelt  noch  ruheten,  mit  ins  Grah  ge- 
nommen, war  innerliaib  des  kurzen  Zeitraums  von  elf  Jahren  seinen 
beiden  grossen  Vorgängern  Ganss  und  Uiricblet  gefolgt. 

Worte  ihm  zur  Erinnerung,  hat  die  K.  Gesellschalt  d.  W. 
mir  gestattet,  io  ihrer  öffentlichen  Sitzung  am  1.  December  v.  Js. 
*a  sprechen.  Die  Bände  ihrer  Abhandlungen  werden  diese  auf- 
nehmen aber  die  Gedächtnissrede  auf  Ganss,  der  geschichtlichen 
E'ntwickelang  der  Wissenschaft  entsprechend,  vorausgehen  lassen. 
Um  nun  inzwischen  dem  Wunsche  nach  Kenntniss  seiner  Lebens- 
umstände  entgegen  zu  kommen  erlaube  ich  mir,  hier  einen  kurzen 
Auszug  zu  geben. 

Georg  Friedrich  Bernhard  Rieman  n als  Predigers  Sohn 
geboren  am  17.  September  1826  in  Breselenz  einem  Dorfe  an  der 


*)  Wir  freuen  iin*,  daos  wir  diene  Leliennskizze  iinaercn  Lesern  iiiit- 
theilen  dürfen  und  sagen  dafür  unteren  besonderen  besten  Dank.  G. 
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Elbgrenze  der  Lüneburger  Heide  erhielt  zusammen  mit  mehren 
Geschwistern  seinen  ersten  Unterricht  vom  Vater  und  zeigte  schon 
damals  besonderes  Interesse  für  Lösung  von  Zahlenaufgaben,  in 
seinem  vierzehnten  Jahre  ging  er  auf  das  Lyceura  in  Hannover 
erwarb  dort  nach  Ueberwindiing  einer  Missstimmung,  die  durch 
die  BeflKhigiing  des  Schülers,  den  Lehrer  in  seinem  mathemati 
Vortrag  berichtigen  zu  können,  entstanden  war,  die  besondere 
Freundschaft  dieses  Lehrers.  Dennoch  war  es  für  Rieman  n von 
grosser  Bedeutung,  dass  er  nach  zwei  Jahren  auf  das  Johanneuni 
in  Lüneburg  unter  die  Leitung  des  Herrn  Uirector  Schmalfuss 
kam.  Dieser  beschäftigte  ihn  nicht  nur  während  der  mathema- 
tischen Schulstunden  mit  für  ihn  eigens  ausgewählten  Problemen, 
sondern  gab  ihm  auch  Bücher  über  Gegenstände  der  böhern  Ma- 
thematik zum  Selbststudium,  die  dann  immer  in  unerwartet  kurzer 
Zeit  zurück  gebracht  wurden.  So  Legendre’s  Theorie  der 
Zahlen,  deren  Inhalt  er  während  einer  Woche  zu  seinem  blei- 
benden Eigenthum  machte. 

Gleich  lebhaft  interessirte  sich  für  den  Schüler  der  Lehrer, 
bei  dem  er  wohnte,  der  auch  mein  Religionslehrer  gewesen,  Herr 
Seffer,  ihm  verdanke  ich  über  seinen  Character  in  jener  Zeit 
noch  diese  Bemerkung,  an  der  wir  unsern  Freund  sogleich  wieder 
erkennen,  er  lobt  ihn  als  still,  bescheiden  und  anspruchslos. 

Nachdem  so  vier  Jahre  in  den  beiden  obersten  Classen  des 
Johanneums  zugehracht  waren,  begab  er  sieb  mit  den  besten  Zeug- 
nissen versehen  Ostern  1846  auf  die  Universität  Göttingen  und 
Hess  sich  dem  Wunsche  des  Vaters  gemäss  für  Theologie  inscri* 
biren.  Hier  hatte  er  das  Glück  Gauss  Vorlesungen  zn  hören, 
beschäftigte  sich  auch  vorzugsweise  mit  dessen  Untersuchungen 
über  complexe  Grössen  so  wie  über  Gegenstände  der  niatbenia- 
tischen  Physik  und  brachte  dem  von  Ostern  1847  biM  184!>  in 
Berlin  unter  Jacobi  betriebenen  Studium  der  elliptischen  and 
Abel’schen  Functionen  einen  fruchtbaren  Gedanken  entgegen. 
Seiner  befreundeten  Stellung  zu  Diriciilet  dankt  er  ans  jener 
Zeit  das  von  diesem  in  ihm  erweckte  Interesse  für  die  Fourier* 
sehen  Reihen  und  die  partiellen  DiflTerential-Gleicbungen. 

Der  Umstand , dass  ihm  Göttingen  die  heimathliche  Univer- 
sität war,  machte  es  seinem  Vater  wünsebenswerth,  dass  er  Ostern 
1849  wieder  hieher  kam.  Neben  der  Ausarbeitung  seiner  von 
Gauss  so  wol  gewürdigten  Doctordissertation  beschäftigte  er  sicli 
nun  auch  angelegentlich  mit  psychologischen  metaphysischen  und 
pädagogischen  Studien. 

Riemann  machte  in  seiner  ersten  Schrift  bei  der  Uoter- 
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Rucfauog  der  Eigenschaften  der  ini  Allgemeinen  stetigen  Functionen 
von  einer  Methode  Anwendung,  die  bis  dabin  in  einer  ganz  hete- 
rogenen Disciplin  der  Mathematik  ihrer  Ausbildung  entgegenge* 
trachsen  war.  Uie  von  Lagrange  zuerst  angewandte  von  La> 
place  und  Poisson  in  sehr  wesentlichen  Eigenschaften  nnter- 
üucbte  dann  durch  Gauss  von  einem  ganz  neuen  Gesichtspunkte 
betrachtete  und  mit  dem  Namen  Potentialfunction  belegte  verän- 
derliche GrOsse  war  zuletzt  durch  Dirichlet  nach  einer  Methode 
behandelt  worden,  die  auf  einem  Satze  beruht,  welchem  Riemann 
wegen  seiner  grossen  Bedeutung  und  vielfachen  Anwendbarkeit 
einen  eignen  Namen  gegeben,  den  des  Dirichlet’schen  Priocips. 
Mit  Zubdifenahme  desselben  gelang  es  ihm,  seine  neuen  Fnnda- 
mentalsätze  über  die  Bestimmbarkeit  einer  Function  mit  complexeni 
Argument  durch  ihre  Unstetigkeitswertbe  oder  durch  gegebene 
Werthe  an  Grenzlinien  zu  beweisen.  Die  Wichtigkeit  der  Unter- 
suchung der  Functionen  für  complexe  Werthe  des  Arguments  war 
»ol  zuerst  von  Gauss  in  ihrer  ganzen  GrOsse  erkannt,  als  er  seit 
Beginn  des  Jahres  1797  sich  mit  den  lemniscatischen  Functionen 
beschäftigte.  Uie  Bedeutung  der  imaginären  Grossen  hatfe  noch 
nach  seinen  eignen  fruchtreichen  Anwendungen  bei  der  Aiifstel- 
Iting  der  Fundamentalsätze  für  die  rationalen  algebraischen  Fun- 
ctionen, für  die  cubischen  und  biquadratischen  Potenzreste  und 
für  die  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  von  Flächen 
auf  einander  auch  noch  neues  Licht  gewonnen  durch  die  von  Abel 
and  Jacob!  eingeffihrten  elliptischen  Functionen  und  durch  die 
roD  Oiricblet  und  den  Herrn  Kummer  und  Kronecker  ent- 
deckten arithmetischen  Eigenschaften  gewisser  homogener  Formen 
beliebigen  Grades.  Die  Bestimmungen  des  reellen  und  imaginären 
Theils  des  Wertbes  einer  Function  nach  dem  Dirichlet’schen 
Princip  erforderte  nun  noch  die  Berücksichtigung  eines  schon  bei 
den  Gebilden  mit  zwei  Dimensionen  auftretenden  bis  dahin  noch 
nicht  untersuchten  Umstandes,  nämlich,  geometrisch  ansgedrückt, 
der  Einfachkeit  oder  Vielfältigkeit  im  Zusammenhang  einer  ein- 
zelnen Fläche. 

Damit  legte  Riemann  die  Grundlage  zu  einer  Methode,  welche 
ohne  die  umfangreichen  Entwickelungen,  durch  die  Goepel  und 
Herr  Rosenhain  jene  nach  Art  der  Jacobi’schen  einfachen 
Reiben  gebildeten  zweifachen  Reihen  die  zum  Voraus  geahneten 
Sätze  bewiesen  und  damit  die  Theorie  der  vierfach  periodischen 
Abel 'sehen  Functionen  erschlossen  hatten;  welche  auf  anderem 
Wege  als  dem  dem  Herrn  Weierstrass  eigenthünilichen,  durch 
den  das  ganze  Gebiet  der  inversen  Functionen  zweiwerthiger  Abel- 
scher Integrale  erst  zugänglich  geworden  war;  die  Lehrsätze  für 
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die  allgemeinen  Alte  Tuchen  Functionen  und  für  die  mehrrach«n 
Reihen,  aus  denen  jene  durch  Multiplicatinn  und  Divieinn  gebildM 
werden  können,  mit  einem  verhältniesmäasig  geringen  analytischen 
Apparate  aus  ihrer  Eigenschaft  der  Periodicitäf  und  ihren  ünslc 
tigkeits-Werthen  beweist. 

Mit  gleichem  Erfolge  wandte  Riemann  diese  Methode  aul 
die  hypergeonietrischen  Reihen  an,  deren  wesentliche  Eigenschaften 
schon  ilurch  Herrn  Kummer  und  in  einer  Abhandlung  des  Rauss- 
schen  handschriftlichen  Nachlasses  aiifgestellt  waren;  ebenso  anl 
die  Verallgemeinerung  dieser  Reihen,  Untersuchungen  die  er  voll- 
ständig aufgezeichnet  aber  der  Oeffentlichkeit  nicht  übergehen  hat; 
zuletzt  noch  hei  der  Ableitung  der  Gleichungen  für  die  Minimal- 
flächen  zwischen  geradlinien  Grenzen,  indem  er  hier  wieder  mit 
Herrn  Weierstrass  gleichzeitig  dasselbe  wissenschaftliche  Gr- 
hiet  betrat.  Durch  jene  hypergeometrische  Reihe  stellte  er  auch 
die  den  Kugelfiinctionen  entsprechenden  Ringfunctionen  dar,  be- 
stimmte durch  sie  auch  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  roo 
endlicher  Schwingungsweite,  nachdem  er  die  bei  diesem  Problem 
auftretende  Differentialgleichung  einem  hhnlichen  \ erfahren  nnter 
werfen  hatte,  wie  dasjenige  ist,  welches  dem  (■  ree n 'sehen  Satre 
zuin  Grunde  liegt. 

Der  Hauptvortheil  bei  Riemann's  Methode  beruht  darauf, 
dass  die  Functionen  iinahhängig  von  ihren  etwaigen  analytinchm 
Darstellungen  ■/..  H.  als  Reiben  oder  Integrale,  die  häufig  tiur  für 
liegrenzte  Gebiete  Bedeutung  haben,  betrachtet  werden.  Die  Er- 
weiterung von  Functionen,  die  bis  dahin  nur  in  dem  Umfange  ilrr 
(lültigkeit  ihres  hekannteu  analytischen  .Ausdrucks  untersucht  waren, 
bildete  für  ihn  den  .Ausgangspunkt  zu  neuen  Entdeckungen,  -so  bei 
der  Restimmiing  der  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen 
Grösse  in  einer  Abhandlung,  die  er  als  Danksagung  für  die  4nf- 
nähme  unter  die  Correspondenten  der  Berliner  Akademie  eine*' 
sandt  hatte.  Eins  der  wichtigsten  hier  angewandten  Hülfsniitlel 
ist  der  Fourier’sche  -Satz;  mit  der  diesem  zu  Grunde  liegeodto 
und  von  Dirichlet  zu  ihrer  ganzen  Bedeutung  erhobenen  Reiben- 
entwickelung hat  Riemann  sich  schon  zuvor  erfolgreich  heschäf' 
tigt.  Er  führt  die  Eigenschaften  einer  durch  eine  trigonometri-sebe 
Reihe  darstellbaren  Function  zurück  auf  die  einer  andern,  welche 
mit  der  zweiten  Integralfunction  derselben  iiii  Zusamnienhang (lebt 
und  zeigt  dabei  auch,  wie  es  nach  <ler  besonders  von  Dirichlet 
zur  Geltung  gebrachten  Dcfiiiition  der  Integrale  selbst  Integnk 
solcher  Functionen  gehen  könne,  die  für  jedes  noch  so  klein  an- 
genommene Intervall  des  Arguments  unendlich  viele  Unstetigkeib- 
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stellen  besitzen.  Neben  die.ser  Abhandlung,  die  er  als  Probe- 
schrift zur  Erwerbung  des  .\kadeniisclien  Lehrrechts  benutzte, 
diente  ihm  zu  gleichem  Zwecke  als  Vorlesung  vor  der  Facultät 
eine  Ausarbeitung  über  die  Hypothesen,  welche  Her  Geometrie  zu 
Grunde  liegen.  Die  Wahl  dieses  Gegenstandes  hatte  G aus  s ver- 
anlasst, w'ol  wegen  des  eignen  Interesses,  das  er  an  demselben 
nahm,  mit  welchem  er  sich  schon  in  frühen  Jahren  beschäftigt  und 
dabei  alsbald  erkannt  hatte,  dass  ebenso  wie  in  der  Mechanik  die 
Dichtigkeit  der  (ürundsätzc  wesentlich  auf  der  Erfahrung  beruhet. 
Non  den  Resultaten  in  diesen  ünlerstichungen  batte  er  nur  das 
veröffentlicht,  was  sich  auf  die  von  der  Heschaffenheit  des  eine 
Fläche  umgebenden  Raumes  unabhängige  Bestimmung  des  Krüm- 
iimngsinaasses  der  Fläche  bezieht.  Dieser  8atz  bildet  wesentlich 
(las  Fundament  für  Riemann’s  eigene  Betrachtungen  der  von 
ilem  Euklidischen  Raume  verschiedenen  nicht  ebenen  Ruumarten. 
Es  wird  dabei  aufmerksam  gemacht  auf  die  Verschiedenheit  der 
Begriffe  der  Unbegrenztheit  und  der  Unendlichkeit  einer  Mannig- 
laltigkeit  von  mehren  Dimensionen;  hervor  gehoben,  wie  unsere 
empirische  Kenntniss  des  die  Kürperwelt  enthaltenden  Raumes 
lieine  Schlussfolgerungen  gestattet  auf  Verhältnisse,  die  erst  merk, 
lieh  werden  für  bis  jetzt  unmessbar  grosse  und  uninessbar  kleine 
seometrische  Gebilde.  In  Bezug  auf  den  letztem  Umstand  wird 
allgedeutet,  dass  die  dadurch  offen  gelassene  Frage  nach  der  ste- 
tigen oder  discreten  Construction  des  Raumes  nicht  ohne  Einfluss 
«ein  darf  auf  unsere  durch  Newton’s  Naturphilosophie  begrün- 
ileten  Anschauungen  über  Naturgesetze.  Mit  den  betreffenden  Pro- 
Memen  hat  Riemann  sich  auch  wiederholt  eingehend  beschäftigt 
iiiid  mir  während  des  Ausbaues  der  Untersuchungen  seine  Ge- 
•lankeii  häufig  mitgetheilt. 

Die  \'ielseitigkeit  Riemann’s  zeigt  sich  nun  noch  darin, 
dass  er,  angeregt  durch  Herrn  Helmholtz  Theorien  der  Combi- 
iiationstüne,  der  Wirbelbewegungen  und  der  Tonemplindiingen, 
neue  Seiten  abgewann  dem  Probleme  ebener  Luitwellen,  dem 
IH  richtet 'sehen  Probleme  des  flüssigen  Ellipsoids,  und  der  Lehre 
Von  der  Mechanik  des  Ohres.  Letztere  ist  freilich  vom  neidischen 
Geschick  in  dem  vveseiitlichen  Theile  uns  Vorbehalten  geblieben. 

Selbst  während  seines  Lebens  können  wir  manche  zufällige 
Umstände  wol  als  der  Bereicherung  der  Wissenschaft  durch  ihn 
hinderlich  anklagen.  Vergegenwärtigt  man  sich,  dass  ihn  seit  dem 
Beginn  der  Universitätsstudien  eine  Krankheit  verfolgte,  die  am 
Wenigsten  eine  Bewegungslose  allein  dem  Denken  gewidmete  I.ie- 
heosweise  duldet;  die  die  Sorgen  noch  steigern  musste,  welche 
«ein  ungünstiges  äusseres  Geschick  hervorrief,  das  ihm  z.  B.  erst 
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in  seinem  zwei  und  dreissigsten  Lebensjahre  nicht  eigene  Exi- 
stensroittel  als  Extraordinarius  verschaffte;  bedenkt  man  oech, 
dass  er  in  eich  die  Spuren  einer  andern  Krankheit  warnahm,  welche 
ihm  schon  in  der  Jugend  die  Mutter  geraubt  hatte,  dann  eine 
Schwester  und  nach  dem  Tode  des  Vaters  den  damals  die  Sorgen 
fiir  die  Familie  tragenden  jpngern  Bruder  und  fast  gleichseitig 
eine  andere  Schwester,  so  kann  man  sich  nicht  ohne  schmerz* 
liebes  Mitleid  in  die  Stimmungen  versetzen,  die  ihn  in  den  wol 
seltenen  Augenblicken,  während  welcher  er  sich  nicht  mit  seioeo 
mathematischen  und  philosophischen  Problemen  beschäftigte,  be- 
schleichen mussten. 

Eine  bedeutende  Besserung  in  seiner  Gemfitbsstimmung  trat 
ein,  als  seit  1858  die  beiden  damals  noch  lebenden  Geschwister 
ihm  hier  dauernde  Gesellschaft  leisteten  und  als  er  später  im 
Jahre  1862  sich  zu  einer  sehr  glücklichen  Ehe  mit  Elise  Koeb 
verband,  die  ihm  für  eine  nur  so  kurze  Reihe  von  Jahren  eine 
LebensgeHthrtin  sein  sollte,  welche  mit  V^erständniss  und  anegie- 
biger  Geduld  die  seiner  schweren  und  langwierigen  Krankheit  ent- 
springenden Eigenheiten  wohlthuend  zu  behandeln  verstand.  Auch 
noch  dadurch  musste  sie  zur  Milderung  seiner  kummervollen  Stim- 
mung beitragen,  dass  die  Trauer  sie  zu  verlassen,  ihn  nicht  dem 
Gedanken  ganz  allein  übergab,  der  so  sehr  auf  ihm  lastete,  dass 
es  ihm  nicht  gestattet  sein  sollte  die  begonnenen  und  die  im 
Geiste  schon  an’s  Ziel  geführten  Arbeiten  zur  Vollendung  zu 
bringen. 

In  voller  Voraussicht  des  nahen  Todes  verlangte  er  vom  Arzte 
wiederholt  und  dringend  eine  Angabe  der  ihm  noch  übrig  geblie* 
benen  Lebensfrist,  um  darnach  die  Arbeit  auszu wählen,  die  in 
solchem  Zeiträume  abgeschlossen  werden  könnte.  Am  Morgen 
des  21).  Juli  früh  7 Uhr  verschied  er,  nachdem  er  noch  Tags  zu- 
vor .«ich  mit  seinen  Untersuchungen  über  das  Gehörorgan  beschäf- 
tigt und  dann  seine  Umgebung  auf  die  nahe  Scheidestunde  vor- 
bereitet hatte.  Es  war  in  Selasca  bei  Intra  am  Lago  maggior«, 
schon  im  vierten  Jahre  hielt  er  sich  zur  Milderung  seiner  Krank- 
heit in  Italien  auf.  Ermöglicht  war  ihm  dieses  durch  die  Libe- 
ralität des  Königlichen  Curatorium  und  die  theilnahmsvolle  Ver- 
wendung seiner  hiesigen  früheren  Lehrer;  es  mag  mir  gestattet 
werden,  dies  hier  zu  erwähnen,  weil  Riemaun  so  oft  von  seiner 
Pflicht  der  Dankbarkeit  gesprochen,  so  sehr  bedauert  hat,  ausaer 
Stande  zu  sein,  den  Dank  durch  die  That  zu  erweisen.  Aach  au  | 
die  grosse  Gastfreundschaft  und  das  Zuvorkoromen,  welch  er  i« 
Italien  so  vielfach  erfahren,  darf  ich  wol  erinnern.  Micbt  nur  die 
Hochachtung  für  seine  wissenschaftliche  Bedeutung,  wie  vor  alle" 
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bei  den  Herren  Betti  und  Felici  gibt  nicb  darin  zu  erkennen, 
sondern  wie  auch  bei  dem  Herrn  Ja  eg  er  in  Messina  und  anderen 
der  Dank  gegen  den  Freund  Riemann’s,  der  den  Vulcanen  ihres 
Landes  so  viel  Studien  gewidmet  und  mit  seinem  geometrischen 
Netze  den  Etna  umsponnen  hatte. 

Der  Aufenthalt  in  diesem  Lande  ist  durch  das  Interesse,  das 
er  an  den  Geschichts-  und  Kunstrooiiumenten  und  den  landschaft- 
lichen Si-hünheiten  nahm,  noch  ein  wahrer  Lichtpunkt  (ur  seine 
Geinüthsstimmung  geworden,  zu  deren  Hebung  die  intime  Freund- 
schaft des  Herrn  Betti  und  die  in  dem  Anerbieten  der  durch 
Mossotti’s  Tod  erledigten  Professur  ausgesprochene  Hoffnung 
auf  Kes.serung  seiner  Gesundheit  auch  wesentlich  beigetragen  hat. 

Das  Andenken  an  Riem  an  n bleibt  auf  immer  durch  seine 
»issenschaftlichen  Entdeckungen  begründet.  Seine  Schüler  er- 
inneni  sich  mit  besonderer  dankbarer  Liebe  der  Freigebigkeit  in 
Mittheilungen  wichtiger  neuer  und  von  ihm  selbst  gar  nicht  ver- 
öffentlichter Untersuchungen,  der  Unermüdlichkeit  des  Lehrers  im 
Bestreben,  die  ganze  Wahrheit  des  Vorgetragenen  zu  voller  Ue- 
berzeuguiig  des  Lernenden  zu  bringen. 


(«eschichte  der  iVlathematik  und  Physik. 

Intorno  alla  vita  e alle  opere  di  Luigi  Lagrange. 
Discorso  letto  nel  R.  Liceo  Galilei  di  Pisa  per  la  festa 
letteraria  commeniorativa  dal  Ca v.  A.  Forti,  Professore 
di  Matematiche  e M eccanica  al  Liceo  stesso  e alle 
scuole  tecniche  comunali.  26.  .Aprile  1868.  Pisa,  dalla 
Tipografia  Nistri.  1868.  8". 

Der  treffliche  Herr  Verfasser  beginnt  diese  ausgezeichnete 
Kede  mit  den  Worten:  ,,Signuri!  Con  molto  senno,  gl’illustri 
.Autori  dei  nostri  regolamenti  scolastici  hanno  stabilito,  che  in 
ciasciin  anno,  nel  giorno  solenne  della  distribnzione  dei  preiuii 
agli  aUievi  dei  RR.  Licei  e delle  Scuole  Tecniche,  si  ragionasse 
da«  Prufessori  insegnanti,  ciascuno  alla  sua  volta,  della  vita  e delle 
opere  di  quaicbe  italiano,  resosi  celebre  per  scienze  o per  lettere. 
Perciocche  nulla  piü  dello  specchio  degli  uoniini  eminent! , i cui 
nomi  sono  con  riverenza  tramandati  ai  posteri,  puö  destare  negli 
animi  giovanili  Io  amore  allo  studio,  e la  costaiiza  a sormontare 
la  siepe,  ond’e  cinta  la  nieta,  che  e il  sapere  profoudo  etc.“  Hier- 
nach besteht  also  auf  den  italienischen  Lyceen  und  technischen 
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•Schulen  — als  V'orscbriftder  Regieinng  — die  herrliche,  gewiss  irehScb- 
sten  Grade  nachahmungs  werthe  Sitte,  dass  in  jedem  Jahre  am  T ageder 
feierlichen  Preisvertheilang  von  einem  der  Professoren  eine  Festrede 
gehalten  wird,  in  welcher  er  die  Verdienste  eines  um  die  Wissenschaften 
besonders  verdienten  Italieners  zu  schildern  und  den  Schülern  vor 
die  Augen  zu  führen  hat.  Und  wen  konnte  denn  Herr  A.  Forti 
ini  Jahre  1868  auf  dem  Königlichen  Lyceum  „Galilei“  in  Pisa 
wohl  besser  und  mit  grösserem  Rechte  zu  dieser  Schilderung 
wählen  als  den  grossen  Giuseppe  Luigi  Lagrange,  geboren 
in  Turin  am  30.  Januar  1736,  gestorben  zu  Paris  am  10.  April 
1813,  Morgens  9*  Uhr.  Auf  S.  26  sagt  Herr  Forti:  „La  mattioa 
deir  8 Aprile,  i Senator!  Monge,  Lacepede  e Chaptal,  venirano, 
da  parte  dell’  Imperatore,  a porgergli  il  gran  Cordone  della  Riii- 
nione  *).  Lagrange  li  ricevette  con  la  sua  solita  affabilitä,  ed 
entrö  con  loro  in  una  conversazione,  che  fu  l'ultima.  Da  prima 
le  sue  parole  si  aggirarnno  sull’  Imperatore,  e sulle  sue  qualitä  di 
grande  guerriero  e di  Sovrano  munilicente.  Domandato  di  poi  dai 
colleghi,  del  come  egli  si  sentisse,  rispose:  veder  bene,  la  sua 
carriera  essere  finita  e che  la  dirainuzione  graduata  di  forze  avrebbe 
giä  spenta  dolcemeiite  la  sua  vita,  se  non  era  che  la  Connorte 
affettuosissima  vi  si  fosse  opposta.  S’intende  ch’egli  alludeva  alle 
eure  assidue  della  Contessa  a ristorargliele.  La  conversazione 
durb  circa  due  ore;  la  memoria  gli  mancava  spesso,  speciaimenle 
der  nnmi  e delle  date.  Gli  amici  si  ritiravano,  ed  egli  cadeva  in 
profondo  abbattimentu.  Due  giorni  appresso  alte  9,  del  niattino, 
egli  non  era  piii.  Lagrange  cninpiva  allora,  77  anni,  2 nieoi  e 
10  giorni ; la  sua  malattia  era  durata  dieci  giorni,  senz’  altro  dolore 
che  uno  stato  febrile  incessante.  II  suo  corpo  fu  trasportato  coo 
grande  solennitd  al  Pnnteon;  Lacepede  e Laplace  iessero  ciascuno 
iin  discor.so  lunebre“.  — Wir  haben  die.«e  herrliche,  den  grossen 
Mann  nach  allen  Seiten  hin  lebhaft  und  eingehend  schilderuile 
Rede  mit  dem  grössten  Interesse  gelesen,  und  empfehlen  dieselbe 
— Herrn  Forti  für  deren  Veröffentlichung  unseren  wärmsten  Dank 
sagend  — unseren  Lesern  zur  sorgfältigsten  Beachtung.  Aller  ihm 
irgend  zugänglichen  Hülfsmittel  hat  derselbe  sich  mit  der  grössten 
Sachkenntniss  bedient,  insbesondere  auch  der  von  dem  jetzigen 
Präsidenten  des  italienischen  Ministeriums,  Grafen  Menahrea- 
selbst  höchst  ausgezeichnetem  und  berühmten  Mathematiker,  einem 


*)  l’Ordine  de  II  n Ki  ii  n i one,  era  iin  iiidiiie  civile  e iiiililare  ereil* 
da  Mapoleone  1 nel  181 1 , io  occaainn«  che  l’Olanda  era  aggregali  ilb 
t-  raneia:  euo  loitiluiva  l’ordiac  dell’  liniuiie,  creato  dal  Re  Diig' 

Kwuaparte. 
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der  ausgezeichuefsten  Schüler  von  Plana  — bei  der  Inauguration 
desLagrauge  in  Turin  auf  der  Piazza  Lagraiige  errichteten 
Monuments  am  15.  Juni  1867  gehaltenen  Festrede.  Das  Monument 
trägt  die  Inschrift;  „A  Lnigi  Lagrange  — La  Patria“.  La- 
grange  ist  nach  dem  Leben  dargestellt,  in  der  linken  Hand  ein 
Buch  mit  der  Inschrift  Mecanique  analytique,  in  der  rechten 
Hand  einen  Griffel  haltend. 


Der  Alg^oriamus  Proportlonam  des  STleolaa«  Oresme. 
Zum  ersten  Male  nach  der  Lesart  der  Handschrift  R. 
4<’.  2.  der  Königlichen  Gymnasial  - Bibliothek  zu  Thorn 
heransgegebeii  von  E.  L.  W.  M.  Curtze.  Mit  einer  litho- 
graphierten Tafel.  Dem  Gymnasinrazu  Tbornzurdritten 
Säcularfeier  den  8.  März  1868  der  Copernikus -Verein 
für  Wissenschaft  und  Kunst  zu  Thorn. 

Die  obige  von  Herrn  M.  Curtze  wohl  zuerst  besonderer 
Beachtung  gewidmete  und  in  ihrer  Bedeutung  erkannte  Handschrift 
der  Bibliothek  des  Königlichen  Gymnasiums  zu  Thorn  ist  jeden- 
falls nicht  unwichtig  für  die  Geschichte  und  die  ältere  Literatur 
der  Mathematik,  und  Herr  Curtze  verdient  gewiss  besonderen 
Dank,  dass  er  dieselbe  an’s  Liebt  gezogen  und  den  Bearbeitern 
der  Geschichte  der  Mathematik  zugänglich  gemacht  bat.  In  einer 
mit  grossem  Fleiss  und  grosser  Sachkeontoiss  verfassten  gelehrten 
Einleitung  giebt  Herr  Curtze  Nachricht  von  dem  Verfasser  der 
Schrift  Nicolaus  Ores me,  welcher  geboren  war  im  Dorfe  Alle- 
magne  bei  Caen  in  der  Normandie,  wahrscheinlich  zu  Anfang 
des  XIV.  Jahrhunderts,  am  16.  November  1377  in  Avignon  zum 
Bischof  von  Li sieux  geweiht  wurde,  und  als  solcher  den  II.  Juli 
1382  starb;  er  giebt  dessen  verschiedene  Werke  an,  und  charak- 
terisirt  dann  die  hier  vorliegende  Schrift  im  Allgemeinen  in  lehr- 
reicher Weise,  worauf  endlich  die  Schrift  selbst  auf  S.  13  bis 
S.  30  mitgetheilt  wird.  Wir  bemerken  nochmals,  dass  dieselbe 
gewiss  verdient,  von  den  Bearbeitern  der  Geschichte  der  Arith- 
metik sorgfältig  beachtet  zu  werden. 

Bullettino  di  Bibliografie  e di  Storia  delle  scienze 
matematicbe  e fisiche,  pubblicato  da  B.  Boncompagni. 
Roma  1868.  4«. 

Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  neuen  Zeitschrift,  deren  Er- 
scheinen wir  schon  in  dem  ersten  Hefte  dieses  48sten  Tbeiis  des 
Archivs  S.  119.  120  vorläuBg  angezeigt  haben,  liegen  jetzt*  vor 


Digilized  by  Google 


I 


10  LiterurUcher  Hericht  ÜLXXXXI. 

uns.  Wir  halten  dieselbe  fSr  das  wichtigste  Förderungsmittel  drr 
Geschichte  der  Mathematik  und  Physik,  welches  es  jetzt  giek«, 
und  wüssten  in  der  That  nicht,  welches  grSssere  Verdienst  Herr 
B.  Boncompagni  seinen  schon  jetzt  so  grossen,  alles  früher  Oe 
leistete  weit  überragenden  Verdiensten  uni  die  Geschichte  der  beiden 
genannten  Wissenscbailen  hätte  hinzuiügen  künnen,  als  die  Grün- 
dung dieser  neuen  Zeitschrift,  und  können  nur  aus  dem  innersteo 
Grunde  unseres  Herzen  wünschen,  dass  die  Vorsehung  dem  tref- 
lichen , von  uns  hoch  verehrten  Manne  noch  lange  Kraft  und  Ge 
sundheit  schenken  möge,  das  jetzt  begonnene  so  schöne  und 
höchst  wichtige  wissenschaftliche  Unternehmen  bis  in  die  fernste 
Zeit  ohne  alle  Störung  und  Unterbrechung  fortzuführen;  er  wird 
seinem  Namen  dadurch  ein  neues  unvergängliches  Denkmal  in  dm 
Annalen  der  Wissenschaft  setzen.  Wir  werden  in- unseren  litera- 
rischen Berichten  stets  den  vollständigen  Inhalt  der  einzeloen 
Hefte  so  bald  als  irgend  möglich  angeben,  indem  weitere  md 
ausführliche  Referate  der  beschränkte  Raum  dieser  literarischeD 
Berichte  uns  nur  in  einzelnen  Ausnahmeföllen  gestatten  wird. 

Tomo  I.  Gennaio  1868.  Sopra  Pietro  Peregriiio  di  Mni- 
conrt  e la  sua  epistola  De  Magnete.  Memoria  prima.  Dd 
P.  D.  Timoteo  Berteili  Barnabita.  p.  1 bis  p.  32. 

Tomo  I.  Febbraio  1868.  Aven  Natan,  e le  teorie  sulla 
origine  della  luce  lunare  e delle  stelle  presso  gli  autori  ebrei  del 
medio  evo.  Nota  di  M.  Steinscheider  p.  33.  — Intoruo  al 
centro  di  gravitä.  Notizie  storico-critiche  del  Sig.  Dott.  Dom«- 
nico  Piani,  Segretario  del’  Accademia  delle  Scienze  dell’  Istitoto 
di  Bologna,  p.  41.  (Ein  zwar  kurzer,  aber  viele  lehrreiche  histo- 
rische Notizen  über  die  eigentlichen  Erfinder  gewisser  bekannter, 
zugleich  mit  der  Lehre  von  den  Maxiinis  und  Minimis  zusammen- 
hängender Sätze  vom  Schwerpunkte,  mit  anzuerkennender  Her- 
vorhebung der  Berechtigung  einiger  italienischer  Mathematiker 
(Fagnano’s,  Lorgna’s  und  besonders  Matencci’s)  auf  die  Er- 
findung einiger  dieser  Sätze,  und  mit  besonderer  Beziehung  auf 
eine,  einer  Berichtigung  oder  wenigstens  Einschränkung  bedürfende 
historische  Notiz  in  Baltzer’s  Elementen  der  Mathematik. 
Band  II.  Zweite  Aufl.  1867.  S.  128.  am  Ende.).  — Intomo 
ad  alcune  definizioni  della  forza  di  restituzione  dei  corpi  solid) 
corrispondenti  ai  due  metodi  analitico  e sintetico  coi  quali  ü stets 
studiata  la  teoria  dell’  elasticitä.  Nota  del  Dott'.  DomenicoCi- 
polletti.  p.43.  — De  notis  numerornm  romanis.  AuctoreG.  Fried- 
lein. p.  48.  — Sur  la  ddtemiination  de  la  troisiüme  indgairte  lu- 
naire  on  Variation  par  Aboul-Wefi  et  Tycho  Brahd.  Lettre  dt 
M.  L.  Ara.  Sddillot  a D.  B.  Boncompagni.  p.  31.  — ^Idmetts 
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de  Geometrie  per  Eugene  Catalan.  Deaxidnic  edition  revue 
et  augmentee.  Paria,  Gauthier  - Villars,  ecc.  1866.  — Par 
üonienico  Chelini  d.  S.  P.  p.  54.  — Nicomacbi  Geraaeni 
Pytbagorei  Introductionia  Arithmeticae  libri  II.  Recenauit  Ri- 
cardua  Hocbe.  Acceduiit  Codieia  Cizeiiaia  Prnbieraata  Arith> 
metica.  Lipaiae  in  aedibua  B.  G.  Teubneri.  MDCCCLXVl. 
— Prof.  Gioaeppe  Spezi,  p.  57.  — Sugli  spettri  priamatici 
delle  atelle  6aae.  Memoria  del  P.  A.  Secchi,  ecc.  Firenze, 
atamperia  reale,  1867  (Eatratto  dell'  Autore.).  p.  62. 


Arithmetik. 

Riduzione  d’un  integrale  niultiplo.  Nota  del  Sig. 
Aiigelo  Genocchi.  Roma.  Tipografia  delle  belle  arti. 
1857.  8». 


Dieae  schon  vor  längerer  Zeit  erschienene  Schrift  ist  uns  erat 
jetzt  von  ihrem  Herrn  Verfasser  gStigst  zugesandt  worden,  und 
wir  müssen  daher  von  derselben  noch  kurz  Notiz  nehmen.  Sie 
beschäftigt  sich  in  eleganter  Weise  mit  der  Entwickelung  des 
Integrals 

S = f f{P,  Q)  dx  dydx.,.. 

wenn 

X*  w*  i* 

p — I ^ ^ +fty  + — 


und  f{P,  Q)  eine  gegebene  Function  von  P und  Q ist,  das  Inte- 
gral ausgedehnt  auf  alle  positiven  und  negativen  Wertbe  der  n 
Veränderlichen  x,  y,  z, für  welche 


+....<1 


ist.  Am  Schlüsse  zeigt  der  Herr  Verfasser  noch  besonders,  dass 
die  von  Herrn  Schlömilch  für  den  besonderen  Fall  f{P,Q) 
= F(P)<p(Q)  in  den  sächsischen  Sitzungsberichten  und  seinen 
Analytischen  Studien.  Tbl.  II.  S.  177  und  S.  179,  so  wie 
noch  anderwärts,  gegebenen  Entwickelungen  falsch  sind,  indem  er 
„Queste  due  formole*)  roostrano  che  il  valeredi  dne  integrali 


*)  Bezieht  ekh  auf  zwei  vorhergehende  van  Herrn Genocehi  ent- 
wiehelte  Kormehi. 
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niultipli  dato  dal  aig.  Scbluniilch  a pag.  333  e 334  del  T. III. 
di  questi  Annali“.  — (Annali  di  acienze  matematiche  e fisiche 
pubblicafi  in  Roma,)  — „equazioni  (5)  e (6)  e doppio  del  vero.  II 
Muo  errore  deriva  dall’  uso  del  fattnre  discoiitinuo 

\ p pB 

“ / e~'“'duj  F(t)coauidt, 

— 00  J 

che  prende  il  medeainm  valore  per  t e per  — s,  e qoiiidi  noii  a 
aempre  nulle  fuori  dei  limiti  t = A e s = B,  ae  se  una  fuDziona 
ehe  pub  cambiar  segno.“ 

„Le  dette  equazioni  (5)  e (6)  coHiniano  coii  le  (4)  e (5)  delle 
pag.  177  e 179  degli  Studi  Aiialitici  del  inedeainio  autora, 
vol.  II.  Anche  reqnazioiie  (8),  pag.  181,  di  queato  vol.  II..  dere 
per  egual  motivo  emendarsi  togliendo  dal  aecondo  membro  il  fattore 
2;  e cessa  la  singolaritä  ivi  notata  per  cui  tali  equazioni  sup- 
poate  vere  nel  caso  di  piü  variabili  non  valevano  in  que'lo  d’ana 
▼ariabile  sola“. 


Geodäsie. 

Das  Polheiiot’acb  e Problem  in  theoretischer  und 
practischer  Beziehung.  Mit  besonderer  ROcksichtauf 
dessen  graphische  Lösung  mittelst  des  Messtisches 
(RQckwärtseinschrieiden  aus  drei  Puncten).  Für  aus- 
übende Geometer  und  Studirende  der  practischeii  Geo- 
metrie dargestellt  von  JosefHöltschl,  Assistenten  der 
Lehrkanzel  der  practischen  Geometrie  am  k.  k.  Poly- 
teebnicum  in  Wien  u.  s.  w.  Mit. 36  in  den  Text  einge- 
druckten Holzschnitten.  Weimar,  1868.  B.  F.  Voigt.  8". 

Wir  glauben  denen,  die  sich  mit  dem  schon  oft  auch  in  besonde- 
ren Schriften  behandelten  Po  t h e n o t 'sehen  Problem  eingehend  theo- 
retisch und  praktisch  beschäftigen  wollen,  diese  Schrift  vorzugsweise 
empfehlen  zu  dürfen.  Dieselbe  ist  mit  grosser  Saebkenntniss  und 
strenger  mathematischer  Behandlung  verfasst,  welche  letztere  jedoch 
nicht  mehr  Kenntnisse  in  Anspruch  nimmt,  als  bei  jedem  wissenschaft- 
lichen Praktiker  vorausgesetzt  werden  dürfen.  Der  Herr  Verfiasser 
hat  alle  bisher  gegebenen  Auflösungen,  welche  nur  irgend  auf  prak- 
tische Anwendbarkeit  Anspruch  machen  dürfen,  einer  sorgiältigen 
Behandlung  und  kritischen  Beurtbeilung  rücksichtlicb  ihres  prak- 
tischen Werthea  unterworfen,  auch  der  durch  dieselben  zu  er- 
reichenden Genauigkeit  und  den  bei  denselben  möglichen  Fehlern 
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lind  deren  GrSnzen  eine  sehr  sorgfältige  Berücksichtigung  gewid' 
met,  und  sich  überall  als  einen  Mann  bew.äbrt,  welcher  mit  theore- 
tischen Kenntnissen  genaue  Bekanntschaft  mit  den  Ansprüchen 
der  Praxis  und  praktischen  Takt  verbindet.  Ausserdem  enthält 
die  Schrift,  wenn  sie  auch  vorzugsweise  fremde  Lösungen  berück- 
sichtigt, sehr  viele  höchst  einsichtsvolle  eigene  Bemerkungen,  durch 
welche  die  Lösungen  theilweise  vereinf.icht,  in  der  theoretischen 
Darstellung  elementarisirt,  und  der  fruchtbaren  praktischen  An- 
wendung entweder  näher  geführt  oder  zu  derselben  erst  recht 
geeignet  gemacht  werden.  Aus  verschiedenen  Gründen  — weiche 
sich  dem  Leser  bei  näherer  Kenntnissnahme  von  der  Schrift  ganz 
von  selbst  heraussteilen  werden  — halten  wir  es  nicht  für  ange- 
messen, auf  den  speciellen  Inhalt  der  sehr  zu  empfehlenden  Schrift, 
namentlich  die  unseren  eigenen  .Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand geschenkte  — von  uns  übrigens  mit  dem  wärmsten  Danke 
erkannte  — ausführliche  Berücksichtigung,  näher  einzugehen  und 
darüber,  wie  wir  sonst  wohl  gewohnt  sind,  hier  zu  referiren,  in- 
dem wir  nur  bemerken,  «lass  in  dem  Anhänge  auch  das  bekannte 
Hansen 'sehe  Problem  (Rück wärtseinschneiden  ans  zwei  Punkten) 
eine  eingehende  und  sorgfältige  Behandlung  gefunden  hat.  Alle 
gehörig  wissenschaftlich  vorgebildeten  Praktiker  werden  aus  dieser 
Schrift  sehr  viele  Belehrung  schöpfen  können,  weshalb  wir  die- 
selbe hier  nochmals  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.  G. 


i\  a u t i k. 

Neue  einfache  Methode  für  Zeit-  und  Längenbe- 
Stimmung.  Von  J.  J.  Ästrand,  Uirector  der  Sternwarte 
zu  Bergen  in  Norwegen.  (Mit  1 Tafel).  Mit  Vorbemer- 
kungen von  Karl  v.  Littrow.  Ans  dem  LVI.  Rande  der 
Sitzt),  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  (in  Wien). 
II.  Abthl.  October  - Heft.  1867.  8". 

Andeutungen  für  Seeleute  über  den  Gebrauch  und 
die  Genauigkeit  der  Methode,  Länge  und  Missweisung 
durch  Ci rcummeri dia nh öh  en  zu  bestimmen.  Von  Karl 
V.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Wien. 
Carl  Gerold’s  Sohn.  1868.  8“.  , 

Herr  K.  v.  Littrow  hat  sich  bekanntlich  durch  Angabe  einer 
einfachen  Methode  zur  Zeit-  und  Längeiibestimmung  mittelst  Cir- 
cummeridianhöhen  um  die  Nautik  sehr  verdient  gemacht.  Diese 
Methode  hat  bereits  auf  grossen  Seereisen,  namentlich  auch  hei 
der  Novara- Expedition,  vielfache  Anwendung  gefunden,  und  bat 
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sieh  überall  in  der  Praxis  vollkommen  bewährt.  Schon  im  Liier. 
Ber.  Nt.  CLX.  S.  4.  (Thi.  40.)  haben  wir  über  dieselbe  ausfübrlicb 
referirt,  und  dürfen  sie  daher  als  unseren  Lesern  vollkommen  ke* 
kanot  betrachten,  zugleich  unter  Hinweisung  auf  unsere  Anzeige 
der  verdienstlichen  Schrift  von  Herrn  Faye  über  dieselbe  im  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXV.  S.  10.  (ThI.  42.). 

In  der  ersten  der  beiden  obigen  Abhandlungen  hat  nun  Herr 
Director  J.  J.  Ästrand  in  Bergen  in  Norwegen  jedenfalls  in 
sehr  eleganter  und  lehrreicher  Weise  eine  von  der  Methode  des 
Herrn  v.  Littrow  sich  darin  wesentlich  untersebeidende  Methode 
zur  Zeit-  und  Längenbestimmung  entwickelt,  dass  nicht  wie  bei 
dieser  letzteren  die  Differenz  zwischen  den  beobachteten  Circnni- 
meridianhCheii  selbst,  sondern  die  Differenzen  zwischen  der  Cal- 
minationshShe  und  jeder  der  Circumnieridianhuhen  in  die  Recbnnng 
eingeführt  werden.  Herr  Ästrand  bat  seine  Methode  auf  mehrere 
während  der  Novara- Expedition  angestellte  Beobachtungen  aege- 
wandt,  und  die  dadurch  erhaltenen  Resultate  mit  den  von  Herrn 
V.  wolle rstorf  nach  Herrn  v.  Littrow’s  Methode  erhaltene! 
Resultaten  sehr  nahe  übereinstimmend  gefunden. 

Wenn  nun  Herr  Ästran  d in  der  Einleitung  zu  seiner  .Abhand- 
lung die  Priorität  der  Erfindung  der  auf  den  aus  dem  Obigen  sidi 
von  selbst  ergebenden  Principien  beruhenden  Methode  zur  ZeK- 
und  Längenliestimmung  für  Herrn  H an  st  een  in  .Anspruch  nimmt, 
und  deshalb  auf  das  Lehrbuch  der  Astronomie  dieses  auch 
von  uns  hochverehrten  Gelehrten  verweist,  so  glauben  wir  doch, 
Herrn  v.  Littrow  beipflichten  zu  müssen,  wenn  er  in  seinen  Vor- 
bemerkungen zu  Herrn  Ästrand’s  allerdings  sehr  lehrreichen  Ab- 
handlung seine  hievon  abweichende  Ansicht  ansspricht  und  durch 
triftige  Gründe  belegt,  indem  er  zugleich  einige  beachtenswertbe 
Bemerkungen  über  die  von  Herrn  Ästrand  angegebene  Methode 
hinzugefügt;  denn  Herr  v.  Littrow  bat  doch  jedenfalls  und  un- 
bestreitbar zuerst  die  zweckmässige  Verwendbarkeit  der 
von  ihm  in  ganz  unabhängiger  Weise  gefassten  Idee 
für  die  Praxis  deutlich  nachgewiesen,  und  dazu  der 
Methode  die  Einrichtung  gegeben,  dass  die  Genauigkeit 
der  durch  dieselbe  zu  gewinnenden  Resultate  verbürgt 
werden  kann. 

ln  der  zweiten  der  beiden  obigen  Schriften  hat  Herr  v.  Lit- 
trow sich  um  die  Seefahrer  dadurch  ein  sehr  dankenswertbet 
neues  Verdienst  erworben,  dass  er  darin  denselben  alles  dasjenige 
mit  der  grössten  Deutlichkeit  erläutert  und  vor  die  Augen  geführt 
bat,  worauf  es  bei  der  wirklichen  praktischen  Anwendung  seiner 
schonen  Methode  wesentlich  ankommt,  wenn  sie  mit  der  grCsstet 
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Tj«ichti((keit  angewandt,  und  wenn  mit  ihr  eine  mügiicbat  grosse 
(Genauigkeit  erzielt  werden  soll.  Er  hat  alle  zu  befolgenden  Gruud- 
i«ätze  in  sehr  bequemer  Uebersicht  zuaammengestetit  und  daran 
in  sehr  dankenswerther  Weise  die  Vorschriften  für  gleichzeitige 
Bestimmung  der  Missweisung  geknüpft.  Gewiss  hat  er  vollkommen 
Recht,  wenn  er  sich  bei  diesem  Abrisse  auf  die  Sonne  als  zu 
beobachtendes  Gestirn  beschrSnkt  hat,  da  — wie  Jeder  weiss, 
wer  mit  der  Schifffahrt  einigemiassen  bekannt  ist  — der  Seemann 
sich  zu  Sterilbeobachtungen  nur  entschliesst,  wenn  er  astronomisch 
besonders  tüchtig  ausgebildet  ist,  dann  aber  für  die  wenigen,  in 
diesem  Falle  iiiithigen  Ergänzungen  der  in  der  vorliegenden  Schrift 
entwickelten  Regeln  der  Belehrung  nicht  bedarf. 

Wir  empfehlen  namentlich  auch  diese  zweite  Schrift  der  sorg- 
fältigsten Beachtung  aller  Seeleute  recht  sehr. 


Physik. 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der 
Physik  für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunter- 
richte. Von  J.  Pranghofer,  Assistenten  der  höheren 
Mathematik  am  k.  k.  Polytechnikum  in  Wien.  Erster 
Theil:  Mechanische  Naturlehre.  Mit  56  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.  Wien.  1868.  W.  Braumüller.  8**. 

Eine  sehr  gute,  zur  vielfachsten  Benutzung  zu  empfehlende 
Sammlung  physikalischer  Aufgaben,  jedenfalls  eine  der  besten, 
welche  es  giebt.  Mit  vollem  Rechte  herrscht  namentlich  in  dieser 
ersten  Abtheilung  das  mathematische  Element  vor,  was  übrigens 
bei  einer  zunächst  für  österrei  chisc he  Lehranstalten  bestimmten 
physikalischen  Aufgabensammlung  von  vorn  herein  zu  erwarten 
war,  weil  — wie  dies  auch  schon  früher  von  uns  oftmals  lobend 
hervorge  hoben  worden  ist  — auf  diesen  Lehranstalten,  eben  so  wie 
auf  unseren  p renssisch  eil  trefflichen  Realschulen  erster  Ordnung, 
die  Physik  immer  vorherrschend  mathematisch  — wenn  auch  nur  unter 
Voraussetzung  der  mathematischen  Elemente  — behandelt  worden 
ist,  ohne  übrigens  die  Bedeutung  des  Experiments  irgend  wie  zu 
verkennen  und  dasselbe  im  Geringsten  zu  vernachlässigen;  dass 
aber  namentlich  für  die  Schüler  höherer  Schulen  die  bildende  Kraft, 
besonders  in  der  niecbanisciien  Naturlehre,  hauptsächlich  io  deren 
möglichst  strengen  elementar- mathematischen  Behandlung  liegt, 
ist  gegenwärtig  zu  unserer  grössten  Freude  wohl  so  allgemein  an- 
erkannt, dass  darüber  ein  weiteres  Wort  nicht  zu  verlieren  ist. 
Und  diesen  Gesichtspunkt  hat  denn  auch  die  vorliegende  ausge- 
zekbnete  Sammlung,  wie  schon  erwähnt,  mit  vollstem  Recht« 
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vorzugsweise  fest  gehalten.  Der  Fortsetzung  derselben  mit  recht 
grossem  Verlangen  entgegen  sehend,  müssen  wir  uns  hier  mit 
der  folgenden  Angabe  des  Inhalts  der  Hauptabschnitte  begnügen: 

I.  Von  den  Kräften,  die  auf  einen  freien  Punkt  oder  auf  meh- 
rere Punkte  wirken  und  vom  Gleichgewichte  dieser  Kräfte.  II. 
(Jeher  den  Schwerpunkt  und  die  Stabilität  der  Körper.  III.  (Jeher 
die  einfachen  und  einige  zusammengesetzte  Maschinen.  IV.  (Jeher 
die  Festigkeit  der  Körper.  V.  Hydrostatik.  VI.  Aerostatik.  VII. 
Gleichförmige,  gleichfrirmig  beschleunigte  und  gleichförmig  ver- 
zögerte Bewegung.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Beae- 
wegungen.  VIII.  Vom  dynamischen  Mass  der  Kräfte  und  der 
mechanischen  Arbeit.  IX.  Der  freie  Fall,  der  Fall  auf  der  schiefen 
Ebene  und  der  Wurf  der  Körper.  X.  (Jeher  das  Trägheitsmoment 
und  das  Pendel.  XI.  Von  der  Centralbewegung.  XII.  Vom  Stosse 
Xlll.  (Jeher  die  Reibung.  XIV.  Hydrodynamik.  XV.  Aerodynamiit. 

Alle  Achtung  vor  dem  Zustande  des  physikalischen  (Jnterrichts 
auf  Schulen,  durch  welchen  die  Schüler  vollständig  zur  Lösung 
aller  in  dieser  reichen  und,  ohne  den  Kreis  der  matbematiscben 
Elemente  irgendwie  zu  überschreiten,  weit  gehenden  Sammlung  rop 
kommenden  Aufgaben  in  den  Stand  gesetzt  und  befähigt  werden:! 

Das  Klima  von  Posen.  Resultate  der  meteorologi- 
schen Beobachtungen  auf  der  König  I.  meteorologischen 
Station  zu  Posen  in  den  Jahren  1848  bis  1865.  VonDoc- 
tor  Albert  Magener,  Oberlehrer  an  der  Realschule. 
Mit  einer  Isothermenkarte  (Farbendruck)  und  einer 
Karte  der  täglichen  Wärmeroittel  für  Posen.  Posen. 
.1.  Leissner.  1868.  8". 

Eine,  wie  es  uns  scheint,  sehr  gute  meteorologische 'Mono- 
graphie, der  man  möglichst  viele  Nachfolger  in  ähnlicher  Weise 
wünschen  muss.  Aber  auch  aus  einem  anderen  und  für  uns  we- 
nigstens noch  wichtigeren  Grunde  ist  das  Buch  der  Beachtung 
der  Leser  recht  sehr  zu  empfehlen.  Denn  dasselbe  ist,  wie  der 
Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  auch  selbst  andeutet,  in  der  Tbat 
alseine  „populäre  Meteorologie“  zu  betrachten,  ni; . zwar 
nach  unserer  Meinung  als  eine  sehr  gute  und  empfehlen^werthe. 
Der  Leser  erhält  in  diesem  Buche  eine  Anleitung  zu  alleW  Dem, 
worauf  er  bei  meteorologischen  Beobachtungen  seine  .Vi-  -lerk- 
samkeit  vorzugsweise  zu  richten  bat,  und  hat  dann  zugleich  die 
Anwendung  auf  ein  vollständig  durchgefübrtes  Beispiel  vor  sich. 
Wir  bemerken  hierbei  noch,  dass  wir  die  Behandlung  für  eine 
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d u rc  b gän  gig  wi  ssensch aftli che,  den  neueren  Fortschritten 
der  Meteorologie  folgende  und  sich  anschliessende  halten,  und 
sehen  daher  nicht  ein,  weshalb  der  Verfasser  dieselbe  vorzugs- 
weise als  eine  „populäre“  bezeichnet  hat;  denn  Das,  worauf 
diese  Benennung  ohne  Weiteres  passt,  sind  doch  eigentlich  nur 
die  Wetterregeln  in  VIII.,  womit  wir  keineswegs  einen  Tadel, 
sondern  vielmehr  ein  Lob  des  Buchs  ausgesprochen  haben  wollen. 
Das  Königliche  statistische  Bureau  und  das  Königliche  landwirth- 
schaftliche  Ministerium  in  Berlin  verdienen  allen  Dank,  dass  dem 
Verfasser  alles  erforderliche  Beobachtungsmaterial  zu  Gebote  ge- 
stellt worden  ist.  Druck  und  Papier  dieser  ausgezeichneten  Schrift 
lassen  nichts  zu  wünschen  übrig. 


Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigi  r t von  C.  Jelin  ek  un  d J.  Hann.  (Vgl. 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXX.  S.  16.) 

Diese  verdienstliche  Zeitschrift  föhrt  fort  durch  ihren  interes- 
santen Inhalt  sich  der  Beachtung  der  Leser  recht  sehr  zu  em- 
l'ehlen.  Aus  den  uns  vorliegenden  neuen  Nummern:  Band  III. 
N'.  6 bis  Nr.  9 heben  wir  folgende  Aufsätze  hervor,  und  bedauern 
nur,  dass  die  grosse  Beschränktheit  des  Raums  uns  weitere  Mit- 
theilungen nicht  gestattet.  Ueber  die  Anemometer  der  k. 
Ste  r n w a rt  e von  Green  wi  ch.  Von  John  Bowring.  (Mit  Ab- 
bildungen.) — Ueber  die  Organisation  meteorologischer 
Beobachtungen  zu  Lande  und  zurSee.  Nach  E.  Sabine. 
(Ein  ausführlicher  und  für  die  Organisation  meteorologischer  Beob- 
achtungen wichtiger  Aufsatz  des  berühmten  Verfassers.)  — Ueber 
Eisvegetation.  (Recht sehr  interess.  Vortrag  von  Herrn  E.  Pisko 
in  der  Versammlung  am  18.  Jänner  1868,  mit  Bemerkungen  der 
Herre.  v.  Littrow,  Simony,  Fritsch  u.  s.  w.)  — Die  nord- 
deutsche Seewarte.  — Necrolog  von  Ludwig  Friedrich 
Kämtz.  Von  C.  Vesselovsky.  — Zur  orographischen 
Metei  rologie.  Von  A.  Mühry.  — Ueber  „J.  v.  Lamont’s 
Wochenberichte  der  k.  Sternwarte  zu  München.“  Von 
Prof.  C.  Kuhn.  — Atmosphärische  Wellen.  Von  Prof. 
Dr.  V ,amont.  — Wie  immer  findet  sich  auch  in  diesen  Num- 
mern ei>ie  sehr  grosse  Anzahl  interessanter  kleinerer  Mittheilungen 
und  sehr  lehrreicher  literarischer  Notizen. 
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Vermischte  Schriften. 

Giornale  di  Matemati che  ad  nso  deg  i i s tnd enti  delle 
universita  italiane,  pnbblicato  per  cura  del  Professoie 
G.  Battaglini.  Napoli.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXX.  S.li 

Gennaio  e Febbraio  1868.  Sülle  perturbazioni  planeUrie; 
per  R.delGrosso.  p.  1.  — Sol  calcoio  del  ralore  della  runzion« 

^ r^)’  Gasparis,  p.  16.  — lotorno  hi  sistemi  dij 

rette  di  primo  grado;  per  G.  Battaglini.  p.  24.  — Naova  difflo- 
strazione  di  una  formola  di  Abel;  per  E.  d’Ovidio.  (Es  betrifft 
dies  die  bekannte  Formel: 

(*  + o)" = ar“ +na(a: + A)"->  (a:+2A)"~* 


n(n-l)(n-2) 
1.2.3 


a(a— 3A)*(x+3A)"“*-|-.... + a(a—  nA)"~‘, 


und  der  von  Herrn  D’Ovidio  gegebene  neoe  Beweis,  so  wiedeuen 
weitere  Betrachtungen  über  diese  für  jedes  A geltende  merkwürdige 
Formel,  verdienen  recht  sehr  die  Beachtung  der  Leser.),  p.  37.— 
Annunzio  Bibliografien,  p.  45.  — Nnova  esposizione  della  teoria 
generale  delle  curve  di  2**  ordine  in  coordinate  trilineari;  per 
E.  d’Ovidio.  p.  46. 
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Am  22  steil  Mai  ]868  starb  leider  io  Bonn 

Professor  Dr.  JolillS  Plfickor. 

Wir  niiissen  uns  vorläufig  begnügen,  den  folgenden  kurzen 
Necrolog  dieses  hochverdienten  Gelehrten  aus  der  Kölner  Zei- 
tung unseren  Lesern  mitzutheilen,  hoffen  aber  zu  künftigen  »ei- 
teren Mittheilungen  in  den  Stand  gesetzt  zu  werden. 

Bonn,  22.  Mai.  Heute  früh  starb  der  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik,  Geh.  llegieruiigsrath  Dr.  Julius  Plücker. 
Er  war  am  16.  Juli  1801  in  Elberfeld  geboren,  hielt  sich  nach 
Vollendung  seiner  Gymnasial-  und  üiiiversitätsbildung  eine  Zeit 
lang  in  Paris  auf,  habilitirte  sich  1825  an  der  Universität  Bonn, 
u'o  er  1829  zum  ausserordentlichen  Professor  ernannt  wurde. 
Nachdem  er  in  den  Jahren  183.3 — 1834  seine  akademische  Thä- 
tigkeit  mit  einer  Professur  am  Friedrich -Wilhelms •Gymnasium  in 
Berlin  vertauscht  hatte,  ging  er  als  ordentlicher  Professor  nach 
Halle  und  wurde  1836  an  die  hiesige  Universität  zurückberufen, 
wo  er  bis  zu  Ende  des  vorigen  Semesters  unablässig  gewirkt 
hat.  Abgesehen  von  seinen  unzähligen  Abhandlungen  in  den 
verschiedensten  wissenschaftlichen  Zeitschriften,  sind  von  seinen 
selbständig  erschienenen  Schriften  zu  nennen:  „Analyseos  appli- 
catio  ad  geometriam  altiorem  et  niechanicam“  (Bonnae,  1824); 
>, Analytisch-geometrische  Entwicklungen“  (2  Bände,  Essen,  1828 
bis  1831);  „System  der  analytischen  Geometrie“  (Berlin  1835); 
I, Theorie  der  algebraischen  Curven“  (Bonn  1839) ; „System  der 
Geometrie  des  Raumes  in  neuer  analytischer  Behandlungsweise“ 
(Düsseldorf,  1846,  zweite  Auflage  1852);  „Enumeratio  novoruni 
Thl.XLVIlI.Hfl.4.  4 
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phaenomenorum  in  doctrioa  de  magnetisrao  ioTentorain“  (Boanae, 
1849);  „De  crystallorura  et  gazorum  conditione  roagnetica“  (Boo- 
nae,  1854).  Auch  beaorgte  er  die  Herausgabe  des  von  seinem 
früh  verstorbenen  Schüler  und  Freunde  August  Beer  im  Ma- 
nuscript  hinterlassenen  Werkes:  „Einleitung  in  die  Elektrostatik, 
die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik“  (Braun- 
schweig,  1865.). 

Von  competenter  Hand  erhalten  wir  noch  Folgendes:  „Seine 
analytisch-geometrischen  Arbeiten,  welche  er  in  den  ersten  20 
Jahren  seiner  Wirksamkeit  als  Lehrer  und  Gelehrter  veröffent- 
lichte, sicherten  bald  seinen  Rang  unter  den  ersten  Mathematikern 
unserer  Zeit.  Wir  erwähnen  von  diesen  Arbeiten  nur  seine  be- 
rühmten analytisch  - geometrischen  Entwicklungen,  2 Bde.  u 4‘', 
Essen,  1828 — 1831,  und  sein  System  der  Geometrie  des  Raumen, 

1 Bd.  in  4°,  Düsseldorf,  1846,  mit  welch  letzterem  er  damals 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  auf  mathematischem  Gebiete 
schloss.  Ich  lege,  schrieb  er  am  Schlüsse  der  V^orrede  zu  dem 
letzteren  Werke,  hiermit  die  Feder  nieder,  um  sie  nicht  wiedet 
auf  diesem  Gebiete  aufzunehmen;  ein  Wort,  welches  sich  leider 
bewahrheitet  bat,  wenn  auch  in  anderem  Sinne  als  Plückeren 
ausgesprochen.  Seit  dem  Jahre  1847  wandte  sich  PI  Ücker  phy- 
sikalischen Experimental  - Untersuchungen  zu,  und  eine  Reihe 
glänzender  Entdeckungen  Hessen  ihn  auch  auf  diesem  Gebiete 
bald  als  der  Besten  einen  erkennen.  Er  entdeckte  gleichzeitig 
mit  Faraday  die  unter  dem  Namen  der  Magnetkrystallkraft  ie 
der  Wissenschaft  bekannten  magnetischen  Eigenschaften  der  Gase 
und  Flüssigkeiten.  Bis  zum  Jahre  1856  wesentlich  mit  magne- 
tischen Untersuchungen  beschäftigt,  wandte  er  sich  von  da  ah 
den  Licbterscheiiiungen  zu,  welche  der  Inductionsstroni  in  Inft- 
verdünnten  Räumen  zeigt.  Plücker  war  es,  der  bei  diesen  Un- 
tersuchungen zuerst,  ein  Jahr  vor  Kirchhoff  und  Bunsen,  das 
Princip  der  Spectralanalyse  ausspracb,  indem  er  1869  zeigte, 
dass  jedem  Gase  in  der  elektrischen  Röhre  ein  bestimmtes  Spec- 
trum zukomnit,  weiches  zum  Erkennen  minimaler  Gasmengen  be- 
nutzt werden  könne.  Bei  Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  über 

Gasspectra  machte  er  dann  die  glänzende  Entdeckung  der  Doppel- 
spectra  einer  Reibe  von  Substanzen,  wie  Schwefel,  Stickstoff  n.a.,  I 
dass  dieselben  je  nach  der  Entladung  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Spectra  haben  können,  eine  Entdeckung,  die  er  gemeinschaft- 
lich mit  Hittorf  verfolgte  und  im  Jahre  1865  in  den  Pbilosophical 
Transactions  der  Royal  Society  of  London  bekannt  macbte- 
Seitdem  beschäftigte  er  sich  wieder  mit  geometrischen  Unter- 
suchungen, und  er  war  im  Begriffe,  dieselben  in  einem  grösseren 


Digilized  t,y  Googl 


Ltterartscher  Bericht  CLXXXXH. 


3 


Werke  vollständig  initsntheilen,  als  ibm  der  Tod  die  Feder  aus 
der  Hand  nahm,  die  er  seinem  20  Jahre  früher  ausgesprochenen 
Vorsatze  entgegen  wieder  aufgenommen  hatte.“ 


Im  Literar.  Ber,  Nr.  CLXXXV.  S.  1.  (ThI.  XL VII.)  haben  wir  den 
Tod  de«  «ehr  verdienten  belgi«chcn  Mathematiker«  Mathia«  Schaar 
kan  angezeigt,  und  den  Wunach  auagcejirochen,  einen  au«fährlicheren 
Necrnlog  de««elben  im  Archiv  mittheilen  zu  können.  Uieaer  Wunsch 
ist  jetzt  in  Erfüllung  gegangen,  und  wir  sind  überzeugt,  da««  unsere 
Leser  von  der  folgenden,  au«  dem  ,,  Ann u ai re  de  TAcaddinie  Royale 
des  Science«,  des  lettre«  et  des  beanz-arts  de  Belgique. 
18d8.  p.  115.  etc.“  entlehnten,  von  Herrn  Ad.  Quetelet  verfassten 
„Sotiee"  über  das  Leben  des  sehr  verdienten  Mannes  mit  Interesse 
Kenntniss  nehmen  werden.  In  einer  der  nächsten  Kammern  des  Literar. 
Berichts  werden  wir,  da  ans  hier  dazn  der  Ranm  fehlt,  eine  gleichfalls 
von  Herrn  Ad.  Quetelet  verfasste  Biographie  eine«  anderen  sehr  ver- 
dienten belgischen  Mathematikers  — ,,J.-A.  Tiro mer man s“  — mit- 
iheilen.  G. 


Notice  sur  IHathias  Schaar, 

Membre  de  l’Acaddmie, 

Ne  ä Luxembourg,  le  !8  ddcembre  1817,  mort  b Nice,  le  26  avril  1867. 

Le  savant  qui  fait  l’objet  de  cette  notice  naquit  ä Luxem- 
bourg. II  dtait  encore  enfant,  lorsque  son  pere,  ingdnieur  du 
gouvernement  des  Pays-Bas,  alla  se  fixer  ä Grevenmacber,  sur 
les  bords  de  la  Moselle.  A l’äge  de  treize  ans,  il  fut  envoyd  an 
College  de  Sierck,  en  France;  et  cinq  ans  apres,  dds  qu’il  eiit 
achevd  ses  huroanites,  il  passa  ä l'Universitd  de  Gand.  11  dtait 
destine  d’abord  k suivre  les  dtudes  medicales;  mais  il  fut  rappeld 
dans  sa  patrie  par  la  mort  de  son  pdre,  malheur  qui  changea  en- 
tierement  sa  position  sociale  et  le  but  de  sa  carriere  (*). 

Apres  quelques  hesitations,  Scbaar  viut  se  fixer  dans  les 
Flandres.  Admis  ä l’Atbdnee  de  Gand,  par  le  directeur,  M.  De- 
potter,  qui  lui  tiut  lieu  de  guide  et  de  pere,  il  en  devint  Tun  des 
surveillants  et  consacra  entierement  ses  loisirs  ä l’dtude  des 
Sciences  mathematiques.  Les  fonctions  dont  il  etait  chargd,  et 
les  nouveiles  etudes  auxquelles  il  se  livrait  avec  passion,  l’occu- 


(1)  Nons  empruntons  quelques -nns  des  faits  qni  concernent  l'en- 
fanee  et  la  jeuiiegse  de  Schaar,  ä une  notice  manuscrite  que  I'ainü  de 
«es  fil«,  M.  Henri  Schaar,  ingönieur  de  l’^itat,  a bien  voulu  nous  ciinücr 
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perent  tout  entier.  II  lai  Tut  iropossible  d'aller  soivre  des  cnars, 
dont  il  dhidiait  dVilleors  les  matieres  avec  plus  de  godt  et  de 
fruit  dans  l'isolement  oü  il  se  trouvait. 

On  venait  cependant  d’instituer  les  concours  universitaires. 
et  Schaar  etait  desireux  de  faire  l’essai  de  ses  forces.  Pour  sn- 
bir  cette  epreuve,  il  fallait  suivre  les  cours  de  l'Universite ; notre 
jenne  professeur  se  fit  en  consequence  inscrire.  II  reuissit  dans 
tous  les  examens;  et  le  2 aodt  1842,  il  fut  proclamd  preraier  en 
Sciences  roatbematiques  et  physiques.  II  avait  eu  ä traiter  la 
quesfion  relative  ä Yemploi  de  la  vapeirr  cotnme  force  motrice. 
I’ouvrage  couronne  (*)  a ctS  imprime  dans  le  tonie  l”'  des  Annales 
des  Universites  de  Belgiqoe,  et  forme  un  fort  volume  in-8*^,  qui 
parut  en  1843.  L’antenr  y rdsume,  avec  beauconp  d’ordre  et  de 
roethode,  tout  ce  qui  a dtd  fait  sur  ce  point  important  de  la  pby- 
sique  moderne.  On  ne  peut  certes  rechercher  des  idees  nouvellee 
dans  nn  travail  aussi  etendu  et  dont  les  resultats  ddpendent  done 
longue  expdrience;  mais  on  y remarque  dejä  que  l’auteur  posse- 
dait  ä un  haut  degre  le  talent  de  resumer  les  grands  faits  qo> 
constituent  la  Science.  Ce  premier  ouvrage  offrait  tous  les  indices 
d’un  veritable  talent  et  promettait  un  heureux  avenir. 

Apres  ce  premier  triomphe,  Schaar  songea  a obtenir  le  de>re 
le  plus  eleve  auquel  conduisent  les  etudes  academiques : il  se  &t 
inscrire  pour  rdpondre  aux  examens  du  grade  de  doctear  en 


(I)  Dans  ce  cnncnurs,  l’Universitd  de  Gand  comptail  qiiaire  lanrdati: 
de  plus,  nn  diait  ä la  veille  de  cdldbrer  le  25«  anniversaire  de  l'installs- 
tion  de  rUniversitd.  Les  qnatre  questions  mises  au  cnncoura,  dtaient- 

P De  l’emploi  de  la  vapenr  cnmme  force  motrice,  |er  prix  M.  Ma- 
thias Schaar; 

g”  Des  prdparations  mercnrielles  nsitdes  en  mddecine,  ler  prii  M. 
Lollis  Fraeys; 

3°  Des  risqnes  et  pdrils  des  choses  qni  sont  l'objet  des  obligations, 
IOC  prix  M.  Jean-Baptiste  Lauwers; 

4°  Thdorie  du  dranie  antiqne  et  moderne,  l<r  prix  Joseph  Fiierison.  , 

Le  conseil  communal  rdsoliit  de  rattncher  le  triomphe  des  qiintre 
laurdats  a la  fdte  universitaire:  il  saisic  cette  occasiun  pour  tdmoigoer 
solennellement  sa  satisfaction  et  sa  vive  Sympathie  aux  eleres  de  rette 
Universild  qui  avaient  remportd  les  niddailles  dans  le  concours  gdnerul 
des  Universites  de  la  Belgique.  (Extrait  du  programiiie  redige  psr  le 
conseil  communal.).  Les  laiirdnts  reyurent  iiiie  inddaille  d’ur  du  gnu- 
vernenient.  Le  bourguiestre  de  Gand  rerait,  en  outre,  a chacun  d’eut.^ 
au  nnm  de  la  ville,  ,,iine  branrlie  de  laiiricr  en  argent  et  un  oiivraeil 
de  prix.“  •! 
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Sciences  physiques  et  matbömatiques.  Malgre  son  intelligence, 
inalgre  la  force  de  ses  etudes,  il  n'etait  pas  entierement  rassurd 
sur  le  succes  de  pareilles  epreuves:  la  justesse  de  son  esprit 
liii  faisait  conipreiidre  ce  qu’U  pouvait  y avoir  d’incomplet  dans 
la  mdthode  autodidactiqiie  qu’il  avait  suivie  dans  ses  dtudes.  En 
travaillant  seul  et  nieme  en  ne  s’dcartant  pas  des  meilleures  md- 
tbodes  qu’il  avait  eu  le  bon  sens  de  choisir,  il  dtait  important  ce- 
pendant  de  combiner  ses  iddes  de  diffdrentes  manieres,  et  de  sa- 
voir  discuter  les  questions  sous  leurs  divers  aper^us  (*). 

Quand  il  prit  le  grade  de  docteur,  il  en  fit  l’dpieuve:  il  fallut 
en  quelque  Sorte  l'abandonner  entierement  ä lui-mdme  pour  Ini 
voir  aborder,  avec  un  entier  succes,  les  sujets  les  plus  difficiles. 
Heureusement  il  eut  affaire  ä des  juges-  qui  surent  l'apprecier  et 
qui  le  mirent  en  position  de  faire  preuve  de  tous  ses  moyens, 
Scbaar  fut  proclamd  avec  distinction  docteur  eo  Sciences,  le  20 
septembre  1843  (®). 


(1)  Un  ami,  qui  avait  altcntiveiiient  suivi  la  niarche  de  nntre  jeune 
uiileur,  preiscntuit  les  resultats  auxqnels  il  aurait  pu  parveiiir.  11  ne 
fit  pas  difficulld  de  s’en  niivrir  ä Schaar;  il  lui  parla  de  la  ndcessitd 
il’i-tudier  sous  les  yeiix  d’un  lintiiine  supdriour,  de  Gauss  lui-utdine; 
ses  relatiuns  avec  le  grand  gcoindtre  allemand  Ini  perinettaient  peut* 
etre  de  faire  des  uifres  seinlilaliles,  et  le  niinistre  etait  tnut  disposd  a 
accnrder  ä Schaar  dciix  anndes  de  cnngd  s’il  le  fallait,  en  ajoutant  mdine 
auxrevenus  de  sa  position  actuelle.  Schaar  accepta  avec  recnnnaissance; 
>1  demanda  quelque  teiiips  pour  se  prdparer,  mais  quand  vinrent  de  noii- 
'elles  instances.  il  pnrla  de  son  manage  qui  dtait  prds  de  se  cnnclure, 

qiii  devait  In  retenir  encore  pcndant  un  certain  tenips.  II  dtait  facile 
ile  vnir  qii’il  renonqait  aiix  projets  d’avenir. 

(2)  J'avais  entendu  Inner  le  savoir  de  M.  Schaar,  pendant  qu’il  dtait 
^Idve  ä l’Universitd  de  Gand.  Lnrsqii’il  passa  ses  examens  ä Rruxelles, 

faisais  partie  du  jnry,  et  je  cnnnaissais  ddja  tnutd  l’aptitiide  du  jeune 
i^sndidal,  par  les  dioges  de  IVI,  Plateau,  l’un  de  ses  professeurs.  Je  piis 
fiientdt  l’apprdcier  et  je  m’attcndais  d le  voir  briller  aux  examens.  Mais 
quel  fut  Ilion  dtnnneiuent,  eii  voyant  ce  jeune  niathematicien  de  merite 
firunchor,  hdsiter  et  reeiiler.  dds  les  preiniers  pas.  Je  me  trouvai  plus 
rmbarrassc  qiie  lui,  et  mes  colldgiies  se  leverent,  en  demandant  son 
sjourneinent.  Je  les  siippliai  de  ne  pas  prendre  ce  parti  et  d’exciiser 
la  tiniidite  du  jeune  recipiendaire;  ils  vouliircnt  bien  se  rendro  ä ina 
pnere  ct  nidnie  m’inviter  a coraroencer  l'examen.  Je  tdchai  de  rassiirer 
ie  jciine  inathdmaticen ; je  l’unimai  et  je  le  confiai  ensiiite  ä mes  colle- 
^*>cs,  qui,  a riinaniiiiild,  finirent  pur  lui  accnrder  le  titre  deiiiande,  ct 
y jnignant  les  terines  de  la  diSli/lCtiOH.  On  a pu  jnger  depuis  coni- 
fi'eii  cctle  distinction  dtait  mdritee. 
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Le  doctorat  eo  Sciences  de  Schaar  fut  suivi  d'une  double 
proniotion:  l'administration  de  la  ville  de  Gand  s’empressa  de 
l’attacher  a son  Athende  en  qualitd  de  professeur  de  mathdmati- 
qiaes;  et  le  gouvernement,  avec  non  moins  d'eropressement,  Iv'i 
confia  les  fonctions  de  rdpdtitenr  d’analyse  k 1 ecole  du  genie  civil. 

Ce  fut  aussi  vers  la  fin  de  la  meme  annee  que  Schaar  crut 
devoir  fixer  entidrement  les  conditions  de  son  aveiiir;  il  se  maria 
le  28  decembre  avec  Henriette  Caroline  Le  Alaiear  (}).  II 
sentait  le  besoin  de  se  reposer  de  ses  trauvaux;  mais  peut-dtre 
edt'il  bien  fait  de  diffdrer  de  quelque  temps  encore  cette  uniou. 
Schaar  dtait  d’une  taille  dievde;  mais  d’une  constitutioa  assez 
faible,  que  ses  travaux  intellectuels  furent  loin  de  rafferroir.  Doue 
d’un  caractere  doux,  d’un  naturel  affectueux,  il  dtait  animd  cepen- 
dant  d’une  vivacitd  trds-grande:  son  systdnie  nerveux,  trop  irri- 
table peut-etre,  lui  coramandait  impdrieusement  de  s’obserrer; 
et  il  eüt  bien  fait  sans  doute  de  se  reposer  un  peu,  dans  uoe 
qidtude  parfaite,  aprds  une  jeunesse  aussi  agitde  que  celle  qn’il 
venait  de  traverser. 

Daus  la  sdance  qui  suivit  la  rdforme  de  l’Acaddmie  royale  da 
Belgique  (*),  le  10  janvier  1846,  la  classe  des  Sciences  re;ot  uo 
preraier  travail  de  Schaar,  qui  s’annongait,  des  lors,  comme  uo 
jeune  savant,  capable  de  participer  d ses  travaux  mathdmatiquea 
les  plus  ardus.  C’dtait  une  note  sur  les  expressions  des  racim 
d’nn  nombre  en  produits  infinis,  qui  fut  insdrde  dans  les  ßulle* 
tins,  pp.  228  et  suiv.,  tome  XIII,  l’'”  part-,  1846.  Dans  la  seance 
suivante,  il  presenta  une  seconde  note  sur  la  transformaiion  de 
quelques  integrales  definies,  dgaleroent  insdrde  dans  les  Bulletiua, 
tome  XIII,  2™«  partie,  p.  30. 

Ed  1847,  le  jeune  gdometre  ddposa  une  notice  contenant  une 
demonstration  de  la  loi  de  riciprocite  pour  les  residus  quadra- 
tiques,  tome  XIV, -p.  79.  „L’illustre  Gauss  en  a donnd,  le  pre- 
mier,  dit  l’auteur,  six  ddmonstrations  tout  h.  fait  differentes,  dont 
quelques-unes  se  trouvent  dans  les  disquisitiones  arithmeticae,  et 
qui  sont  toutes  remarquables  par  la  fdcondite  des  principes  qui 
y sont  ddveloppds.  La  nouvelle  ddmonstration  que  nous  allons 


(1)  Oe  ce  mariage  sont  nds  quatre  enfanU:  Alfred,  Julien,  Luaiie 
et  Henri.  C’eat  4 Henri,  ajourd'hiii  ingdnienr  au  cheniin  de  fer  de 
r^tat,  que  je  doie,  ainai  que  je  l'ai  ddj4  indiqnd  plus  haut,  pluaieur« 
des  renseignements  donnds  dans  cette  notice. 

(2)  Sdparee  en  trois  classes,  celles  des  Sciences,  des  leltres  et  dr< 
beanx-arts. 
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en  donner  est  tr^s-dlementaire,  et  ne  parait  pas  indigne  de  Tat* 
tention  des  gdoro^tres,  k cause  de  sa  grande  simplicite.“  On 
voit  qu’en  prenant  des  grands  modeles,  l’auteur,  pour  mieux  ies 
apprecier,  a su  s'dlever  parfois  ä lenr  taient. 

Ces  Premiers  essais  furent  accueillis  avec  faveur;  et,  dans 
une  des  sdances  suivantes,  la  classe  des  Sciences  ordonna  l’im- 
pression  de  deux  ecrits  nouveaux,  qui  parurent  dans  le  XXIl^ 
votume  des  Memoires  in-quarto  des  savants  etrangers  (1848): 
c’efaient  le  memoire  xur  les  intefjrales  EuUriennet  et  celui  ntr 
la  concergence  d’une  certaine  classe  de  series.  Ces  dcrits  prd- 
sentaient,  soiis  un  jnur  nouveau,  des  difScultds  mathdmatiques, 
traitees  dejä  par  Legendre,  Cauchy,  Euler,  Poisson,  etc.  Ils  an* 
noncaient  suflisamment  le  caractere  des  travaux  de  Schaar  et  lui 
valurent  l’assentiment  des  gdometres  de  l’Acaddmie.  Aussi  le 
jeune  repetiteur  d'analyse  ä l’dcole  du  g^nie  civil  de  Gand  ne 
tarda-t-il  pas  a etre  inscrit  parmi  les  correspoodants  de  la  classe. 

Un  nouveau  rodmoire  swr  une  formule  d'analyse,  presentd 
par  lui,  dans  la  seance  du  5 aoüt  1848,  fut  insdrd  dans  le  tonie 
XXIIP  des  Memoires  des  savants  dtrangers.  Ce  travail,  comme 
les  prdcedents,  est  de  peu  d’etendue;  Schaar,  par  forme  d’exercice, 
s’occupe  d’iine  formule  donnee  par  Poisson,  laquelle  a dgalement 
occupd  MM.  Dirichlet  et  Cauchy;  il  cherche,  tout  en  donnant 
plus  de  siinplicitd  ä ses  calculs,  ä en  ddduire  quelquels  consd- 
quences  qui  avaient  dchappd  ä ces  habiles  geomdtres.  Peut-dtre 
trouvera-t-on,  quand  on  examine  ses  memoires,  que,  tout  prdoc- 
cupd  du  but  de  ses  recherches,  il  compte  peut-etre  trop  que  le 
lecteur  est,  ainsi  que  lui,  initid  ä tous  les  laits  et  a l’ensemble 
des  lectures  qui  l’ont  inspird.  La  brievetd  des  ddtails  peut  nuire 
parfois  ä la  clartd  de  Tenserable. 

Dans  la  mdme  seance,  oü  eile  faisait  iniprimer  dans  le  re- 
cueil  de  ses  Memoires  l’dcrit  dont  il  vient  d'etre  parld  (1848),  la 
classe  des  Sciences  ordonnait  l’impression  dans  son  Bulletin  d’une 
notice  de  M.  Schaar  sur  la  reduction  d’une  integrale  multiple. 
L’auteur  y donne  une  ddmonstration  iiouvelle  d’une  formule  d’in- 
tegration  tres-simple,  ä laquelle  dtait  parvenu  Dirichlet.  L’annde 
suivante  (1849),  le  Bulletin  contenait  egalement  une  notice  sur  les 
propridtes  dont  jouissent  les  produits  infinis  qui  expriment  les 
racines  des  nombres  entiers. 

Jusque-Iä  l’auteur  s’occupe  des  etudes  les  plus  profondes  de 
lanalyse  superieure;  il  marche  toujours  ä cötd  des  gdometres  les 
plus  distinguds,  afin  de  se  pendtrer  de  leur  manidre  de  procdder. 
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Ces  travaux  montrerent  suffisamment  sa  remarquable  iateUigeiice. 

II  sentait  la  necessite  de  regier  ses  investigalions  siir  celleü  des 
hommes  les  plus  habilem,  afin  d’en  deduire  ensuite  ce  qu’il  can- 
veiiait  de  faire  pour  son  propre  usage;  il  etait  trop  exerce  pour 
ne  pas  sentir  tout  ce  qu’il  avait  ä gagner,  en  voyant  de  pres 
ces  honitnes  qii’il  ne  pouvait  connaitre  que  par  leors  ecrits. 

Vers  la  Gn  de  1849,  Scbaar  presenta  un  nouveau  travail  tur 
la  i/iSorie  des  residus  quadrnUrjttes.  Dans  cet  ecrit,  ses  allnres 
sont  plus  franches,  plus  independantes;  elles  raarquent  dejä  le 
geonietre  qui  suit  sa  propre  voie  et  procede  d’une  maniere  sdre. 
Voici  le  rapport  que  presenta  M.  Timraernians,  commissaire  rap- 
porteur:  „Le  memoire  de  M.  Scbaar,  sur  lequel  je  suis  appele 
ä faire  iiii  rapport  ä la  classe,  concerne  les  residus  quadratiqm 
dont  l’illustre  Gauss  a fait  la  base  de  la  räsolution  des  equatioDs 
indeterniinees  du  second  degre.  On  sait  que  les  propositioiis 
fondanientales  de  cette  tbeorie  ont  dte  deniontrees  par  ce  geo- 
ni^tre  au  moyen  d’une  analyse  sublime,  qui  lui  est  propre,  mais 
qui  a le  defaut  d’isoler  cette  brancbe  des  matbematiques. 

„Les  priticipaux  tbeoreines  oiit  ensuite  ete  repris  par  plu- 
sieurs  geometres  et  demootres  par  des  procedes  divers  plus  en 
rapport  avec  l’analyse  vulgaire;  des  geometres,  comme  Legendre. 
leur  ont  donne  plus  d’extension  et  ont  fait  connaitre  des  proprietes 
nou veiles  et  importantes.  II  restait  encore  ä les  faire  decouier 
d’une  sotirce  commune  ct  ä les  vulgariser  en  quelque  Sorte  en 
rendant  plus  simple  et  plus  facile  l’acces  de  cette  tbeorie.  C’est 
ce  que  !V1.  Scbaar  est  parvenii  k faire  avec  un  grand  bonlieur 
La  tbeorie  des  residn.s  quadratiques,  qui  jusqu’ä  present  etait 
reservee  aux  niemoires  academiques,  peut  aujonrd’bui  entrer  dann 
le  domaine  de  Tenseignement,  meme  assez  elementaire.  C’est  la 
un  Service  reel  rendu  k la  science.“  A la  suite  de  ce  rapport, 
le  travail  de  Schaar  fut  impriroe  dans  le  tome  XXIV  des  Meiuoires 
des  membres,  in-4“;  1850. 

Immediatement  apres  cet  ecrit,  Scbaar  en  presenta  un  autre, 
se  rapportant  ä un  fait  pbysique  qui  occupait  alors  les  gdometres 
et  qui  etait  de  nature  ä les  interesser  bcaucoup,  puisqu’il  fouc 
nissait  une  preuve  directe  de  la  rotation  de  la  terre  autour  de 
son  axe.  Le  memoire  est  intitule;  Sur  le  mouvement  du  pendule, 
en  ayant  egard  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre  (*).  „b« 
phenomene,  dit  Schaar,  est  loin  d’etre  aussi  simple  qu’on  pourrait 


(I)  Memnires  de  l'Academie  royale  des  Sciences,  des  leltres  et  du 
benux-arls  de  Belgique,  tome  XXVI,  annde  1831,  in-4“. 
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le  croire,  et  je  ne  pois  partager  l’avis  d’un  illustre  geoni^tre, 
lorsqu’il  pretend  que  l’explication  en  doit  etre  donnee  par  la  simple 
geonietrie,  et  qne  les  principes  de  dynamique  n’y  entrent  pour 
rien.  II  est  vrui,  ajoute*t-il,  qu'ä  cause  de  la  petitesse  de  la  vi- 
tesse  angulaire  de  la  terre/  ie  plan  du  pendule  parait  tourner 
d'un  mouvement  uniforme  autour  de  la  verticale;  niais  il  n'en  est 
rigoureusement  aiiisi^  quelle  que  soit  l'aniplitude  des  oscillations, 
qu’au  pdle.  Si  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  etait  teile  que  la 
resultante  de  la  force  centrifuge  et  de  la  gravite  fdt  nulle  ä l’equa* 
teur,  la  chute  des  graves  se  ferait,  sous  une  latitude  quelconque, 
dans  le  sens  de  Taxe  de  rotation,  et,  dans  ce  cas  encore,  Ic  mou- 
vement du  plan  d’oscillation  du  pendule  serait  uniforme.“  Bien 
que  ce  memoire  soit  tres-court,  l'oo  voit  que  l’auteur  a pris  plaisir 
ä le  Composer  et  qu’il  s’applaudit  en  quelque  Sorte  de  raarcher 
librement  dans  sa  voie. 

Ces  satisfactions  intellectuelles  etaient  cependant  dejä  inter- 
roropues  par  l’affaiblisseraent  pbysique  de  ses  forces;  il  ne  sen- 
tait  que  trop  combien  la  prudence  lui  etait  necessaire.  Depuis 
ce  temps,  on  ne  le  voyait  plus  s’occuper  de  travaux  qui  exigent 
une  grande  contention  d’esprit  et  un  enchainement  d’iddes  dont 
les  anneaux  n’etaient  que  trop  prompte  ä lui  echapper.  II  sentait 
peut-etre  mieux  que  personne  combien  le  repos  lui  etait  ndces- 
saire.  De  temps  en  temps  il  niarque  encore  sa  presence  par  des 
Dotes  sur  differente  sujets  qu’il  insere  dans  les  Bulletins  et  sur- 
tout  par  les  nombreux  rapports  que  l’Academie  lui  demandait  sur 
des  travaux  soumis  ä l’appreciation  de  la  classe. 

En  1858,  il  tut  envoyd  ä Liege  avec  le  titre  de  professeur 
ordinaire,  qu’il  avait  obtenu  dds  le  24  septembre  1837  (*-). 

Ce  deplaceinent,  les  travaux  qu’il  dut  faire  pour  se  raettre 
en  barroonie  avec  ses  nouveaux  eleves,  ainsi  que  les  soins  nom- 
breux qu’exigeait  sa  sante  dejä  alteree,  suspendirent  pendant  un 
temps  assez  long  ses  etudes  scientifiques,  et  priverent  l’Acaderaie 
du  Concours  qu’elle  pouvait  esperer  de  lui.  Cependant,  applaudis- 
sant  ä ses  precddents  succes,  la  classe  des  Sciences  l’appela,  en 
janvier  1863,  ä la  place  de  directeur,  pour  l’annde  suivante;  et  le 
gouvernement  le  choisit  comme  prdsident  de  l’Acaddmie  pendant 
la  meme  annee.  Dejä  le  Roi  lui  avait  decerne  la  croix  de  Che- 
valier de  son  ordre,  le  28  decenibre  1860  ('). 


(1)  La  sucicte  den  Sciences  de  Liege  le  nsiuniu  meinbrc  Ic  3 dd- 
cemlire  1857 ; il  fiit  aiipelc  ä faire  (lartie  du  ennseil  de  perfcctionne- 
nieiit  ponr  l'induslrie  le  8 niais  1858. 
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La  bienveillance  de  Schaar  pour  lea  jeuoes  gens,  son  talent 
comme  mathdroaticien,  et  lea  peines  qo’il  ae  doonait  poar  son  en- 
eeignement  lui  acquirent  tous  ies  suffrages.  Aussi,  en  1863,  les 
etudiants  de  l'universitd  de  Liege,  Ini  offrirent  son  portrait  Litho- 
graphie par  M.  Schubert,  Tun  de  nos  plus  habiles  artistes.  A 
son  ddpart  de  cette  ville,  pour  retourner  a Gand,  oü  il  alla  rem- 
placer,  le  15  octobre  1864,  son  ancien  confrere,  M.  Timmermans 
(qu'il  devait  suivre  de  si  pres  dans  La  tombe),  les  dtudiants  lai 
offrirent  une  nouvelle  marque  de  gratitude  (^). 

Ni  ces  tenioignages  d’amitid,  ni  les  Elements  de  bonheur  qoi 
l’entouraient  ne  purent  lui  rendre  la  santd,  qu’il  s’effor^ait  de  re- 
tablir,  trop  tard,  helas!  pour  que  sa  guerison  fdt  encore  possible. 
A6n  d’eloigner  les  fatigues  d'esprit,  il  s’occupait  de  la  ronsiqae, 
qu’U  avait  toujours  ainide  et  qu'il  cultivait  avec  succes;  il  s'adoo- 
nait  aussi  aux  travaux  mecaniques,  et  plus  specialement  a la  coo- 
strnction  des  corps  flotteurs  et  des  vaisseanx.  Ce  godt,  qü  te* 
nait  de  pres  ä l’objet  de  ses  etudes,  s’etait  tellement  develapp« 
que,  vers  la  fin  de  sa  vie,  il  voulut  faire  lui-meme,  snr  mer,  l’essai 
des  flotteurs  qu'il  avait  construits.  Ni  ces  distractions,  ni  les 
soins  de  ses  medecios  ne  purent  maitriser  le  mal  qui  i’accablait; 
il  voulut  eraployer  un  dernier  remede:  il  partit  avec  sa  femme 
pour  le  midi  de  la  France.  Schaar  alla  s’eteindre  ä Nice,  le  '26 
avril  1867  (*). 


(1)  „II  consistait  en  une  grande  peodnie  compoede  d’un  «ocle  en 
niarbre  noir,  «nrmonte  de  la  fignre  allegoriqae  de  l’Inductrie,  noon  U 
forme  d'nne  femme  anniae  dann  nne  ailitode  peanive,  le  front  ceint  d’one 
vonronne  de  feuillea  de  ebene,  et  eotonrec  de  diver«  initmmenU,  oaa 
preue,  den  roues  d'eogrenage,  den  plane  de  machine,  etc.  Elle  appoie 
son  pied  gaache  snr  nne  encliime;  snr  la  face  anterienre  de  laqnelle 
soat  graves  les  inots:  „A  M.  Schaar,  las  dieres  de  rUaiTersitd  de  Li^ 
recoanaiasants.“ 

(2)  „La  vie  de  mon  pere,  dit  M.  Henri  Schaar,  dtait  ezeessivement 
simple : il  la  passait  tont  eatiere  an  sein  da  foyer  domestiqne.  Rien  ne 
lui  dtaic  plus  ä Charge  qne  les  seirees.  et  les  antrea  rdonions  da  moode. 
Cela  resultait  en  partie  de  son  etat  maladif  presqne  constant,  qai  Ini 
faisait  prdferer  avant  tont  le  repos. 

„Voici  plasieurs  particnlarites  que  je  crois  devoir  signaler  spdciale- 
iiient  ici; 

„tjuelques  annnes  apres  son  entree  dans  la  carridre  pmfessorale, 
ouiume  sa  sante  etait  tonjoars  chaneelante,  son  medecin  lai  conseilla  de 
t'uusiicrer  plusiears  henres  par  jonr  a an  travail  manaei.  Ce  fht  l’ori- 
k;tua  d'uue  passion  qui  ae  qnitta  plus  moa  pere.  En  eflet,  ee  fnt  dds 
>'u  iiiuuieot  qu'il  s’adonna  a la  coostruetion  d’cmbarcations  nantiqaes  doat 
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il  faisait  lui-mömo  les  plana.  Ces  embarcationa  allörent  toiijonra  en 
grandiasant.  Oaire  pluaieura  chaloupea.  aoit  ä raniea,  aoit  ä volle,  de 
dimenaiona  dUeraea,  il  conatraiait  un  petit  cotter  de  15  tonneaux  avcc 
lequel,  pendant  lea  vacancea  univeraitairea,  il  viaita  ä differentea  repriaea 
lea  eaux  intdrieurea  de  la  Hollande,  lea  cdlea  extdrieurea  de  notre  paya 
et  rodme,  en  dernier  Heu,  la  cöte  nord  de  la  Franre  jaaqo’4  Calaia,  poia 
juaqu’a  Doiivrea.  Le  manquc  de  tempa  aeul  i’erapdr.ha  d’aller  plua  loin- 
La  dernidre  eniliarcatinn,  que  mon  pdre  fit,  cette  foia,  exdciiter  d’aprda 
aea  plana  et  aon'a  aa  direction,  fut  uii  cutter  de  65  tonneaux  belgea,  le- 
qnel,  au  dire  de  pluaieura  hommea  corapdtenta,  eat,  aoua  beaiicoup  de 
rapporta,  d’une  cnnpe  et  d’une  eonatruction  irrdprochablea.  Malheureu- 
aement  il  eat  reatd  inachevd. 

„Une  autre  paaaion  de  mon  pdre  fut  la  muaique.  Etant  encore 
Siercli,  il  faianit  dejd  partie  d’un  petit  orcheatre  qui  avait  dld  organiad 
parmi  lea  dldvea  du  penaionnat.  — Il  jonnit  paaaableiiient  de  pluaieura 
inatrumenta.  Toute  aa  vie  il  conaerva  un  godt  trda-vif  poiir  cet  art, 
qu’il  aavait  apprdeier  arec  un  Sentiment  trda-dclaird ; il  aimait  particnlie- 
rement  Ja  muaique  claaaique. 

„Quant  ä la  aantd  de  mon  pdre,  eile  ae  resaentit  toojonra  des  trop 
fortea  dtudea  auxquellea,  abandonne  ä Ini-nidme,  il  ao  livra  daos  aa  jeu- 
neaae,  et  qu'il  Continua  luraqn'il  dtait  profeaaeur. 

,,Ce  qui  le  ddtermiiia  anrtout,  en  1857,  ä quitter  l’Univeraitd  de 
Gand,  pour  ae  rendre  ä Liege,  fut  l’eapoir  qne  le  chaiigement  d'air 
lui  aerait  favorable,  parce  qu'il  ae  rapprocliait  de  aon  paya  natal.  Il 
n'obtint  qn’en  partie  ce  rdaultat  deaird,  car  la  dernidre  annde  de  aon 
adjour  ä Liege  fut  bien  pdnible  pour  lui.  Cependant,  loraqn^en  1864  il 
fut  qneatinn  de  aon  retour  d Gand,  tnua  aea  amia  furent  nnanimes  pour 
Teugager  h realer.  Maia,  malgrd  Icura  inatances  rditdrdca,  et  celles  de 
toua  aea  colldguea  de  l’Univeraitd  de  Lidge,  niou  pdre  ae  ddeida  d partir, 
car  il  croyait  que  c’dtait  pour  Ini  an  devoir  d’accepter  la  aucceasion  de 
M.  Timnicrmana. 

„Lea  prdviaiona  de  aea  amia  n’dtaient  qne  trop  fonddea.  Pendant 
lea  anndea  1865  et  1866,  innn  pere  ne  jouit  jamaia  d’une  aantd  atuble. 
II  rdaolut  alora  de  tenter  un  grand  moyen,  et  au  commencement  du  mois 
de  jiiillet  1866,  il  partit  pnnr  Vichy,  afin  d’y  prendre  lea  eaux.  II  y 
reata  juaqu’a  la  mi-aoüt.  Toua,  nona  criimea  que  ce  voyage  l'avait 
preaqiie  radicaleinent  gudri,  tant  il  revint  tranafornid.  Maia  ce  mieux 
ne  fut  qu'ephdmdre.  Auaaitdt  de  retour,  il  ae  mit  en  mer  d Oatende, 
et  viaita,  avec  le  petit  yaclit  dont  noua  avona  parld,  la  cdte  nord  de  la 
France  et  Douvrea.  Peut-etre  le  mauvaia  tempa  continuel  et  lea  dmo- 
tiona  du  voyage  lui  furent-ila  funeatea?  Quand  il  revint,  tout  le  bdne- 
fiee  du  voyage  de  Vichy  avait  diaparu. 

„II  reprit  cependant  aea  coiira;  maia  le  8 janvier  1867,  aon  mddecin 
lui  defendit  foriuellenient  de  continuer  aea  leqona.  Sn  aantd  a’dtait  de 
plua  en  plua  ebranide.  11  |cs  eeaaa  bien  d contre-coeur,  affligd  du  tort 
qiae  aette  interruption  (il  eaperait  toujoura  qne  ce  ne  aerait  qu'une  inter- 
riiption)  allait  cauaer  d aea  dievea.  L’hiver  ne  lui  fut  point  favorable. 
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Vera  le  20  f^vrier  il  «e  renilit  i Bruxelles,  afin  d’essajer  d'iin  chasge- 
iiieiit  d’air.  Et  enfin,  sur  le«  conseiU  de  «on  luedecin,  M.  Gluge,  le  U 
iiiara  suivant,  alors  iju'il  £tait  dejü  bien  faible,  inai«  n’avait  pa«  encute 
reiionec  a toute  esp^rance,  il  entrcprit  courageusenient  uii  vn^age  de 
300  licues,  ct  partit  paar  Mentnae,  ä quelques  lieiies  de  Nice,  accom- 
pagne  de  sa  feinme,  coinpagne  fidele  d’iiii  devouemcnt  h tonte  dprcnte. 
et  dnnt  le  eoiirage  ne  faiblit  pnint  iin  instant  pcndant  la  longiie  agonie 
de  snn  (ipnux. 

,.II  arriva  a Mentnne  saus  trop  de  fatigues;  et  pendant  les  preraien 
jnurs,  il  espera  sa  giidrison  du  climat  du  Midi:  niais  corame  eile  se 
marehait  pas  assez  vite  ü sein  gr^,  il  quitta  bientdt  cette  petite  ville 
poiir  Xic-e.  Ce  devait  dlre  sa  derniire  ctape  ici-bas:  il  s*y  dteigait  le 
26  avril.  implnrant  le  Tres-Ilaiit  pour  ses  enfants  qu’il  n’arait  pn  revoir 
avant  de  mniirir! 

,,Ontre  les  rapports  et  les  indinoires  faits  par  mnn  p^re,  il  ccrivit 
nn  livre  intitiile:  Elements  tle  caicui  difTerentiei  et  de  calcut  integral 
ä l'nsage  de  ses  (Cleves;  il  ä laissc  aiissi  nn  niivrage  inedit  nut  ln  geo- 
melrie  annlytique,  destine  aux  classcs  superieures  des  athen^es  de  Bel- 
giqiie/'  Ad.  Quetelet. 


Liste  des  ourrages  de  Mathias  Schaar 
Travaux  aead^miques. 

Sur  ia  theorie  des  integrales  Euieriennes.  (Mem.  cottr.  et. du 
savants  etrangers,  t.  XXII,  in-4“;  1848.) 

Sur  ia  convergence  d’une  certaine  ciasse  de  series.  {Mdm.  com- 
et  des  savants  etrangers,  t.  XXII,  in-4®;  1848.) 

Sur  une  formiile  d’analyse.  (Mem.  cour.  et  des  savants  etrangen, 
t.  XXIII,  10-4»;  1848.) 

Sur  la  theorie  des  rdsidus  quadratiques.  (Memoires  des  membru, 
t.  XXIV,  in-40;  1849.) 

Recherches  sur  la  thdorie  des  residus  quadratiques.  (Metnoiret 
des  membres,  t.  XXV,  in-4“;  1850.) 

Sur  les  oscillations  du  pendule  en  ayant  egard  ä Ia  rotatioo  de 
la  terre.  (Mem.  cour.  et  des  savants  etrangers,  t.  XXVI,  in-4®; 
1851.) 

Note  sur  les  expression  des  racines  d’un  nombre  de  produits  in- 
finis.  {Bulletins,  R®  serie,  t.  XIII,  R*  p.,  1846,  p.  228.) 

Sur  la  transformation  de  quelques  integrales  defiuies.  {Bulletins, 
R®  sdrie,  t.  XIII,  2®  p.,  1846,  p.  30.) 

Nouvelle  demonstration  de  la  loi  de  reciprocite  par  les  rdsidos 
quadratiques.  {Bulletins,  t.  XIV,  R«  p.,  1847,  p.  79.) 

Sur  la  rdduction  d’une  integrale  multiple.  {Bulletins,  R®  serie, 
t.  XV,  2®  p.,  1848,  p.  501.) 
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SuT  le  diveloppement  de  (1  — 2ari+2*)-l  suivant  les  puieeanees 
de  *.  {Bulletins,  l"  Serie,  t.  XV,  2«  p.,  1848,  p.  115.) 

Sur  les  propriet^s  dont  jonissent  les  produits  infinis  qui  expri- 
ment  les  racines  des  nomlires  entiers.  {Bulletins,  1'*  serie, 
t.  XVI,  2«  p.,  1849,  p.  580.) 

Sur  la  rdduction  de  l'expression  en  fractions  continiies. 


{Bulletins,  1''*  sdrie,  t.  XVII.) 

Notice  sur  la  division  ordonnnäe  de  Fourier  et  sur  ses  applica- 
tioiis  ä l’extraction  de  la  racine  carr^e.  {Bulletin,  I<‘«  sdrie, 
t.  XVllI,  2«  p.,  1851,  p.  144.) 


-Note  sur  le  developpement  des  expressions  de  la  forme 


en  fraction  continue.  {Bulletins,  l"  sdrie,  t.  XIX,  1’’«  p.,  1852, 

p.  16.) 

Rapport  sur  un  nidmoire  de  M.  Montigny  relatif  aux  experieiices 
pour  determiner  la  densite  de  la  terrc.  {Bulletins,  l"  serie, 
t.  XIX,  2e  p.,  1852,  p.  470.) 

Rapport  sur  une  note  de  M.  Carbonnelle  intitulde:  Examen  des 
cas  douteux  dans  les  triangles  spheriques.  {Bulletins,  R*  sdrie, 
t.  XIX,  3«  p.,  1852,  p.  42.) 

Rapport  sur  un  memoire  de  M.  A.  Genoccbi  sur  la  tbdorie  des 
rdsidus  quadratiques.  {Bulletins,  serie,  t.  XX.  R^  p.,  1853, 
p.  145.) 

Rapport  sur  une  note  de  M.  Genocchi  relative  k la  demonstration 
elementaire  d’une  formule  logarithmique  de  M.  Binet.  {Bulle- 
tins, R®  sörie,  t.  XX,  2«  p.,  p.  391.) 

Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Liagre  sur  l'organisation  des  caisses 
des  veuves,  avec  des  applications  ä la  caisse  des  veuves  et 
orphelins  des  ofiiciers  de  l’armee  beige.  {Bulletins,  t.  XX,  3®  p., 
p.  137.) 

Rapport  sur  un  memoire  de  concours  de  la  classe  des  Sciences 
pour  1853  relatif  ä l’dtat  des  connaissances  dans  l’integration 
des  equatioos  aux  derivees  partielles  des  deux  premiers  ordres. 
{Bulletins,  t.  XX,  3«  p.,  p.  354.) 

Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Carbonnelle  sur  l’alteration  des 
foDctions  et  des  equations.  {Bulletins,  R®  sdrie,  t.  XXI.,  p.  64.) 

Sur  la  tbeorie  analytique  des  coniques.  {Bulletins,  2®  s^rie,  t.VI, 
1859,  p.  42.) 

Sur  les  variations  des  dl^ments  des  orbes  plan^taires.  {Bulletins, 
2®  sdrie,  t.  VI,  1859,  p.  171.)  — .Suite  ä ce  travail.  {Bulletins, 
2®  sörie,  t.  VII,  1859,  p.  44.) 

Rapport  sur  un  mdmoire  de  IV1.  Lamarle  relatif  k l’expose  geo- 
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ni4triqae  du  calcul  diffdreatiel  et  intdgrai.  {Bulletins,  t.  XIV, 
1862,  p.  453.) 

Rapport  eur  an  memoire  de  M.  E.  Catalan  retatif  a la  transfor- 
raation  dea  aäries  et  snr  quelqaea  intdgralea  defioiea.  (Bulle- 
tins, 2*  adrie,  t.  XIX;  p.  524.) 

Rapport  aur  une  note  de  M.  F.  Dauge  relative  k la  rotatioo  du 
soleil.  (Bulletins,  2*  sdrie,  t.  XXI,  1866,  p.  80.) 

TraTaax  non  acaddmiqnes. 

^Idmenta  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  intdgral. 

Travail  (inddit)  aur  la  gdomdtrie  analytique,  destind  aux  eiasse« 
aupdrieurea  dea  Atbendes  de  Belgique. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wiggeu- 
schäften  in  Wien.  Siebzehnter  Jahrgang.  1867. 

Auch  dieser  Jahrgang  dea  Alnianachs,  dessen  Vorgängerin 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXVI.  S.  1.  angezeigt  worden  ist,  hat  die 
frflhere  Einrichtung  vollkommen  beibehalten,  und  liefert  in  dem 
„Bericht,  betreffend  die  matbematiach>naturwissen- 
schaftliche  Klasse“  von  dem  Generalsecretär  Herrn  Professor 
A.  SchrOtter  (S.  173. —S.  277.)  eine  sehr  vollständige  Darstel- 
lung der  weitgreifenden  und  erfolgreichen  Thätigkeit  dieser  Klasse, 
welche  wir  wegen  der  vielen  darin  enthaltenen  literarischen  No- 
tizen recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.  Unter  den  Necrologeo 
verstorbener  Mitglieder  heben  wir  hier  den  von  dem  Herrn  Abt  Dr. 
Augustin  Reslhuber  in  KremsmOnster  verfassten  Necrolog 
Marian  Kolter’s  (S.  201.  — S.  239.)  hervor,  welcher  dem 
im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIV.  S.  1.  von  uns  mitgetbeiltee  — 
von  Herrn  Ur.  R.  Sonndotfer  in  Wien  verfassten  — Necrolog 
dieses  trefflichen,  um  das  österreichische  Unterrichtswesen  hoch- 
verdienten Mannes  in  mehrfacher  Beziehung  zu  weiterer  Aosfilh- 
rnng  dienen  kann.  Derselbe  liefert  auf  S.  234. — S.  239.  anch  ein 
werthvolies  Verzeichniss  sänimtlicber  Schriften  Koller’s,  baopt- 
sHchlich  astronomischen  und  meteorologischen  Inhalts.  Ans  per- 
sönlicher Bekanntschaft  mit  dem  trefflichen  Manne  unterscbreihe'’ 
wir  ganz  die  auf  S.  231.  gegebene  Schilderung  seines  Charakters,  j 
wenn  darin  gesagt  wird:  „Koller  war  ein  durchaus  edler,  bie-  ^ 
derer  Charakter;  als  Priester,  als  Lehrer,  Gelehrter  und  Staate- 
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mann  ungleich  bewährte  er  eich  in  seinem  Wirken  stets  als 
Mensch  im  edelsten  Sinne  des  Worts;  er  war  die  verkörperte 
Humanität,  diese  die  Triebfeder  seines  Uandelns,  die  Fortbildung 
derselben  das  Ziel  seines  Strebens,  in  seinem  Geiste  fand  der 
Dünkel,  in  seinem  Herzen  die  Selbstsucht  keinen  Raum;  bei  alien 
seinen  Verdiensten  zierte  ihn  die  einfachste  Bescheidenheit.'* 


Schriften  über  Unterrichtswesen. 

Heber  die  Notb wendigkeit,  Heilsamkeit  und  Ver< 
fassnng  einer  Section  für  Lehrer  der  exacten  Wis- 
senschaften innerhalb  der  allgemeinen  deutschen  Leh- 
r erversammlung.  Vortrag,  gehalten  auf  der  16.  allge- 
meinen deutschen  Lehrer-Versammlung  in  Hildesheim 
den  12.  Juni  1867  von  J.  C.  V.Hoffmann  (Lehrer  am  Kü- 
nigl.  Gymnasium  in  Freiberg  in  Sachsen).  Leipzig, 
Druck  von  B.  G.  Teubner.  1868.  8**. 

Die  Wärme,  mit  der  sich  der  Herr  Verfasser  in  der  vorlie- 
genden Schrift  des  in  ihr  besprochenen  wichtigen  Gegenstandes 
annimnit,  hat  uns  sehr  wohlthnend  affgesprochen  und  unser  Inter- 
esse mehrfach  in  Anspruch  genommen,  weshalb  wir  nicht  unter- 
lassen, dieselbe  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  zu  em- 
pfehlen, indem  wir  zugleich  die  vollkommene  Uebereinstimraung 
unserer  eigenen  Ansichten  und  Wünsche  mit  denen  des  Herrn 
Verfassers  gern  aussprecheii. 


Geometrie. 

Schreiben  des  Herrn  M.  Curtze,  Lehrers  am  Gymnasium  in 
Thorn  in  Westpreussen,  an  den  Herausgeber. 

Thorn,  den  5.  Juni  1868. 

Hochgeehrter  Herr  Professor! 

Durch  eine  Abhandlung  des  Herrn  Eugenio  Beltrami  in 
den  Rendiconti  del  Reale  Istituto  Lomb ardo.  Serie  II*. 
Voi.  1.  Fase.  IX.  Milano  1868.  bin  ich  auf  einen  literarischen 
Raub  aufmerksam  gemacht  worden,  der  durch  einen  gewissen 
Herrn  C.  A.  v.  Drach,  Privatdocent  an  der  Universität  in  Mar- 
burg, verübt  ist  an  dem  weitberübmten  Professor  des  Istituto 
tecnico  Superiore  in  Mailand,  Herrn  Cav.  Cremona. 
Ich  habe  es  als  dem  Geschädigten  nahe  stehend  für  meine  Pflicht 
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gehalten,  das  deutsche  Publikum  auf  dieses  Plagiat  aufmerksio 
zu  roacbeD,  das  sich  bis  auf,  die  Druckfehler  des  Originales  s 
streckt,  und  ich  erlaube  mir  deshalb  Sie,  Hochgeehrtester  Her 
Professor,  zu  bitten,  die  nachfolgende  Uebersetzung  des  Theiles 
der  Abhandlung  des  Herrn  Beltrami,  der  sich  mit  vorgenannten 
Herrn  beschäftigt,  in  Ihrem  hochgeschätzten  Archive  abdrucken 
zu  lassen  *).  M.  Curtze. 

Wir  rufen  hierdurch  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  an  ii 
Bezug  auf  eine  Monographie,  die  soeben  ini  ScIilGmilcb’gchen 
Journale  (Suppleraentheft  zum  12.  Jahrgang  1867)  erschie- 
nen, und  auch  als  Separatabdruck  von  dem  Verleger  Teubner 
unter  dem  Titel  veröffentlicht  ist;  „Einleitung  in  die  Theorie 
der  cubischen  Kegelschnitte  (Raunicurven  dritterOrd- 
nung)  von  Dr.  C.  A.  v.  Drach,  Privatdocent  an  der  Unirersitäf 
zu  Marburg**).“ 

„Der  empfehlenswerthe  Vorsatz  des  Verfassers  — nämlich 
eine  vollständige  analytische  Theorie  der  cubischen  RaumcuT^'tIl 
zu  geben  — würde  ihm  nur  Danksagungen  eingebraebt  haben, 
wenn  die  Ausführung  nicht  unglücklicherweise  Stoff  zu  einigen 
gewichtigen  Berichtigungen  gäbe,  die  wir  der  Würde  der  Wissen- 
schaft halber,  hier  formulieren  wollen.“ 

„Zunächst  sind  in  dem  kurzen  historischen  Abriss,  welcher 
die  Einleitung  der  Monographie  bildet,  einige  Arbeiten  nicht 
erwähnt,  die  es  nothwendigerweise  sein  müssten;  nämlich  die  von 
Staudt,  von  Raye  und  die  von  Herrn  Professor  Crenioiiain 
den  Nouvelles  Annales  (Tom.  1.  Serie  2)  gelieferte  Abhand- 
lung betitelt:  „Memoire  de  geometrie  pure  sur  les  cubi 
ques  gauches,“  welches  die  ausgedehnteste  unter  den  Veröffent- 
lichungen dieses  berühmten  italiänischen  Geometers  in  Bezug  auf 
diesen  Gegenstand  ist  In  demselben  Eingänge  wird  gesagt: 


•)  Was  mit  dem  besten  Danke,  den  ich  hiermit  Herrn  Cnrtif 
ausznsprechen  nicht  unterlasse,  so  schnell  geschieht,  als  es  mir  irgrnil 
möglich  ist,  da  cs  auch  mir  nur  wahrhaft  am  Herzen  liegen  kann,  da« 
das  Recht  eines  so  hochverdienten  Gelehrten  und  in  allen  Beziehungeo 
so  hochachtbaren  Mannes  wie  des  Herrn  Cremona  gewahrt  und  ihm 
sein  wohlerworbenes  Kigenthum  in  keiner  Weise  geschmälert  werde.  (>. 

*•)  Dieses  Memoire  umfasst  den  zweiten  Theil  des  erwähnten  Su|>- 
p lementhef  tes  von  Seite  73  bis  zu  Ende.  Die  Seitenzahlen  die  vir 
citieren,  sind  die  der  Separatausgabe.  Es  genügt,  sie  säiiiintlich  uro 
zu  vergrössem,  um  die  Seitenzahlen  des  S u p plem  e n thef  tes  an  er- 
halten. 


Digiiized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CLXXXXii. 


17 


Es  sei  kein  Versuch  gemacht,  die  algebraischen  Ranrocurreo;zu 
oiassificieren,  die  durch  den  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  ent- 
stehen; und  somit  sind  die  Arbeiten  Salmons  und  Cayleys 
im  Cambridge  and  Dublin  matbematical  Journal  verges- 
sen worden,  das  doch  auf  Seite  21.  von  Herrn  v.  Drach  citiert 
wird,  Arbeiten,  die  Salmon  in  seine  Geometry  of  three  di- 
mensions  aufnahm,  von  der  Herr  Fiedler  eine  deutsche  Aus- 
gabe besorgte,  die  augenblicklich  in  Deutschland  weit  verbreitet 
ist,  und  die  der  nämliche  Herr  v.  Drach  auf  Seite  79.  anführt.“ 

„Im  Cap.  1.  geht  Herr  v.  Drach  auf  den  Gegenstand  über 
und  stellt  unter  Anwendung  der  Plücker’schen  Raumcoordinaten 
Formeln  auf,  mittelst  welcher  die  gewöhnlichen  Coordinaten  der 
Punkte  einer  Rauracurve  nter  Ordnung  rational  mittelst  eines 
unbestimmten  Parameters  ausgedruckt  sind  (Seite  7),  und  er  scheint 
zu  glauben,  dass  diese  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Coor- 
dinaten einer  solchen  Curve  sind,  was  ein  sehr  schwerer  Irrthum  ist. 
Wir  sagen  nur  deshalb  er  scheint  zu  glauben,  weil  er  dies  nicht 
ausdrücklich  erklärt;  aber  eine  entsprechende  Erklärung  findet 
man  sogleich  (Seite  8),  da  Herr  v.  Drach  auf  diese  Formeln  den 
Beweis  der  Unmöglichkeit  von  Raumcurven  erster  oder  zweiter 
Ordnung  stützt,  einen  Beweis,  der  völlig  haltlos  wäre,  wenn  der 
Verfasser  eben  diese  Ausdrücke  nicht  für  allgemein  hielte  (ob- 
wohl sie  es  für  die  ersten  drei  Grade  wirklich  sind,  von  welchem 
Umstande  aber  keine  Andeutung  gegeben  ist).“ 

„Im  Cap.  2.,  in  dem  Herr  v.  Drach  die  verschiedenen  Er- 
zeugungsweisen der  windschiefen  Cnrven  dritter  Ordnung  mittelst 
projectiviscber  Systeme  aus  einander  setzt,  will  er  (Seite  21)  be- 
weisen, dass  aus  den  Gleichungen 

Af,  + kAi  = 0,  = 0,  Co  + AC,  = 0 

dreier  projectiviscber  Punktreihen  oder  dreier  projectiviscber  Ebe- 
nenböschel  immer  der  Uebergang  zu  folgenden  Gleichungen  er- 
laubt ist: 

A()-^kAi~0,  Ai-t-kA^  — O,  A^-\-kAg  — Ö, 
die  nur  die  vier  linearen  Functionen 

Aq9  A^f  A2)  Aj 

enthalten.  Dieses  Resultat  ist  exact,  und  in  ihm  ist  gerade  die 
analytische  Darstellung  begründet,  die  Möbius  benutzt,  dieCre- 
mona  gebraucht  und  ebenso  der  Verfasser  der  Monographie 
selbst.  Aber  die  Beweisführung  des  Herrn  v.  Drach  ist  hinßil- 

4*» 
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Hg,  weil  es  wohl  richtig  ist,  dass  aus  der  ersteo  and  diiile 
Gleichung  sich  die  folgenden  entnehmen  lassen: 


von  denen  man  annimmt,  dass  sie  zwei  Generatrixen  des  Hyperbo- 
loides 


(^o  + i^i=0,  Co  + iC,  =0) 


angehüren,  welche  die  Gerade  Bq-^-XBi  =0  schneiden,  abers 
ist  nicht  in  gleicher  Weise  richtig,  dass  man  der  Gleichung  die- 
ser letztem  Geraden  die  Form  Ai+XA^  = 0 geben  kann,  während 
sich  nur  sagen  lässt,  dass  sie  die  Form  haben  mfisse: 


A -0‘ 


„Es  ist  auch  werth,  einen  anderen  Irrtfanm  zu  erwähnen,  der 
sich  in  den  ersten  Capiteln  der  Monographie  veraleclt  and 
vorzugsweise  im  Anfänge  des  Cap.  3.  (S.  24.)  Gndet.  Derselbe  be- 
steht darin,  dass  Herr  v.  Dracb  glaubt,  die  vier  linearen  Fiinctin- 
nen,  die  er  durch  Üq,  üi,  {7,  bezeichnet  und  die,  dorcb  die 
Relation 

Uo-.  Ui:Ut.Ua=X»:X*-.X:l 

verbunden,  dazu  dienen,  die  cubiscbe  Raumcurve  darzustellen, 
küunteo  ohne  Weiteres  als  die  Abstände  eines  Punktes  von  den 
vier  Seitenflächen  eines  Tetraeders  betrachtet  werden,  das  heisei 
als  Quadriplanarcoordinaten  im  engeren  Sinne.  Aus  den  EntniA 
lungen  der  Seiten  8 — 9 ergibt  sich  augenscheinlich,  dass  man, 
wenn  man  diesen  Functionen  die  angegebene  Bedeutung  rindl- 
eieren  will,  statt  dessen  schreiben  muss: 


f7o*  Vi  = aX^:bX*tcX:d; 

und  wenn  man  in  dieser  Formel  a=b  = c=zd  setzt,  wie  es  Herr 
V.  Drach  stillschweigend  tbut,  so  ist  das  soviel,  wie  wenn  mau 
eine  collineare  Transformation  der  Curve  vornimmt,  wie  man  sie 
z.  B.  erhält,  wenn  man  für  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  einen  Krei-* 
substituiert.  Uebrigens  ist  die  Voraussetzung  des  Herrn  v.  Dracb 
nicht  im  geringsten  nothwendig  und  auch  ebensowenig 
weitere  Entwickelung  der  Theorie  nützlich,  da  man  überall  die 
als  Quadriplanarcoordinaten  im  Allgemeinen  betrachten  kann.“ 

„Aber  wir  wollen  jetzt  diese  kritischen  Bemerkungen  bei  Seite 
lassen  und  dafür  darauf  hinweisen,  dass  vom  Cap.  3.  aogefangeu 
und  weiter  bis  zum  Ende  des  Werkes  die  AuseinanderseUuDgc° 
des  Herrn  v.  Dracb,  mit  Ausnahme  einiger  leichten  und  wemg 


Digilized  by  Google 


literarischer  Bericht  CLXXXXII. 


19 


l^lückiicbeD  Abweichungeo,  eine  fast  würtlicbe  Copie  der  Abhand- 
lungen des  Herrn  Professor  Cremona  sind,  und  speciell  der, 
'welche  in  den  ersten  beiden  Theilen  der  Annali  di  matema- 
tica  (I*.  Serie.  Roma,  1858 — 59)  veröffentlicht  sind.  Damit  jeder 
sich  hiervon  auf  die  leichteste  Weise  überzeugen  kann,  setzen  wir 
hier  unten  die  correspondierenden  Stellen  der  Monographie  und 
der  Annali  neben  einander: 


ODO 

graphie. 

Annali. 

Seite  24—25 . 

. T.  I. 

pag.  166,  T.  11.  pag 

9> 

28-29  . 

* 99 

„ 165. 

*9 

30.  . . 

• 99 

„ 278—279. 

it 

36-37  . 

• 99 

„ 168—169,  295. 

» 

38-39  . 

• 99 

,.  167—168. 

9» 

40-41  . 

• 99 

„ 171-172. 

99 

41—43  . 

• 99 

„ 169—170. 

19 

44—45  . 

• 99 

.,  294. 

99 

45—46  . 

• 99 

„ 288. 

99 

49-51  . 

. T.  II. 

pag.  201—202. 

99 

58—60  . 

• 99 

,.  202—204. 

99 

61—65  . 

• 99 

„ 203—205. 

99 

70-72  . 

. T.  I. 

pag.  279-281. 

99 

73.  . . 

• 99 

28-2. 

99 

78—79  . 

* 99 

.,  292—293. 

99 

81-87  . 

• 99 

„ 282-288. 

99 

87—89  . 

• 99 

„ 290-292. 

99 

90—93  . 

.T.ll. 

pag.  19. 

99 

93-95  . 

.T.I. 

pag.  288—289. 

99 

95—101  . 

. T.  II. 

pag.  22 — 27. 

99 

110-112 

• -99 

20.“ 

,, Freilich  unterlässt  Herr  v.  Drach  nicht,  die  Schriften  des 
Herrn  Professor  Cremona  zu  erwähnen,  und  er  bespricht  die- 
selben in  der  Vorrede  auf  sehr  ehrenvolle  Weise,  indem  er 
sagt,  es  sei  bei  der  Abfassung  der  Monographie  auch  sein 
Zweck  gewesen,  die  analytischen  Auseinandersetzungen,  die  Cre- 
mona in  seinen  ersten  Memoiren  befolgt,  bekannter  zu  machen, 
als  sie  es  im  Allgemeinen  sind.  Aber  diese  allgemeinen  Erklärungen 
sind  schwerlich  hinreichend,  dem  Leser  von  vornherein  klar  zu  machen, 
dass  es  sich  nur  um  ein  einfaches  Abschreiben  handelt,  das  in 
den  meisten  Fällen  — wie  aus  der  obigen  Gegeneinanderstellung 
folgt  — ein  wörtliches  ist  und  ausserdem  an  vielen  anderen  Stellen, 
um  nicht  zu  sagen  an  fast  allen,  dem  Stoffe  nach  so  treu  ist, 
dass  es  auch  noch  nicht  einmal  eine  Bearbeitung  genannt 
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werden  kann.  VVa«  das  Unrecht  des  Herrn  r.  Draeh  nochtr- 
Schwert,  ist,  dass  in  seiner  Wiedergabe  die  scrupulGse  Genanigit! 
soweit  (gegangen  ist,  dass  sie  nicht  nnr  die  leichten  Auslassung« 
der  Originalabbandlungen,  die  er  benutzt  hat,  sondern»  zuletzt  gn 
die  Druckfehler  urofasst,  die  bei  dem  Drucke  in  den  Annali  der 
Aafnierksarokeit  entgangen  waren.“ 

„Diese  Behauptung  könnte  unglaublich  scheinen,  wenn  wii 
hier  nicht  die  Proben  bereit  hätten,  um  dieselbe  zu  beweisen.“  ' 

„Auf  Seite  38.  der  Monographie,  da  wo  es  sich  um  den 
Perspectivkegel  der  ciibischen  Raunicurve  handelt,  stellt  Herr 
V.  Drach,  ebenso  wie  es  auf  pag.  167.  des  T.  I.  der  Annali  ge- 
schehen ist,  die  Gleichungen  auf: 

A = .c,  = y,  etc. 

und  sagt,  dass  man  mittelst  derselben  zu  der  Gleichung  gelaogt; 

(x  + y + z)*  — 27xyr  = 0, 

ohne  zu  bemerken,  dass  man,  um  wirklich  dieses  Resultat  tu  er- 
halten, an  Stelle  dessen  setzen  muss: 

A=x,  6^D  = — y,  etc. 

Dasselbe  ist  von  Seite  41.  zu  sagen,  wo  Herr  v.  Drach  dieselbe 
Verwechslung  eintreten  lässt,  einzig  und  allein,  weil  er  es  soaif 
Seite  172.  des  genannten  Bandes  der  Annali  gefunden  bat.“ 

„Auf  Seite  39.,  wo  es  sich  um  den  Perspectivkegel  bandelt, 
dessen  Scheitel  auf  einer  Tangente  der  cubiscben  Curve  liegt, 
copiert  Herr  v.  Drach  einen  anderen  Zeicbenfehler,  der  in  T.  !• 
der  Annali  p.  167  — 168.  übergangen  war.  In  Gemässheif  dieses 
Fehlers  steht  in  der  Gleichung  dieses  Kegels  die  Grösse  F den 
Herrn  v.  Drach  oder  die  E des  Herrn  Cremona  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Zeichen,  das  sie  haben  sollte.“ 

Auf  Seite  60.  copiert  Herr  v.  Drach  einen  Fehler  — beste- 
hend in  der  Auslassung  eines  Binomialcoefficienten  — der  »"f 
Seite  204.  des  II.  Tbeiles  der  Annali  übersehen  wurde  und 
III.  Theile  derselben  Annali  S.  384.  unter  den  Druckfehlern  an- 
gezeigt und  berichtigt  ist. 

„Auf  Seite  72.  schreibt  Herr  v.  Drach  zwei  Gleichungen  dff 
p.  280.  des  T.  I.  der  Annali  ab,  an  deren  Stelle  man  die  beiden 
folgenden  setzen  muss 

= —l,  +^,)— ft  = 0.“ 
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„Auf  Seite  86.  copiert  er  beim  Abschreibeti  der  beiden  ersten 
Gleichungen  der  Seite  287.  des  1.  Th.  der  Annali  in  einer  Note 
einen  anderen  Fehler,  der  darin  besteht,  dass  die  Grossen 

a(ß  — a)(a  — Y),  6(ß  — 6)(6  — y) 

als  Divisoren  der  Uo,  Ug  gesetzt  sind,  während  sie  im  Gegen- 
theile  Factoren  sein  müssten.“ 

„Auf  Seite  44.,  wo  Herr  v.  Drach  den  Inhalt  der  p.  294. 
des  1.  ThI.  der  Annali  wiedergibt,  passiert  ihm  eine  merkwürdige 
Zweideutigkeit,  die  dadurch  entsteht,  dass  er  eine  gewisse  Griisse 
durch  S bezeichnet,  welche  Herr  Professor  Cremona  durch  Z 
bezeichnet,  und  dass  er  fortfährt,  durch  dasselbe  Zeichen  andere 
vollständig  verschiedene  Grössen  darzustellen,  wahrscheinlich  da- 
durch verführt,  dass'er  dieselben  am  angeführten  Orte  so  bezeichnet 
fand.  An  derselben  Stelle  spricht  Herr  v.  Drach,  immer  den 
Annali  folgend,  eine  Folgerung  aus,  von  der  Herr  Cremona 
schon  seit  langer  Zeit  die  Unrichtigkeit  eingesehen  und  die* 
selbe  vielen  Personen  mitgetheilt  hat  *).“ 

„Indem  wir  so  eine  Idee  von  der  Art  gegeben  haben,  in  welcher 
Herr  v.  Drach  die  Untersuchungen  des  Herrn  Professor  Cre- 
mona wiedergibt,  nehmen  wir  die  Prüfung  einiger  Punkte  wieder 
auf,  in  denen  er  sich  erlaubt  etwas  zu  verändern  oder  binzuzu- 
fügen.  Die  Irrthümer,  die  sich  darin  finden,  sind  keineswegs  von 
leichtem  Gewichte.“ 

„So  sind  auf  Seite  51.  und  54.  zwei  Gleichungen  — die  mit  8® 
bezeichnete  auf  S.  51.  und  die  erste  aufS.  54.  — nicht  exact.  Bei  der 
ersten  derselben  springt  dies  unmittelbar  in  die  Augen,  ohne 
dass  man  irgend  einer  Verification  bedürfte,  da  in  derselben  die 
Grösse  A fehlt.“ 

„Im  AnfaogederS.66.  findet  man  eine  Determinante, die,  nachdem 
man  sie  in  einigen  ihrer  Elemente  gebührenderweise  verbessert  bat. 
sich  leicht  auf  die  Grösse — I2A*  reduciert,  die  niemals  Null  werden 
kann.  Herr  v.  Drach  dagegen  irrt  sich  beim  Rechnen,  und  ge- 
langt zu  einem  anderen  Resultat,  aus  dem  er  die  absurde  Folge- 
rung zieht,  dass  der  Schnitt,  den  eine  Tangentialebene  in  einer 

*)  Ich  banulie  diese  Gelegenheit,  um  die  Iterichtigung  zu  Tcröffeut- 
licheu,  die  mir  von  ihm  mitgetheilt  wurde.  Auf  der  citierteu  Seitd  luuis 
miiD  8taU  des  l’a»su*:  „Die  Gleichung  (19)  zeigt  etc.“  lesen:  „Die 
Gleichung  (19)  zeigt,  dass,  wenn  der  Scheitel  des  Kegels  und 
die  Punkte  0j,  0„  0j,  0^  gegeben  sind,  die  Punkto  0j  und  0g 
bei  ihrer  gleichzeitigen  Verändernng  eine  Involution  von 
Punkten  auf  der  cnbischen  Rsomeurve  erzeugen.“ 
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Developpablen  dritter  Classe  macht,  ein  Geradenpaar  sein  küw. 
Und  auf  S.  67.  bekräftigt  er  diesen  Irrthum,  indem  er  bebauplü. 
dass  einer  der  parabolischen  Schnitte,  den  eine  der  Osculatioo! 
ebenen  einer  vrindschiefen  Parabel  io  der  entsprechenden  Oere- 
loppablen  macht,  sich  auf  zwei  zusamnienfallende  Gerade  redg- 
eiert:  ein  anderer  gründlicher  Irrthum.'* 

„Wie  soll  man  die  sehr  seltsame  Behauptung  qualificieren. 
die  in  den  ersten  Zeilen  der  Seite  71.  enthalten  ist,  nach  d« 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  einer  Bedingung  unterworfen  ist, 
wenn  sie  eine  Regelfläche  sein  soll.“ 

„Es  ist  ebenso  unmöglich  zu  verstehen,  was  Herr  v.  Dracb 
am  Ende  des  vorletzten  Absatzes  der  S.  65.  in  Bezug  aof  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  hyperbolischen  Parabel  bat  sagen 
wollen.“ 

„Mit  Bezug  auf  diese  gewichtigen  Fehler  scheint  es  über- 
flüssig, dass  wir  hier  die  wenig  glückliche  Behandlung  einiget 
derjenigen  Theile  betrachten,  in  denen  Herr  v.  Drachvonden 
Auseinandersetzungen  des  Herrn  Professor  Cremona  abgevricben 
ist.  Wir  führen  ein  einziges  Beispiel  an.  Auf  Seite  47—48.  stellt 
er  die  Gleichung  dritten  Grades  auf,  von  der  die  Parameter  der 
unendlich  entfernten  Punkte  einer  cubischen  Raumeurve  abbäagen. 
Die  Gleichung  in  d.  in  Form  einer  Determinante,  zu  der  er  aai 
Seite  48.  gelangt,  drückt  offenbar  aus,  dass  die  drei  Ebenen,  die 
durch  den  Ursprung  parallel  zu  den  drei  Generatrixebenen  io  Be- 
zug auf  einen  Punkt  im  Unendlichen  gezogen  sind,  sich  in  einer 
Geraden  schneiden.  Wenn  Herr  v.  Drach  sich  auf  diese  Be- 
trachtung gestützt  hätte,  die  sich  ganz  von  selbst  darbietet,  so 
würde  er  einen  Beweis  vermieden  haben,  der,  auf  die  nicht  nütbige 
Voraussetzung  der  Orthogonalität  der  Axen  gegründet,  viel  e“  j 
compliciert  für  den  Zweck  ist  und  wenig  conform  mit  dem  Geis*® 
der  modernen  algebraischen  Theorie  der  Curven.“ 

„Ich  will  auch  noch  folgende  Eigenthflmlichkeit  bemerken.  , 
Herr  v.  Drach  hat  sich  vorgenommen  (S.  2.)  eine  analytische  Ab- 
handlung zu  schreiben,  und  er  bedient  sich  in  der  That  stets  der 
Gleichungen.  Aber  als  er  zu  der  Untersuchung  des  Rotations- 
hyperboloids gelangt,  das  durch  eine  cubische  Raumeurve  gebt 
.76 — 78.),  einem  Gegenstände,  denHerr  Professor  Cremona  mit- 
telst der  reinen  Geometrie  behandelt  hat  (Grelle  Borchardts  I i 
Journal  Th.  63),  da  verlässt  er  die  analytische  Geometrie,  rrod  » 
reproduciert  den  synthetischen  Beweis  Cremonas.*'  ‘ 

,,Wir  schliessen  mit  einer  Bemerkung  zum  letzten  Absatio 
der  Monographie  (S.  109 — HO.),  wo  es  sich  um  die  Constfuo-I 
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tion  der  gemeinschaütlichen  Punkte  zweier  cubiscber  Rauincarveu 
handelt,  die  auf  demsetben  Hyperboloid  verzeichnet  sind  und 
beide  eine  und  dieselbe  Generatrix  in  zwei  Punkten  schneiden. 
Damit  die  von  Herrn  v.  Dracb  in  lakonischer  Weise  ange- 
zeigte Liüsung  exact  sei,  muss  man  die  Projectivität  der  beiden 
Ebenenbüscbel,  die  dort  (S.  110.)  angeführt  sind,  in  einem  viel 
höheren  Sinn,  als  der  gewöhnliche  ist,  anfTassen  und  auch  speciell 
als  der  ist,  den  bis  zu  diesem  Punkte  Herr  v.  Dracb  benutzt 
hat,  der  im  Cap.  2.  es  für  nöthig  h.ält,  dem  Geiste  des  Lesers 
die  elementarsten  Begriffe  in  dieser  Beziehung  vorzufflhren.  Es 
ist  übrigens  klar,  dass  jeder  Ebene  des  einen  Büschels  zwei 
Ebenen  im  anderen  entsprechen  und  umgekehrt.  Dies  vorausge- 
setzt,  müssen  wir  den  ungewöhnlichen  Lakonismus  des  Herrn 
V.  Drach  einem  unvorhergesehenen  Anfall  von  Tiefe  oder  einer 
einßiltigen  Illusion*)  desselben  zuschreiben?  iNach  den Thatsacheo. 
die  wir  bemerkt  haben,  kann  ein  solcher  Zweifel  jedenfalls  nicht 
für  eine  böswillige  Insinuation  gelten. 

Eugenio  Beitrami. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  derKönigl.  bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  München.  Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CLXXXVII.  S.  8.  (wobei  wir  bemerken,  dass  in  Folge  eines 
Druckfehlers  dort  Z.  9.  v.  u.  „1867.  1.  Heft  LV.“  statt  „1867. 
1.  Heft  IV“  steht.). 

1867.  II.  Heft  I.  In  diesem  Hefte  sind  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörende  Aufsätze  nicht  enthalten. 

1867.  II.  Heft  II.  Seidel:  Ein  Beitrag  zur  Bestim- 
mung der  Grenze  der  mit  der  Wage  gegenwärtig  er- 
reichbaren Genauigkeit.  S.  231.  (Wir  haben  diesen  mit 
grosser  Sachkenntniss  verfassten  sehr  lehrreichen  Aufsatz  mit 
besonderem  Interesse  gelesen,  und  sind  der  Meinung,  dass  der- 
selbe von  Keinem,  der  sich  mit  Abwägungen  zu  beschädigen  bat, 
unberücksichtigt  bleiben  darf;  wir  empfehlen  ihn  daher  dringend 
zur  sorgfältigsten  Beachtung.).  — Kuba:  Bemerkungen  über 
Blitzschläge.  S.  247.  (Ein  gleichfails  sehr  interessanter  und 
vielfach  belehrender  Aufsatz.).  — A.  Steinheil:  Ueber  Be- 
rechnung optischer  Constructionen.  S.  284.  (Auch  die- 
sen Aufsatz  des  Herrn  Adolph  Steinheil,  über  den  Herr  Sei- 
del hier  ausführlich  berichtet,  halten  wir  namentlich  in  prakti- 

*}  „improviao  acceaso  di  profonditä,  o ad  una  illusionegrusadanaV“  G. 
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scher  Beziehung  für  sehr  lehrreich  und  beachtensvrertb,  und  em- 
pfehlen ihn  recht  sehr  zur  Berücksichtigung.). 

1867.  II.  Heft  III.  Herr  Seidel  macht  Mittheilung:  „Uebei 
eine  Darstellung  des  Kreisbogens,  des  L ogarith  inns 
und  des  elliptischen  Integrals  erster  Art  mittelst  aa- 
endlicher  Producte“  in  welchen  die  unendliche  Vieldeutigkeit 
der  genannten  Functionen  durch  algebraische  Vieldeutigkeiten 
wiedergegeben  ist.  S.  407.  (Wir  sind  sehr  begierig  die  hier 
nicht  niitgetheilte  Untersuchung  bald  selbst  kennen  zu  lernen.). 

1867.  II.  Heft  IV.  Als  dem  Kreise  des  Archivs  nickt 
ganz  fremd  erwähnen  wir  aus  diesem  Hefte  nur:  Vogel:  Ger- 
ding’s  Geschichte  der  Chemie.  S.  601. 

1868.  1.  Heft  I.  H.  v.  Schlag! n weit  - Sak ünifinski; 
Ueber  die  Vorbereitung  zu  physikalischen  Beoback* 
tungen  in  Indien  während  totaler  Sonnenfinsternlsc- 
(Hat  besondere  Beziehung  auf  die  totale  Sonnenfinsteroiss  am 
18.  August  1868,  und  ist  denen,  die  zu  deren  Beobachtung  sich 
nach  Indien  zu  begeben  beabsichtigen,  zur  sorgfältigsten  Beach- 
tung sehr  zu  empfehlen.). 

1868.  I.  Heft  II.  Pfaff:  Ueber  das  Verhalten  desat* 
mosphärischen  Wassers  zum  Boden.  (Mit  einer  Tafel). 
S.  311.  — Herr  Steinbeil  hält  einen  Vortrag:  „Ueber  das 
Cbronoscop“  ein  Instrument  für  die  Zeitbestimmung.  Diebe- 
treffende Abhandlung  über  dieses  Instrument,  welches  Herr  S. 
in  der  Sitzung  vorlegte  und  erläuterte,  nebst  den  zu  denselben 
gehörenden  Zeichnungen,  wird  in  den  Denkschriften  erscheinen. 

Giornale  di  Matematicbead  uso  degli  studentidelle 
universitä  italiane,  pubblicato  percura  del  Professor« 
G.Battaglini.  Napoli.  S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXI.  S.fj- 

Marzo  e d Aprile  1868.  Sopra  alcuni  teoremi  di  Gauss  >n- 
torno  alla  teorica  della  ripartizione  del  circolo;  per  G. 
p.  67.  — Coordinate  sferiche  omogenee ; per  P.  Cassani.  p- 
— Sulla  scienza  dello  spazio  assolutameute  vera,  ed  indipendente 
dalla  veritä  o dalla  falsitä  dell’  ä.ssionia  XI  di  Euclide  (giaramai 
da  potersi  decidere  a priori).  Per  Giovanni  Bolyai  (Versione 
dal  latino).  p.  97. — Annunzio  Biblingratico.  .Correzione.  p.  115.— 
Soluzione  delle  quistioni  49,  50,  66;  per  E.  Padova.  p.  116.  " 
Soluzione  della  quistione  66;  per  L.  Rajola.  p.  121.  — Salle 
perturbazioni  planetarie;  per  R.  del  Grosso,  p.  125. 
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